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У роботi розглянуто оператор композицiї на функцiональних гiльбер-
тових просторах. Зокрема, встановлено умови, при яких оператор ком-
позицiї буде гiперциклiчним.

1 Вступ

Послiдовнiсть операторiв {Tn : E → E : n ∈ N} на просторi Фреше E

називається унiверсальною, якщо iснує деякий унiверсальний вектор
x ∈ E такий, що

{Tnx : n ∈ N} = E.

Скажемо, що оператор T на E є гiперциклiчним, якщо послiдовнiсть
iтерацiй {T n : n ∈ N} є унiверсальною, тобто T є гiперциклiчним, якщо
iснує деякий вектор x ∈ E з щiльною орбiтою

Orb(T, x) := {T nx : n ∈ N} = E.
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Вивчення гiперциклiчних операторiв розпочалося пiсля вiдомого
результату Бiркгофа, який стверджує, що оператор композицiї зi зсу-
вом x 7→ x+ a, a 6= 0, Ta : f(x) 7→ f(x+ a) є гiперциклiчним у просторi
цiлих функцiй H(C) на комплекснiй площинi C. У роботi [1] доведено,
що оператор композицiї зi зсувом Ta є гiперциклiчним у просторi ана-
лiтичних функцiй, якi є слабко неперервними i обмеженими на обме-
жених пiдмножинах сепарабельного банахового простору. Детальний
опис гiперциклiчних операторiв можна знайти в [2].

Позначимо через {Tn : E → E : n ∈ N} послiдовнiсть (неперервних
i лiнiйних) операторiв на сепарабельному просторi Фреше. Ми сфор-
мулюємо загальну достатню умову унiверсальностi. Ця умова була
встановлена в роботах [3], [4] i називається критерiєм гiперциклiчностi.
Ми скористаємось загальною формою цього критерiю, яка записана в
статтi [5].

Означення 1. Скажемо, що послiдовнiсть операторiв {Tn : n ∈ N}
задовольняє критерiй унiверсальностi, якщо iснують щiльнi пiдмно-
жини X, Y з E i вiдображення Sn : Y → E, n ∈ N такi, що

i) Tnx → 0, n → ∞ для всiх x ∈ X,

ii) Sny → 0, n → ∞ для всiх y ∈ Y ,

iii) (Tn ◦ Sn)y → y, n → ∞ для всiх y ∈ Y .

Оператор T на E задовольняє критерiй гiперциклiчностi вiдносно
зростаючої послiдовностi (nk) додатних цiлих чисел, якщо послiдов-
нiсть iтерацiй {T nk : k ∈ N} задовольняє критерiй унiверсальностi.

Оператор T, якi задовольняє критерiй гiперциклiчностi, описаний
в [5] як такий, що оператор T ⊕ T є гiперциклiчним. Цей результат
встановив еквiвалентнiсть мiж вiдомою проблемою Гереро [6], яка за-
питує: “Чи оператор T ⊕T є гiперциклiчним, якщо T є гiперциклiчним
оператором?” та цiкавим питанням: “Чи кожен гiперциклiчний опера-
тор на сепарабельному просторi Фреше задовольняє критерiй гiпер-
циклiчностi?” Оскiльки всi вiдомi “природнi” гiперциклiчнi оператори
задовольняють критерiй гiперциклiчностi, розумно припустити, що вi-
дповiдь має бути позитивною. Проте, у 2008 роцi ця проблема була
розв’язана з негативною вiдповiддю Де Ла Роза та Рiдом (див. [7]).
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Зауваження 1. (1) Нехай маємо послiдовнiсть операторiв {Tn : n ∈
N} i зростаючу послiдовнiсть додатних цiлих чисел (nk). Легко ба-
чити, що якщо {Tn : n ∈ N} задовольняє критерiй унiверсальностi,
тодi {Tnk

: k ∈ N} також задовольняє критерiй унiверсальностi.
Iснування унiверсальних векторiв для {Tnk

: k ∈ N} означає унiвер-
сальнiсть послiдовностi операторiв {Tn : n ∈ N}.

(2) Не зменшуючи загальностi, можемо вважати, що щiльнi пiд-
множини X, Y ⊂ E є пiдпросторами i, що вiдображення Sn є лiнiйни-
ми.

Шапiро [8] сформулював iншу добру в застосуваннi умову, яка вi-
дома як Порiвняльний принцип гiперциклiчностi:

Якщо оператор T : (E, τ) → (E, τ) є таким, що iснує щiльний пiд-
простiр F ↪→ E i топологiя τ ′ на F такi, що T |F : (F, τ ′) → (F, τ ′) є
гiперциклiчним, тодi T є також гiперциклiчним.

Розглянемо тепер умови, при яких тензорнi добутки операторiв є
гiперциклiчними.

Означення 2. Скажемо, що послiдовнiсть операторiв {Tn : n ∈ N}
на E задовольняє критерiй тензорної унiверсальностi, якщо iснують
щiльнi пiдмножини X та Y з E i вiдображення Sn : Y → E, n ∈ N
такi, що

i) {Tnx}∞n=1 є обмеженою для кожного x ∈ X,

ii) {Sny}∞n=1 є обмеженою для кожного y ∈ Y ,

iii) (Tn ◦ Sn)y → y, n → ∞ для всiх y ∈ Y .

Оператор T на E задовольняє критерiй тензорної гiперциклiчностi
вiдносно зростаючої послiдовностi додатних цiлих чисел (nk), якщо
послiдовнiсть iтерацiй {T nk : k ∈ N} задовольняє критерiй тензорної
унiверсальностi.

Зауваження 2. Подiбно до зауваження 1 легко бачити, що якщо
{Tn : n ∈ N} задовольняє критерiй тензорної унiверсальностi i (nk) є
зростаючою послiдовнiстю додатних цiлих чисел, тодi {Tnk

: k ∈ N}
також задовольняє критерiй тензорної унiверсальностi. Також, не
зменшуючи загальностi, ми можемо вважати, що пiдмножини X

та Y фактично є пiдпросторами з E i вiдображення Sn є лiнiйними.
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Повний опис тензорних добуткiв локально опуклих просторiв мож-
на знайти в роботi [9, Роздiл 35]. Для заданої тензорної норми “a”
(див. [9, Роздiл II]) ми маємо вiдповiдну локально опуклу топологiю
на тензорному добутку G ⊗ H двох локально опуклих просторiв G

та H. За властивiстю метричного вiдображення для тензорних норм
отримуємо, що оператор T1 ⊗T2 : G1 ⊗a G2 → H1 ⊗a H2 є неперервним,
якщо T1 : G1 → H1 та T2 : G2 → H2 є неперервними операторами мiж
локально опуклими просторами (див. [9, 35.2]). Простiр з топологiєю
a позначатимемо через G⊗a H, а його поповнення через G⊗̃aH.

Нам знадобиться теорема i наслiдок, якi були сформульованi i до-
веденi Мартiнез-Гiменезом та Перiсом в роботi [10].

Теорема 1. Нехай E та F — сепарабельнi простори Фреше. Якщо
послiдовнiсть операторiв {T 1

n : E → E : n ∈ N} задовольняє критерiй
унiверсальностi та послiдовнiсть операторiв {T 2

n : F → F : n ∈ N}
задовольняє критерiй тензорної унiверсальностi, тодi

{T 1
n⊗̃T 2

n : E⊗̃aF → E⊗̃aF : n ∈ N}

задовольняє критерiй унiверсальностi i тому є унiверсальною для до-
вiльної тензорної норми a.

Наслiдок 1. Нехай E та F — сепарабельнi простори Фреше, опера-
тори T : E → E, R : F → F, такi, що T задовольняє критерiй
гiперциклiчностi i R задовольняє критерiй тензорної гiперциклiчнос-
тi, тодi послiдовнiсть

T ⊗̃R : E⊗̃aF → E⊗̃aF

є гiперциклiчним для довiльної тензорної норми a.

У цiй статтi ми доведемо гiперциклiчнiсть оператора композицiї
на функцiональному гiльбертовому просторi з тензорною структурою.
Нагадаємо, що пiд оператором композицiї ми розумiємо вiдображення
f 7→ f ◦ T, де f — аналiтична функцiя на банаховому просторi E, а T

— деяке аналiтичне вiдображення цього простору в себе.

2 Випадок абстрактного гiльбертового простору

Нехай E — сепарабельний гiльбертiв простiр i E∗ — спряжений простiр
до E. Позначимо через ⊗n

sE симетричний алгебраїчний тензорний сте-
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пiнь простору E. Кожний елемент з ⊗n
sE зображається у виглядi скiн-

ченної суми елементiв

x1 · · ·xn = x1 ⊗s · · · ⊗s xn :=
1

n!

∑
σ∈Sn

xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(n),

де x1, . . . , xn ∈ E, а Sn — група пiдстановок на множинi {1, . . . , n}.
Нехай простiр ⊗n

s,hE буде поповненням ⊗n
sE вiдносно гiльбертової

норми h. Тодi простiр ⊗n
s,hE

∗ є топологiчним пiдпростором простору
(P(En), h) n-однорiдних полiномiв на E з гiльбертовою нормою h.

Позначимо

W =

{
f =

∞∑
n=0

Pn : Pn ∈ ⊗n
s,hE

∗ ∀n ∈ N

}
— поповнення простору скiнченних сум ⊕n(P(En), h) вiдносно деякої
гiльбертової топологiї τh такої, що всi пiдпростори P(En) будуть зам-
кненими в W.

Нехай T : E → E лiнiйний оператор на гiльбертовому просторi E.

Введемо оператор композицiї CT (f) := f ◦ T.

Теорема 2. Нехай E — гiльбертiв простiр, E∗ — сепарабельний спря-
жений простiр i оператор T : E → E такий, що T ∗ : E∗ → E∗

задовольняє критерiй гiперциклiчностi. Тодi, якщо оператор компо-
зицiї

CT : (W, τh) → (W, τh), f 7→ f ◦ T

є неперервним на W, то CT є гiперциклiчним на просторi W.

Доведення. Позначимо

G := {f ∈ W : f(0) = 0, Pn(f) ∈ ⊗n
s,hE

∗, ∀n ∈ N}.

Якщо f ∈ G, тодi Pn(CT (f)) = Pn(f) ◦ T = (T ∗ ⊗ · · · ⊗ T ∗)(Pn(f)) ∈
⊗n

sE
∗, ∀n ∈ N. Розширення ⊗̃n

s,hT
∗ =: T ∗

n з T ∗ ⊗ · · · ⊗ T ∗ до ⊗̃n

s,hE
∗ =

⊗n
sE

∗τh задовольняє критерiй гiперциклiчностi вiдносно послiдовностi
(mk) (незалежно вiд n), тому виконуються умови теореми 1. Отже,
iснують щiльнi пiдпростори Xn, Yn ⊂ ⊗̃n

s,hE
∗ i Sn,mk

: Yn → ⊗̃n

s,hE
∗, k ∈

N такi, що T ∗
n , Xn, Yn i {Sn,mk

}∞k=1 задовольняє критерiй унiверсальнос-
тi, n ∈ N. Визначимо тепер щiльнi пiдпростори простору W

X :=
⋃
n∈N

(⊕n
k=1Xk), Y :=

⋃
n∈N

(⊕n
k=1Yk)
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i вiдображення

Smk
: Y → W, Smk

:= ⊕n∈NSn,mk
, k ∈ N.

Звiдси легко бачити, що CT , X, Y i {Smk
}∞k=1 задовольняє умови крите-

рiю гiперциклiчностi, тому CT є гiперциклiчним на W.

3 Гiльбертiв простiр HηE(E)

Нехай E — гiльбертiв простiр з ортонормованою базою e1, . . . , en, . . . i
скалярним добутком (· | ·). Вектори ek1i1 . . . e

kn
in

, kj ≥ 0, k1+ · · ·+ kn = n,

i1 < . . . < in, породжують лiнiйну базу в ⊗n
sE. Скажемо, що гiльбертiв

простiр F = F(E) з деякою нормою ‖ · ‖η є (абстрактним) симе-
тричним простором Фока над простором E, якщо вектори 1, e

(k)
[i] :=

ek1i1 . . . e
kn
in

утворюють ортогональну базу в F , де n = |(k)| = 1, . . . ,∞,

kj ≥ 0, i1 < · · · < in.

Очевидно, що норма ‖ · ‖η цiлком визначається своїми значеннями
на базових векторах. Отже, за набором

∥∥∥e(k)[i]

∥∥∥
η

довiльних додатних

чисел можна отримати рiзнi симетричнi простори Фока над E. Iншими
словами, F(E) є поповненням простору

C⊕ E ⊕⊗2
sE ⊕ · · · ⊕ ⊗n

sE ⊕ · · ·

вiдносно норми ‖ · ‖η.
Визначимо норму на базових векторах e

(k)
[i] наступним чином∥∥∥e(k)[i]

∥∥∥2

ηE
=

k1! · · · kn!n!
(k1 + · · ·+ kn)!

= k1! · · · kn!.

Нехай (⊗n
sE, ‖ · ‖ηE) — поповнення простору ⊗n

sE по нормi ‖ · ‖ηE .
Позначимо через FηE — `2-суму просторiв ⊗n

sE. Задамо вiдображення
ηE : E → Fη

ηE(x) = 1 + x+
1

2!
x(2) + · · ·+ 1

n!
x(n) + · · · ,

x ∈ E.
Розглянемо функцiї на E, якi визначаються формулою

fw(x) = 〈ηE(x) | w〉, (1)
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для довiльного елемента w ∈ FηE . Можемо стверджувати, що fw(x) є

аналiтичною функцiєю на FηE для кожного w ∈ FηE . Нехай w =
∞∑
n=0

wn,

wn ∈ ⊗n
sE, тодi

Pn(x) = 〈ηE(x) | wn〉 =
1

n!
〈x(n) | wn〉

буде n-однорiдним полiномом на E i ряд

fw(x) =
∞∑
n=0

Pn(x)

буде розкладом функцiї fw у ряд Тейлора. При цьому
∞∑
n=0

‖Pn ‖2 :=
∞∑
n=0

‖wn‖2ηE = ‖w‖ηE < ∞.

Позначимо через HηE(E) простiр аналiтичних функцiй, якi визна-
чаються формулою (1) з нормою ‖fw‖ := ‖w‖ηE . Лiнiйна оболонка
образу вiдображення ηE(x) є щiльною в FηE i тому кожен функцiонал
〈· | w〉 ∈ (FηE)

∗ породжує аналiтичну функцiю з HηE(E) за формулою
(1) (див. [11]). Отже, HηE(E) = (FηE)

∗.

Наступна теорема показує, що кожний неперервний оператор CT на
HηE(E) є композицiєю з T , що має вигляд T (z) = Az+Q, де A : E → E

лiнiйний оператор i Q ∈ E.

Теорема 3. Нехай T : E → E — аналiтичне вiдображення. Якщо
оператор CT неперервний на HηE(E), тодi T (z) = Az+Q, де A : E → E

— лiнiйний оператор, Q ∈ E. Крiм того, ‖ A ‖< 1 i, якщо ‖ Aζ ‖=‖ ζ ‖
для деякого ζ ∈ E, тодi (Aζ | Q) = 0.

Доведення цiєї теореми цiлком аналогiчне доведенню теореми для
гiльбертового простору Фока аналiтичних функцiй на Cn, яке є в ро-
ботi [12].

З теореми 3 випливає, що на просторi HηE(E) немає неперервних
гiперциклiчних операторiв композицiї з лiнiйними операторами. Це та-
кож можна побачити у наступному прикладi.

Приклад 1. Нехай f ∈ HηE(E), x =
∑∞

i=1 xiei ∈ E. Можемо записати

f(x) = 〈ηE(x)|ω〉 =
∞∑
k=0

〈x⊗ · · · ⊗ x︸ ︷︷ ︸
k

|ωk〉,
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де ω =
∑

i1<...<in
αi1...ikei1 ⊗ · · · ⊗ ein , ωk ∈ ⊗k

s,hE, тобто

f(x) =
∞∑
k=0

∑
i1<...<in

αi1...ik(x, ei1)(x, ei2) · · · (x, ein).

Нехай T — оператор зваженого зсуву вправо, тобто T (en) = λen+1,

|λ| > 1, λ ∈ C. Тодi T ∗ є оператором зваженого зсуву влiво, тобто
T ∗(en) = λen−1. Розглянемо оператор композицiї CT :

CT (f)(x) = f(T (x))=
∞∑
k=0

∑
i1<...<in

αi1...ik(T (x), ei1)(T (x), ei2) · · · (T (x), ein) =

=
∞∑
k=0

∑
i1<...<in

αi1...ik(x, T
∗(ei1))(x, T

∗(ei2)) · · · (x, T ∗(ein)) =

=
∞∑
k=0

∑
i1<...<in

αi1...ik(x, λei1−1)(x, λei2−1) · · · (x, λein−1).

Отже, оператор композицiї CT переводить базиснi вектори ei1 · · · ein
у λnei1 · · · ein . Як було зауважено, цей оператор композицiї є розрив-
ним.

Зауваження 3. Якщо поповнити область визначення оператора CT

по нормi графiка, то на цьому щiльному пiдпросторi простору HηE(E)

оператор композицiї CT буде неперервним i гiперциклiчним за теоре-
мою 2.

[1] Aron R., Bès J. Hypercyclic differentiation operators // Contem-
porary Math. – 1999. – 232. – P. 39–46.

[2] Bayart F., Matheron E. Dynamics of linear operators. – New York:
Cambridge Univ. Press, 2009. – 338 p.

[3] Gethner R.M., Shapiro J.H. Universal vectors for operators on spaces
of holomorphic functions // Proc. Amer. Math. Soc. – 1987. – 100,
№ 2. – P. 281–288.

[4] Kitai C. Invariant closed sets for linear operators. – Ph.D. Thesis,
University of Toronto, 1982.



86 А. Загороднюк, З. Можировська

[5] Bès J., Peris A. Hereditarily hypercyclic operators // J. Func. Anal.
– 1999. – 167, № 1. – P. 94–112.

[6] Herrero D.A. Hypercyclic operators and chaos // J. Operator Theory.
– 1992. – 28, № 1. – P. 93–103.

[7] De La Rosa M., Read C.J. A hypercyclic operator whose direct sum
is not hypercyclic // J. Oper. Theory. – 2009. – 62, № 2. – P. 369–380.

[8] Shapiro J. H. Composition operators and classical function theory. –
New York: Springer-Verlag, 1993. – 223 p.

[9] Defant A., Floret K. Tensor norms and operator ideals. – Amsterdam:
North-Holland, 1993. – 567 p.
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In the paper we have considered composition operator on a function

Hilbert spaces. In particular, we have established conditions under which

composition operator is hypercyclic one.




