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У статтi розглянуто багатовимiрний J -дрiб з нерiвнозначними змiнни-
ми, який є узагальненням неперервного J -дробу. Дослiджено збiжнiсть
багатовимiрного J -дробу з нерiвнозначними змiнними з комплексни-
ми частинними чисельниками i знаменниками та дiйсними частинними
чисельниками в деяких областях простору CN .

1 Вступ

Функцiональнi неперервнi дроби (g-дроби, J -дроби, C-дроби) вiдiгра-
ють важливу роль при дослiдженнi голоморфних i мероморфних фун-
кцiй [1, 2, 3, 4]. Серед рiзноманiтних багатовимiрних узагальнень таких
дробiв найбiльш пристосованими до наближення функцiй багатьох змi-
нних є гiллястi ланцюговi дроби [5, 6]. Найпростiшими за структурою
конструкцiями, аналогiчними структурi кратних степеневих рядiв, є
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гiллястi ланцюговi дроби з нерiвнозначними змiнними (ГЛДзНЗ) [5, 7],
а саме,
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, (1)

де i(k) = i1, i2, . . . , ik — мультиiндекс, 1 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1;

i0 = N, N ∈ N; ai(k)(z), bi(k)(z), 1 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 — компле-
кснi функцiї, визначенi на множинi D ⊂ CN ; z = (z1, z2, . . . , zN) ∈ CN .

Одним iз найважливiших питань в аналiтичнiй теорiї неперервних
дробiв та їх багатовимiрних узагальнень є питання збiжностi дробiв.

Нехай

fn(z) =
n

D
k=1

ik−1∑
ik=1

ai(k)(z)

bi(k)(z)

— n-й пiдхiдний дрiб ГЛДзНЗ (1), n ≥ 1.

ГЛДзНЗ (1), елементи якого визначенi на множинi D ⊂ CN , нази-
вається збiжним (рiвномiрно збiжним) в P ⊂ D, якщо послiдовнiсть
його n-х пiдхiдних дробiв {fn(z)} збiгається (рiвномiрно збiгається)
в P . При цьому область P називається областю збiжностi (областю
рiвномiрної збiжностi) ГЛДзНЗ (1).

У данiй роботi дослiджено збiжнiсть (рiвномiрну збiжнiсть) багато-
вимiрного J -дробу з нерiвнозначними змiнними

∞
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, (2)

де i0 = N, N ∈ N, ai(k), bi(k), 1 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 —
комплекснi сталi, причому всi ai(k) 6= 0, z ∈ CN , в деяких областях
простору CN .
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2 Допомiжнi твердження

Iз теореми 2 [8] випливає справедливiсть такого твердження.

Теорема 1. Нехай iснують додатнi сталi α, α < 1, i β, β <
π

2(1 + α)
,

такi, що для всiх можливих мультиiндексiв елементи ГЛДзНЗ

∞
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1
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, (3)

де i0 = N, N ∈ N задовольняють умови

ik−1∑
ik=1

|ci(k)| − Re(ci(k)e
−i(βi(k−1)+βi(k)))

cos βi(k) − pi(k)
≤ 2(1− α)pi(k−1), 1 ≤ ip ≤ ip−1,

1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1,

де βi(k), pi(k) — деякi дiйснi числа такi, що

|βi0 | ≤ β, |βi(k)| ≤ β, 1 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1;

pi0 ≥ 0, 0 ≤ pi(k) ≤ (1− α) cos βi(k), 1 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1.

Тодi
(i) значення всiх пiдхiдних дробiв ГЛДзНЗ (3) скiнченнi й розмi-

щенi у пiвплощинi

V =
{
$ : Re($e−iβi0 ) ≥ 1− pi0

}
;

(ii) iснують скiнченнi границi послiдовностей парних {f2n} i не-
парних {f2n−1} пiдхiдних дробiв ГЛДзНЗ (3);

(iii) ГЛДзНЗ (3) збiгається, якщо виконується умова
∞∑
k=1

(
max
i(k)

|ci(k)|
)−1

= ∞.

В монографiї [5, теорема 2.13, с. 62] доведено справедливiсть на-
ступного твердження.
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Теорема 2. Нехай

F =
{
fn(z), z ∈ D, D ∈ CN , n ≥ 1

}
— послiдовнiсть голоморфних функцiй в областi D, рiвномiрно обме-
жених всерединi цiєї областi.

Якщо послiдовнiсть {fn(z)} збiгається у кожнiй точцi множини
O ⊂ D, яка є 2N-вимiрним околом, N-вимiрним дiйсним околом або
N-вимiрним комплексним околом точки z0 ∈ D, то {fn(z)} збiгаєть-
ся рiвномiрно на кожнiй компактнiй пiдмножинi множини D до го-
ломорфної функцiї в D.

3 Основнi результати

Нехай

gn(z) =
n

D
k=1

ik−1∑
ik=1

−a2i(k)
bi(k) + zik

— n-й пiдхiдний дрiб багатовимiрного J -дробу з нерiвнозначними змiн-
ними (2), n ≥ 1.

Теорема 3. Нехай для ГЛДзНЗ (2) виконуються такi умови:
(а) bi(k) = idi(k), di(k) ≥ 0, 1 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1, i0 = N ;

(б) ai(k) — ненульовi комплекснi сталi, що задовольняють нерiв-
ностi

ik−1∑
ik=1

(Im ai(k))
2

lik(1− gi(k))
≤(1− δ)lik−1

gi(k−1), 1 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1, (4)

де 0 < δ < 1, li0 = 1, lik , 1 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1 — деякi додатнi
числа, а {gi(k)} — послiдовнiсть дiйсних чисел таких, що

gi0 ≥ 0, 0 ≤ gi(k) ≤ 1− δ, 1 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1. (5)

Тодi
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(i) послiдовностi парних {g2n(z)} i непарних {g2n−1(z)} пiдхiдних
дробiв ГЛДзНЗ (2) збiгаються до голоморфних функцiй в областi

P(l1, l2, . . . , lN , d, δ) =

=

{
z : |d− izn| >

ln

cos
(
arg(d− izn)

) ,
| arg(d− izn)| <

π

2(1 + δ)
, 1 ≤ n ≤ N

}
, (6)

де d = inf
i(k)

di(k), причому збiжнiсть буде рiвномiрною на кожнiй ком-

пактнiй пiдмножинi областi P(l1, l2, . . . , lN , d, δ);

(ii) ГЛДзНЗ (2) збiгається до функцiї, голоморфної в P(l1, l2, . . . , lN ,

d, δ), якщо
∞∑
k=1

(
max
i(k)

|ai(k)|2

lik−1
lik

)−1

= ∞.

Доведення. Еквiвалентними перетвореннями багатовимiрний J -дрiб
з нерiвнозначними змiнними (2) зведемо до вигляду

i
n

D
k=1

ik−1∑
ik=1

ci(k)(z)

1
, (7)

де

ci(1)(z) =
a2i(1)

di(1) − izi1
, 1 ≤ i1 ≤ N,

ci(k)(z) =
a2i(k)

(di(k−1) − izik−1
)(di(k) − izik)

, 1 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 2.

Покладемо ri0 = di0 = 1, αi0 = zi0 = 0, pi0 = gi0 ≥ 0 i

1

di(k) − izik
= ri(k)e

iαi(k) , pi(k) = gi(k) cosαi(k), 1 ≤ ip ≤ ip−1,

1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1.
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Тодi для будь-якого мультиiндексу i(k), 1 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤
k, k ≥ 1, iз умов (4) отримуємо

ik−1∑
ik=1

∣∣∣∣∣ a2i(k)
(di(k−1) − izik−1

)(di(k) − izik)

∣∣∣∣∣− Re
a2i(k)e

−i(αi(k−1)+αi(k))

(di(k−1) − izik−1
)(di(k) − izik)

ri(k)lik(1− gi(k))
≤

≤ 2(1− δ)ri(k−1)lik−1
gi(k−1)

або
ik−1∑
ik=1

|ci(k)(z)| − Re(ci(k)(z)e
−i(αi(k−1)+αi(k)))

ri(k)lik
cosαi(k)

(cosαi(k) − pi(k))

≤ 2(1− δ)
ri(k−1)lik−1

cosαi(k−1)

pi(k−1). (8)

На пiдставi умов (5) маємо

0 ≤ pi(k) ≤ (1− δ) cosαi(k), (9)

де 1 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1. Тому для кожного z ∈ P(l1, l2, . . . , lN ,

d, δ) i для будь-якого мультиндексу i(k), 1 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥
1, отримуємо

ri(k)lik =
lik

|di(k) − izik |
≤ lik

|d− izik |
< cos

(
arg(d− izik)

)
≤ cosαi(k). (10)

Використовуючи спiввiдношення (9) i (10), нерiвнiсть (8) запишемо
у виглядi

ik−1∑
ik=1

|ci(k)(z)| − Re(ci(k)(z)e
−i(αi(k−1)+αi(k)))

cosαi(k) − pi(k)
≤ 2(1− δ)pi(k−1).

Отже, компоненти ГЛДзНЗ (2) задовольняють умови теореми 1
тодi i лише тодi, коли z ∈ P(l1, l2, . . . , lN , d, δ).

Iз твердження (ii) теореми 1 випливає, що послiдовностi парних i
непарних пiдхiдних дробiв ГЛДзНЗ (2) збiгаються до скiнченних зна-
чень для всiх z ∈ P(l1, l2, . . . , lN , d, δ) i, крiм того, iз твердження (i) цiєї
теореми заключаємо, що значення всiх ГЛДзНЗ

Q
(n)
i(1)(z) = 1 +

n

D
k=2

ik−1∑
ik=1

ci(k)(z)

1
, 1 ≤ i1 ≤ N, n ≥ 2,
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розмiщенi у вiдповiдних пiвплощинах

Vi(1)(αi(1), pi(1)) = {w : Re(we−iαi(1)) ≥ 1− pi(1)}, 1 ≤ i1 ≤ N.

Iз нерiвностей (9) випливає, що в областi P(l1, l2, . . . , lN , d, δ) всi

Q
(n)
i(1)(z) 6= 0.

Очевидно, що

gn(z) = i
N∑

ik=1

ci(k)(z)

Q
(n)
i(1)(z)

, n ≥ 1,

— голоморфнi функцiї в областi (6). Нехай C = max1≤i1≤N

|a2
i(1)

|
li1

.

Оскiльки

|αi(1)| ≤ | arg(d− izi1)| <
π

2(1 + δ)
, 1 ≤ i1 ≤ N,

то з умов (9) i (10) маємо

|gn(z)| =

∣∣∣∣∣
N∑

i1=1

ci(k)(z)

Q
(n)
i(1)(z)

∣∣∣∣∣ ≤
N∑

i1=1

|a2i(1)|
(1− pi(k))|di(1) − izi1 |

≤ CN

δ
= M,

тобто послiдовнiсть {gn(z)} рiвномiрно обмежена всерединi областi
P(l1, l2, . . . , lN , d, δ). Iз теореми 2 випливає, що послiдовностi парних
i непарних пiдхiдних дробiв ГЛДзНЗ (2) рiвномiрно збiгаються до
голоморфних функцiй на кожнiй компактнiй пiдмножинi областi (6).
Твердження (ii) отримуємо iз твердження (iii) теорем 1 i 2.

Наступна теорема стосується областi збiжностi багатовимiрного J -
дробу з нерiвнозначними змiнними з дiйсними частинними чисельни-
ками.

Теорема 4. Нехай ГЛДзНЗ (2) такий, що

bi(k) = idi(k), di(k) ≥ 0, 1 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1, i0 = N,

а всi ai(k) — додатнi дiйснi сталi.
Тодi
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(i) послiдовностi парних {g2n(z)} i непарних {g2n−1(z)} пiдхiдних
дробiв ГЛДзНЗ (2) збiгаються до голоморфних функцiй в областi

R(d, δ) =

{
z : | arg(d− izn)| <

π

2(1 + δ)
, 1 ≤ n ≤ N

}
,

де d = inf
i(k)

di(k), δ, 0 < δ < 1, — деяка стала, причому збiжнiсть буде

рiвномiрною на кожнiй компактнiй пiдмножинi областi R(d, δ);

(ii) ГЛДзНЗ (2) збiгається до функцiї, голоморфної в R(d, δ), якщо
iснує дiйсна стала M > 0, така, що |d− izn| ≥ M, 1 ≤ n ≤ N, i, крiм
того,

∞∑
k=1

(
max
i(k)

a2i(k)

)−1

= ∞.

Доведення. Якщо всi ai(k) > 0, то умови (4) справджуються при ко-
жному ln > 0, 1 ≤ n ≤ N.

Нехай K — довiльна компактна пiдмножина областi R(d, δ). Тодi
вiрнi такi включення:

K ⊂ P(l1, l2, . . . , lN , d, δ) ⊂ R(d, δ)

для деяких досить малих ln, 1 ≤ n ≤ N. Тому теорема 4 є наслiдком
теореми 3.

4 Висновки

Дослiджено областi збiжностi для багатовимiрних J -дробiв, вiдмiннi
вiд вiдомих ранiше. Залишається вiдкритим питання оцiнки швидкостi
збiжностi таких дробiв в областях їх збiжностi (рiвномiрної збiжностi).
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In this paper we consider the multidimensional J -fraction with inde-

pendent variables which is the generalization of the continued J -fraction.

We investigate the convergence of the multidimensional J -fraction with

the complex partial numerators and denominators and the real partial nu-

merators in the some regions of the space is studied.




