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Для скiнченних наборiв замкнених операторiв на тензорних добутках
банахових просторiв описано простори цiлих векторiв експоненцiаль-
ного типу. Побудовано спектральнi розклади для операторiв з дискре-
тним спектором. Наведено застосування в теорiї регулярних елiпти-
чних операторiв.

1 Вступ

Коло проблем, де використовується технiка векторiв експоненцiаль-
ного типу, охоплює значну частину спектральної теорiї операторiв над
банаховими просторами та її застосувань. У цьому зв’язку можна вiд-
значити працi [1, 2], присвяченi розв’язанню проблеми наближення
елементiв банахового простору рiзними класами гладких векторiв зам-
кненого оператора, у тому числi векторами експоненцiального типу.
Застосування до згаданої проблеми поняття квазiнормованого абстра-
ктного простору Бєсова наведено у працi [3].

Для замкнених операторiв у банахових просторах побудовано фун-
кцiональне числення на ультрагладких векторах в класi голоморфних
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функцiй [4]. Це числення розширено на алгебру символiв, яка є проек-
тивною границею банахових скiнченновимiрних алгебр [5].

У данiй статтi побудовано спектральнi розклади для операторiв з
дискретним спектором на тензорних добутках банахових просторiв,
а також показано застосування отриманих результатiв на прикладi
регулярних елiптичних операторiв в обмежених областях. Для таких
операторiв пiдпростори векторiв експоненцiального типу складаються
з цiлих аналiтичних функцiй експоненцiального типу, якi задоволь-
няють певнi крайовi умови.

2 Тензорнi добутки просторiв векторiв експоненцi-
ального типу

Нехай
{
Xj, ‖.‖Xj

}J

j=1
— скiнченний набiр банахових просторiв над по-

лем комплексних чисел C, ⊗jXj ≡ X1⊗. . .⊗XJ — їх тензорний добуток,
на якому задаємо проективну норму

‖w‖⊗jXj
= inf

w=
∑

n ⊗jx
j
n

N∑
n=1

‖x1
n‖X1 · . . . · ‖xJ

n‖XJ
,

де inf береться за всiма зображеннями елемента w ∈ ⊗jXj у виглядi
суми w =

∑N
n=1 ⊗jx

j
n iз скiнченним N, xj

n ∈ Xj i ⊗jx
j
n ≡ x1

n ⊗ . . .⊗ xJ
n ∈

⊗jXj. Поповнення простору ⊗jXj у проективнiй нормi позначимо через
⊗̃jXj ≡ X1⊗̃ . . . ⊗̃XJ .

На просторi Xj, j = 1, . . . , J, розглядаємо необмежений замкнений
лiнiйний оператор Aj : D(Aj) ⊂ Xj → Xj iз щiльною областю визна-
чення D(Aj).

Слiдуючи [6], для будь-якого числа ν > 0 визначимо банахiв простiр
цiлих векторiв експоненцiального типу оператора Aj

Eν(Aj) ≡

{
x ∈ D(Aj) : ‖x‖Eν(Aj) =

∞∑
k=0

‖Ak
jx‖Xj

νk
< ∞

}
i побудуємо тензорний добуток ⊗jEν(Aj) ≡ Eν(A1) ⊗ . . . ⊗ Eν(AJ) iз
проективною нормою

‖w‖⊗jEν(Aj) = inf
w=

∑
n ⊗jx

j
n

N∑
n=1

‖x1
n‖Eν(A1) · . . . · ‖xJ

n‖Eν(AJ ).
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Поповнення простору ⊗jEν(Aj) в цiй нормi позначаємо через ⊗̃jEν(Aj).

Кожному оператору Aj над простором ⊗̃jXj поставимо у вiдпо-
вiднiсть оператор

Aj ≡ I1 ⊗ . . .⊗ Aj ⊗ . . .⊗ IJ ,

де Ij — одиничний оператор в Xj. Оператор Aj з областю визначення

D(Aj) ≡
{ ∞∑

n=1

⊗ix
i
n ∈ ⊗̃iXi : xj

n ∈ D(Aj), xi
n ∈ Xi при i 6= j

}
замкнений в ⊗̃jXj. Розглянемо композицiю операторiв A1 ◦ . . . ◦ AJ ≡
A1 ⊗ . . .⊗AJ з областю визначення

⋂J
j=1 D(Aj), що є щiльною в ⊗̃jXj.

Для будь-якого ν > 0 визначений замкнений пiдпростiр

Eν(A1 ◦ . . . ◦ AJ) ≡

{
w ∈

J⋂
j=1

D(Aj) : ‖w‖Eν(A1◦...◦AJ ) < ∞

}
з нормою

‖w‖Eν(A1◦...◦AJ ) =
∞∑

k1,...,kJ=1

∥∥∥[(A1

ν

)k1
⊗ . . .⊗

(AJ

ν

)kJ
]
w
∥∥∥
⊗jXj

.

Лема 1. Для будь-якого числа ν > 0 справедливий топологiчний iзо-
морфiзм

Eν(A1 ◦ . . . ◦ AJ) ' ⊗̃jEν(Aj). (1)

Доведення. Справдi, для будь-якого w ∈
J⋂

j=1

D(Aj) безпосередньою

перевiркою отримуємо
∞∑

k1,...,kJ=1

∥∥∥[(A1

ν

)k1
⊗ . . .⊗

(AJ

ν

)kJ
]
w
∥∥∥
⊗jXj

=

=
∞∑

k1,...,kJ=1

inf
w=

∑
n ⊗jx

j
n

[ N∑
n=1

∥∥∥(A1

ν

)k1
x1
n

∥∥∥
X1

· . . . ·
∥∥∥(AJ

ν

)kJ
xJ
n

∥∥∥
XJ

]
=

= inf
w=

∑
n ⊗jx

j
n

N∑
n=1

‖x1
n‖Eν(A1) · . . . · ‖xJ

n‖Eν(AJ ) = ‖w‖⊗jEν(Aj),

що i доводить (1).
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Лема 2. Для будь-яких 0 ≤ ν ≤ γ i w ∈ Eν(A1 ◦ . . . ◦ AJ) справедливi
вкладення

Eν(A1 ◦ . . . ◦ AJ) ⊂ Eγ(A1 ◦ . . . ◦ AJ) ⊂ ⊗̃jXj. (2)

Доведення. Перше iз вкладень (2) випливає з нерiвностi

∞∑
n=1

‖x1
n‖Eν(A1) · . . . · ‖xJ

n‖Eν(AJ ) ≤
∞∑
n=1

‖x1
n‖Eγ(A1) · . . . · ‖xJ

n‖Eγ(AJ ).

В силу нерiвностi

∞∑
n=1

‖x1
n‖X1 · . . . · ‖xJ

n‖XJ
≤

∞∑
n=1

‖x1
n‖Eγ(A1) · . . . · ‖xJ

n‖Eγ(AJ ) < ∞

ряд
∑∞

n=1 ⊗jx
j
n абсолютно збiжний в просторi ⊗̃jXj. Оскiльки простiр

⊗̃jXj повний, то
∑∞

n=1 ⊗jx
j
n = w ∈ ⊗̃jXj, звiдки отримуємо друге вкла-

дення в (2).

На основi вкладень (2) визначимо локально опуклу iндуктивну гра-
ницю E(A1 ◦ . . .◦AJ) ≡

⋃
ν>0 Eν(A1 ◦ . . .◦AJ) = lim ind

ν→∞
Eν(A1 ◦ . . .◦AJ).

Для кожного оператора Aj визначимо локально опуклу iндуктив-
ну границю E(Aj) ≡

⋃
ν>0 Eν(Aj) = lim ind

ν→∞
Eν(Aj), яка є повним ло-

кально опуклим простором типу (DF), неперервно вкладеним в Xj [4].
Побудуємо тензорний добуток ⊗jE(Aj) ≡ E(A1) ⊗ . . . ⊗ E(AJ) з прое-
ктивною локально опуклою топологiєю. Поповнення простору ⊗jE(Aj)

в цiй топологiї позначимо ⊗̃jE(Aj). З урахуванням властивостей про-
сторiв типу (DF) [7], справедливий топологiчний iзоморфiзм просторiв
⊗̃jE(Aj) ' lim ind

ν→∞
⊗̃jEν(Aj). Звiдси i з рiвностi (1) маємо

E(A1 ◦ . . . ◦ AJ) ' ⊗̃jE(Aj) ' lim ind
ν→∞

⊗̃jEν(Aj). (3)

3 Спектральний розклад

Перейдемо до побудови спектральних розкладiв операторiв з дискрет-
ним спектором над тензорними добутками банахових просторiв.
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Нехай спектр σ(Aj) оператора Aj над простором Xj складається
iз iзольованих власних значень {λjk}∞k=1 скiнченної алгебраїчної крат-
ностi, причому lim

k→∞
λjk = ∞. Позначимо через Rk(Aj) кореневий пiд-

простiр оператора Aj, що вiдповiдає власному значенню λjk.

Нехай {Eν(n)(Aj)} — послiдовнiсть просторiв, що вiдповiдає неспад-
нiй послiдовностi додатних чисел {ν(n)}n∈Z+ , такiй, що lim

n→∞
ν(n) = ∞

i E(Aj) =
⋃

ν(n)>0 Eν(n)(Aj). Розглянемо також послiдовнiсть просторiв
{Eν(n)(A1 ◦ . . . ◦ AJ)} i визначимо простiр рядiв вигляду

l1[Eν(n)(A1 ◦ . . . ◦ AJ); ⊗̃jXj] ≡
{
w =

∞∑
n=1

wn ∈ ⊗̃jXj : wn ∈

∈ Eν(n)(A1 ◦ . . . ◦ AJ),
∞∑
n=1

‖wn‖Eν(n)(A1◦...◦AJ )
< ∞

}
з нормою ‖w‖l1 = inf

w=
∑

n wn

∑∞
n=1 ‖wn‖Eν(n)(A1◦...◦AJ )

.

Теорема 1. Нехай для кожного j = 1, . . . , J пiдпростiр E(Aj) є щiль-
ним в Xj. Тодi реалiзуються iзометричнi iзоморфiзми

⊗̃jXj ' l1[Eν(n)(A1 ◦ . . . ◦ AJ); ⊗̃jXj], (4)

⊗̃jXj '
{
w =

∞∑
n=1

wn : wn ∈ ⊗̃j span
{
Rk(Aj) : |λjk| < ν(n)

}
,

∞∑
n=1

‖wn‖Eν(n)(A1◦...◦AJ )
< ∞

}
. (5)

Доведення. Оскiльки ‖w‖⊗jXj
≤‖w‖l1 , w ∈ l1[Eν(n)(A1◦. . .◦AJ); ⊗̃jXj],

то справедливе вкладення

l1[Eν(n)(A1 ◦ . . . ◦ AJ); ⊗̃jXj] ⊂ ⊗̃jXj. (6)

Користуючись теоремою 6.4 [8], виберемо деяке зображення еле-
мента w у виглядi абсолютно збiжного ряду w =

∑∞
k=1 ⊗jx

j
k i покла-

демо

|w|n =
∞∑
k=1

‖x1
k‖Eν(n)(A1) · . . . · ‖x

J
k‖Eν(n)(AJ )

.
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З означення норми простору Eν(n)(Aj) випливає, що для всiх x ∈
Eν(n)(Aj) виконується рiвнiсть lim

n→∞
‖x‖Eν(n)(Aj) = ‖x‖Xj

. Тому

lim
n→∞

|w|n = lim
n→∞

∑∞
k=1 ‖x1

k‖Eν(n)(A1) · . . . · ‖x
J
k‖Eν(n)(AJ )

=

=
∑∞

k=1 ‖x1
k‖X1 · . . . · ‖xJ

k‖XJ
.

Беручи inf по всiх зображеннях елемента w, отримуємо

inf lim
n→∞

|w|n = ‖w‖⊗jXj
.

Оскiльки lim
n→∞

inf |w|n = lim
n→∞

‖w‖⊗jEν(n)(Aj), то, в силу рiвностi (1), має-
мо

‖w‖⊗jXj
= lim

n→∞
‖w‖Eν(n)(A1◦...◦AJ )

, w ∈ E(A1 ◦ . . . ◦ AJ). (7)

Для всiх w ∈ Eν(n)(A1 ◦ . . . ◦ AJ) i µ ≥ ν(n) виконується нерiвнiсть
‖w‖l1 ≤ ‖w‖Eµ(A1◦...◦AJ ). Звiдси, використовуючи (7), отримуємо ‖w‖l1 ≤
‖w‖⊗jXj

для всiх w ∈ E(A1 ◦ . . . ◦AJ). Таким чином, справедливе вкла-
дення E(A1 ◦ . . . ◦ AJ) ⊂ l1[Eν(n)(A1 ◦ . . . ◦ AJ); ⊗̃jXj].

З рiвностi E(A1 ◦ . . . ◦AJ) = ⊗̃j

⋃
ν(n)>0 Eν(n)(Aj) та умови щiльностi

E(Aj) = Xj випливає рiвнiсть E(A1 ◦ . . . ◦ AJ) = ⊗̃jXj. Тому

⊗̃jXj ⊂ l1[Eν(n)(A1 ◦ . . . ◦ AJ); ⊗̃jXj]. (8)

Вкладення (8) i (6) дають (4).
Згiдно з теоремою 2.2 [5], виконується рiвнiсть

Eν(n)(Aj) = span
{
Rk(Aj) : |λjk| < ν(n)

}
.

Звiдси i з леми 1 маємо

Eν(n)(A1 ◦ . . . ◦ AJ) ' ⊗̃j span
{
Rk(Aj) : |λjk| < ν(n)

}
. (9)

Iзометрiя (5) безпосередньо випливає з (4) i (9).
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4 Регулярно елiптичний оператор

Нехай Ω — обмежена область класу C∞ в Rn з границею ∂Ω i
{Lρj(Ω)}Jj=1, 1 < ρj < ∞ — скiнченний набiр просторiв комплексних
сумовних функцiй u(x) = u(x1, . . . , xn) зi звичайними нормами

‖u(x)‖Lρj (Ω) =
(∫

Ω

|u(x)|ρjdx
)1/ρj

.

У просторi Lρj(Ω) розглядаємо регулярно елiптичний набiр операторiв
(див. означення 5.2.1/4 з [9])

(Aju)(x) =
∑

|αj |≤2m

aαj
(x)Dαju(x) , aαj

(x) ∈ C∞(Ω),

(Bjiu)(x) =
∑

|αj |≤mi

bi,αj
(x)Dαju(x) , bi,αj

(x) ∈ C∞(∂Ω), i = 1, . . . ,m.

Оператор Aj з областю визначення

D(Aj) =
{
u ∈ W 2m

ρj
(Ω) : Bjiu|∂Ω = 0, i = 1, . . . ,m

}
є замкненим оператором в Lρj(Ω) [9, 5.4.3]. У припущеннi, що ρ(Aj) 6=
{∅}, спектр σ(Aj) = {λjk}∞k=1 оператора Aj складається iз iзольова-
них власних значень λjk скiнченної алгебраїчної кратностi, причому
lim
k→∞

λjk = ∞.

Теорема 2. Справедливий топологiчний iзоморфiзм просторiв

E(A1 ◦ . . . ◦ AJ) ' lim ind
ν→∞

⊗̃jEν(Aj, Bji), (10)

де Eν(Aj, Bji) =
{
u ∈ C∞(Ω) :

∞∑
k=0

‖Ak
ju‖Lρj (Ω)

νk
< ∞, BjiA

k
ju|∂Ω =

0, i = 1, . . . ,m
}
.

Доведення. Згiдно з теоремою 2 [10], для кожного набору операторiв
Aj, Bji виконується така рiвнiсть

E(Aj) = lim ind
ν→∞

Eν(Aj, Bji). (11)

З рiвностей (11) i (3) безпосередньо отримуємо топологiчний iзомор-
фiзм (10).
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Надалi припустимо, що aαj
(x) ≡ aαj

, тобто, коефiцiєнти операто-
ра Aj є сталими. Через Exp (Lρj(Ω)) позначимо простiр цiлих фун-
кцiй експоненцiального типу, звуження яких на Ω належить простору
Lρj(Ω).

Теорема 3. Нехай для кожного j = 1, . . . , J пiдпростiр E(Aj) є щiль-
ним в Lρj(Ω). Тодi

⊗̃jLρj(Ω) '
{
w =

∞∑
n=1

wn : wn ∈ ⊗̃jExp Aj ,Bji
(Lρj(Ω)),

∞∑
n=1

‖wn‖Eν(n)(A1◦...◦AJ )
< ∞

}
, (12)

де ExpAj ,Bji
(Lρj(Ω)) =

{
u ∈ Exp (Lρj(Ω)) : BjiA

k
ju|∂Ω = 0, i = 1, . . . ,m,

k = 0, 1, . . .
}
.

Доведення. Згiдно з теоремою 3 [10], E(Aj) =
⋃

ν(n)>0 Eν(n)(Aj) =

Exp Aj ,Bji
(Lρj(Ω)) для кожного j = 1, . . . , J . Звiдси i з рiвностi (3) ма-

ємо

⊗̃jExp Aj ,Bji
(Lρj(Ω)) ' lim ind

ν→∞
Eν(A1 ◦ . . . ◦ AJ). (13)

Рiвнiсть (12) випливає iз рiвностi (4) з урахуванням (13).
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