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Побудовано розвинення вiдношень гiпергеометричних функцiй
Лаурiчелли-Сарана FS(a1, a2, b1, b2, b3; c; z1, z2, z3) у гiллястi ланцю-
говi дроби. Дослiджено збiжнiсть одержаних гiллястих ланцюгових
дробiв в областi {(z1, z2, z3) ∈ C3 : |zi| + Re zi < 1, i = 1, 3} у випадку
дiйсних параметрiв функцiї FS .

Функцiя Лаурiчелли-Сарана FS є одним iз узагальнень гiпергеомет-
ричної функцiї Ґауса 2F1 для трьох змiнних та узагальненням функцiй
Аппеля F1 та F3. У данiй роботi пропонується алгоритм розвинення
вiдношень гiпергеометричних функцiй Лаурiчелли-Сарана

FS(a1, a2, b1, b2, b3; c; z1, z2, z3)

FS(a1 + δ1j , a2 + δ2j + δ3j , b1 + δ1j , b2 + δ2j , b3 + δ3j ; c+ 1; z1, z2, z3)
, (1)
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Ключовi слова i фрази: гiллястi ланцюговi дроби, гiпергеометричнi функцiї
Лаурiчелли-Сарана, аналiтичне продовження
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j = 1, 2, 3, δij — символ Кронекера, у гiллястi ланцюговi дроби (ГЛД).
За певних умов, накладених на параметри функцiї FS, доведено збiж-
нiсть одержаних ГЛД до функцiй, що є аналiтичним продовженням
вiдношень функцiй Лаурiчелли-Сарана (1) з деякого околу початку
координат в область

{(z1, z2, z3) ∈ C3 : |zi|+Re zi < 1, i = 1, 3}.

1 Означення функцiї FS. Рекурентнi спiввiдношен-
ня

Гiпергеометрична функцiя Лаурiчелли FS означується кратним степе-
невим рядом [1]:

FS(a1, a2, b1, b2, b3; c; z̄) =

=
∞∑

m,n,p=0

(a1)m(a2)n+p(b1)m(b2)n(b3)p
(c)m+n+p

zm1 zn2 z
p
3

m!n!p!
, (2)

де параметри a1, a2, b1, b2, b3, c — комплекснi сталi, причому c 6= 0,−1,

−2, ..., z̄ = (z1, z2, z3), z1, z2, z3 — комплекснi змiннi;
(α)k — символ Похгамера: (α)0 = 1, (α)k = α(α + 1)...(α + k − 1),
k = 1, 2, . . . .

Зауважимо, що

FS(a1, a2, b1, b2, b3; c; 0, z2, z3) = F1(a2, b2, b3; c; z2, z3),

FS(a1, a2, b1, b2, b3; c; z1, 0, z3) = F3(a1, a2, b1, b3; c; z1, z3),

FS(a1, a2, b1, b2, b3; c; z1, z2, 0) = F3(a1, a2, b1, b2; c; z1, z2),

тобто функцiя FS є узагальненням гiпергеометричних функцiй Аппеля
F1 та F3.

Областю збiжностi ряду (2) є одиничний полiкруг

D =
{
z̄ = (z1, z2, z3) ∈ C3 : |zi| < 1, i = 1, 3

}
.
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Твердження 1.1. Гiпергеометричнi функцiї Лаурiчелли-Сарана за-
довольняють наступнi рекурентнi спiввiдношення:

FS(a1, a2, b̄; c; z̄) =

=

(
1− a1 + b1 + 1

c
z1

)
FS(a1 + 1, a2, b̄+ ē1; c+ 1; z̄) +

+
(a1 + 1) (b1 + 1)

c (c+ 1)
z1(1− z1)FS(a1 + 2, a2, b̄+ 2ē1; c+ 2; z̄) +

+
a2b2

c(c+ 1)
z2FS(a1 + 1, a2 + 1, b̄+ ē1 + ē2; c+ 2; z̄) +

+
a2b3

c (c+ 1)
z3FS(a1 + 1, a2 + 1, b̄+ ē1 + ē3; c+ 2; z̄), (3)

FS(a1, a2, b̄; c; z̄) =

=

(
1− a2

c
zj −

3∑
k=2

bk + δjk
c

zk

)
FS(a1, a2 + 1, b̄+ ēj; c+ 1; z̄) +

+
3∑

k=2

(a2 + 1)(bk + δjk)

c(c+ 1)
zk(1− zk)FS(a1, a2 + 2, b̄+ ēj + ēk; c+ 2; z̄) +

+
a1b1

c (c+ 1)
z1FS(a1 + 1, a2 + 1, b̄+ ē1 + ēj; c+ 2; z̄), j = 2, 3, (4)

де b̄ = (b1, b2, b3), ēj = (δ1j , δ
2
j , δ

3
j ), j = 1, 2, 3.

Правильнiсть формальних рiвностей (3)–(4) можна перевiрити, ви-
ходячи з означення (2) функцiї FS.

2 Побудова розвинень вiдношень гiпергеометрич-
них функцiй Лаурiчелли-Сарана FS у гiллястi
ланцюговi дроби

Позначимо

X1(a1, a2, b̄; c; z̄) =
FS(a1, a2, b̄; c; z̄)

FS(a1 + 1, a2, b̄+ ē1; c+ 1; z̄)
,
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Xj(a1, a2, b̄; c; z̄) =
FS(a1, a2, b̄; c; z̄)

FS(a1, a2 + 1, b̄+ ēj; c+ 1; z̄)
, j = 2, 3.

Почленно подiливши рiвнiсть (3) на FS(a1 + 1, a2, b̄ + ē1; c + 1; z̄), а
рiвнiсть (4) вiдповiдно на FS(a1, a2+1, b̄+ēj; c+1; z̄), j = 2, 3, одержимо:

X1(a1, a2, b̄; c; z̄) = 1− a1 + b1 + 1

c
z1 +

+
(a1 + 1) (b1 + 1)

c (c+ 1)
z1 (1− z1)

1

X1(a1 + 1, a2, b̄+ ē1; c+ 1; z̄)
+

+
3∑

k=2

a2bk
c (c+ 1)

zk
1

Xk(a1 + 1, a2, b̄+ ē1; c+ 1; z̄)
, (5)

Xj

(
a1, a2, b̄; c; z̄

)
= 1− a2

c
zj −

3∑
k=2

bk + δjk
c

zk +

+
3∑

k=2

(a2 + 1)(bk + δjk)

c(c+ 1)
zk(1− zk)

1

Xk(a1, a2 + 1, b̄+ ēj; c+ 1; z̄)
+

+
a1b1

c (c+ 1)
z1

1

X1(a1, a2 + 1, b̄+ ēj; c+ 1; z̄)
, j = 2, 3. (6)

Використовуючи формули (5)–(6), одержимо рекурентне спiввiдно-
шення для Xj(a1, a2, b̄, c, z̄), j = 1, 2, 3:

Xj(a1, a2, b̄, c, z̄) = 1−
a2−δ1j

c
zj −

3−2δ1j∑
k=2−δ1j

bk + δjk
c

zk +

+
3∑

k=1

(bk + δjk)(a2−δ1k
+ δjk + δ5−j

k )zk(1− (δjk + δ5−j
k )zk)

c(c+ 1)Xk(a1 + δ1j , a2 + δ2j + δ3j , b̄+ ēj; c+ 1; z̄)
. (7)

Послiдовно вкладаючи вираз Xk з вiдповiдними параметрами у
спiввiдношення (7), отримаємо розвинення функцiй

Xj(a1, a2, b̄; c; z̄), j = 1, 2, 3,
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у скiнченнi гiллястi ланцюговi дроби вигляду:

Xj(a1, a2, b̄, c, z̄) =

= b0(z̄) +
3∑

i1=1

ai(1)(z̄)

bi(1)(z̄)
+...+

3∑
in=1

ai(n)(z̄)

bi(n)(z̄)
+

3∑
in+1=1

ai(n+1)(z̄)

Pi(n+1)(z̄)
, (8)

де

Pi(n+1)(z̄) =

= Xin+1

(
a1 + pi(n)1, a2 +

3∑
j=2

pi(n)j, b̄+
n∑

p=0

ēip , c+ n+ 1, z̄

)
, (9)

а їх коефiцiєнти обчислюються за формулами

b0(z̄) =



1− a1 + b1 + 1

c
z1, якщо j = 1;

1− a2 + b2 + 1

c
z2 −

b3
c
z3, якщо j = 2;

1− b2
c
z2 −

a2 + b3 + 1

c
z3, якщо j = 3;

(10)

ai(k+1)(z̄) =



(a1 + pi(k)1)(b1 + pi(k)1)

(c+ k)(c+ k + 1)
z1(1− z1δ

1
ik
),

якщо ik+1 = 1;

(a2 + pi(k)2 + pi(k)3)(b2 + pi(k)2)

(c+ k)(c+ k + 1)
z2(1− z2δ

2,3
ik
),

якщо ik+1 = 2;

(a2 + pi(k)2 + pi(k)3)(b3 + pi(k)3)

(c+ k)(c+ k + 1)
z3(1− z3δ

2,3
ik
),

якщо ik+1 = 3;

(11)
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де k = 0, 1, . . . , n, та

bi(k+1)(z̄) =



1−
a1 + b1 + 2pi(k)1 + 1

c+ k + 1
z1,

якщо ik+1 = 1;

1−
a2 + b2 + 2pi(k)2 + pi(k)3 + 1

c+ k + 1
z2 −

b3 + pi(k)3
c+ k + 1

z3,

якщо ik+1 = 2;

1−
b2 + pi(k)2
c+ k + 1

z2 −
a2 + pi(k)2 + b3 + 2pi(k)3 + 1

c+ k + 1
z3,

якщо ik+1 = 3;

(12)

де k = 0, 1, . . . , n− 1,
i(0) = i0 = j, j = 1, 2, 3, i(l) = i1i2 . . . il — мультиiндекс, is = 1, 3, s = 1, l,

l = 1, n+ 1, pi(k) =
k−1∑
m=0

δimik , δ2,3j = 1− δ1j .

Спрямовуючи n до нескiнченностi, одержимо формальне розвине-
ння вiдношень (1) функцiй FS у ГЛД вигляду

b0(z̄) +
∞

D
k=1

3∑
ik=1

ai(k)(z̄)

bi(k)(z̄)
, (13)

елементи якого визначають за формулами (10)–(12) при k = 0, 1, 2, . . . .

При z2 = 0 або z3 = 0 дрiб (13) для вiдношень X1(a1, a2, b̄; c; z̄),
X2(a1, a2, b̄; c; z̄) перетворюється у ГЛД типу Ньорлунда для вiдношень
функцiй Аппеля F3 вiд змiнних z1, z3 або z1, z2 вiдповiдно [2]. При z1 = 0

дрiб (13) для вiдношення X2(a1, a2, b̄; c; z̄) перетворюється у ГЛД типу
Ньорлунда для вiдношення функцiй Аппеля F1. Такий функцiональ-
ний дрiб вiд змiнних z2, z3 з параметром a = a2 збiгається з дробом
типу Ньорлунда для функцiї Лаурiчелли F

(N)
D при N = 2 [3].
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3 Дослiдження збiжностi формальних розвинень
вiдношень функцiй Лаурiчелли-Сарана FS у ГЛД

Теорема 3.1. Нехай для гiпергеометричної функцiї FS параметри
a1, a2, b1, b2, b3, c — дiйснi числа, що задовольняють умови:

a1 > 0, a2 > 0, b1 ≥ 0, b2 ≥ 0, b3 ≥ 0,

2c ≥ a1 + b1 + 2b2 + 2b3 + 1, 2c ≥ a2 + 2b1 + b2 + b3 + 1. (14)

Тодi:
(A) гiллястий ланцюговий дрiб вигляду (13) з елементами, що виз-
начаються за формулами (10)–(12), де k = 0, 1, . . ., збiгається рiвно-
мiрно всерединi областi

Ω =
{
z̄ = (z1, z2, z3) ⊂ C3 : |zi|+Re zi < 1, i = 1, 2, 3

}
(15)

до голоморфної функцiї f ∗
j (z̄), j = 1, 2, 3;

(Б) функцiя

f ∗
j (z̄) ≡ Xj(a1, a2, b̄, c, z̄) =

FS(a1, a2, b̄; c; z̄)

FS(a1 + δ1j , a2 + δ2j + δ3j , b̄+ ēj; c+ 1; z̄)
,

при z̄ ∈ Ω1 = {z̄ = (z1, z2, z3) ⊂ R3 : 0 ≤ zi ≤ 1/2− ε, i = 1, 2, 3}, 0 ≤
ε < 1/2, є аналiтичним продовженням функцiї

Xj

(
a1, a2, b̄; c; z̄

)
, j = 1, 2, 3,

голоморфної в деякому околi початку кординат, у область Ω.

Доведення для j = 1 проводимо за схемою, застосованою при до-
веденнi теореми про збiжнiсть формального розвинення у ГЛД вiд-
ношення функцiй Лаурiчелли FN

D , використовуючи деякi допомiжнi
твердження.

Лема 3.1 ([3]). Для довiльного комплексного числа z справджується
нерiвнiсть

|z(1− z)| − Re (z(1− z)) ≤ 2

(
1

2
− Re z

)2

.
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Теорема 3.2 ([4]). Гiллястий ланцюговий дрiб

d0 +
∞

D
k=1

N∑
ik=1

ci(k)
di(k)

з невiд’ємними елементами ci(k) ≥ 0, di(k) > 0 (ik = 1, N , k = 1,∞ )
збiгається, якщо виконується одна з умов:

а) iснує номер p такий, що всi ci(p) ≡ 0, ik = 1, N , k = 1, p;

б) ряд
∞∑
k=1

δk розбiгається, де

δk = min

{
di(k)di(k+1)

ci(k+1)

, is = 1, N, s = 1, k + 1

}
, (16)

причому тi набори iндексiв, для яких ci(k+1) ≡ 0, при мiнiмiзацiї не
враховуються.

Теорема 3.3 ([5, 4]). Нехай {fm(z̄)} — послiдовнiсть голоморфних
функцiй в областi D ⊂ CN , рiвномiрно обмежених всерединi областi
D. Якщо {fm(z̄)} збiгається в кожнiй точцi множини ∆ ∈ D, яка є
2N-вимiрним околом (або N-вимiрним дiйсним околом) деякої точки
z̄0 ∈ D, то {fm(z̄)} збiгається рiвномiрно на довiльному компактi
K ⊂ D до голоморфної функцiї в D.

Теорема 3.4 ([6]). Нехай f(z̄) — голоморфна функцiя в областi D ⊂
CN , z̄0 ∈ D. Тодi f(z̄) ≡ 0 в областi D, якщо f(z̄) = 0 в деякому
2N-вимiрному околi точки z̄0 або f(z̄) = 0 в деякому N-вимiрному
дiйсному околi точки z̄0.

Доведення теореми 3.1. (А) Позначимо залишки n-го пiдхiдно-
го дробу ГЛД

Qs
i(s)(z̄) = bi(s)(z̄), s = 1, 2, . . . ,

Qn
i(k)(z̄) = bi(k)(z̄) +

3∑
ik+1=1

ai(k+1)(z̄)

Qn
i(k+1)(z̄)

, k < n, n = 2, 3, . . . .

Нехай функцiї

gi(k)(z̄) =


a1 + pi(k)
c+ k

(
1

2
− Re zik

)
, якщо ik = 1,

a2 + pi(k−1)2 + pi(k−1)3

c+ k

(
1

2
− Re zik

)
, якщо ik = 2, 3,

(17)
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де i(k) = i1i2 . . . ik — мультиiндекс, is = 1, 3, s = 1, k, k = 1, n, pi(k) =
k−1∑
l=0

δilik , i0 = 1. Зауважимо, що функцiї gi(k)(z̄) додатнi в областi Ω.

Покажемо методом математичної iндукцiї, що в областi Ω для до-
вiльного мультиiндексу i(s) = i1i2 . . . is справджуються нерiвностi

ReQn
i(s)(z̄) ≥ gi(s)(z̄), 1 ≤ s ≤ n, n = 1, 2, . . . . (18)

Зауважимо, що в данiй областi, тобто для z̄ = (z1, z2, z3) ∈ Ω, вико-
нуються нерiвностi

Re zi < 1/2, |zi| − Re zi < 1− 2Re zi, i = 1, 2, 3.

Для s = n з урахуванням обмежень на параметри (14) i того, що
3∑

j=1

pi(n)j = n+ 1, одержимо:

а) у випадку in = 1:

ReQn
i(n)(z̄) = Re bi(n)(z̄) = 1−

a1 + b1 + 2pi(n−1)1 + 1

c+ n
Re z1 ≥

≥
a1 + pi(n)
c+ n

(
1

2
− Re z1

)
+

2c− a1 − b1 − 1

2(c+ n)
≥ gi(n)(z̄),

б) у випадку in = 2:

ReQn
i(n)(z̄) = 1−

a2 + b2 + 2pi(n−1)2 + pi(n−1)3 + 1

c+ n
Re z2 −

−
b3 + pi(n−1)3

c+ n
Re z3 ≥

a2 + b2 + pi(n−1)2 + pi(n−1)3

c+ n

(
1

2
− Re z2

)
+

+
2c− a2 − b2 − b3 − 1

2(c+ n)
≥ gi(n)(z̄),

в) мiркуючи аналогiчно, у випадку in = 3:

ReQn
i(n)(z̄) = 1−

a2 + pi(n−1)2 + b3 + 2pi(n−1)3 + 1

c+ n
Re z3 −

−
b2 + pi(n−1)2

c+ n
Re z2 ≥

2c− a2 − b2 − b3 − 1

2(c+ n)
+

+
a2 + b2 + pi(n−1)2 + pi(n−1)3

c+ n

(
1

2
− Re z3

)
≥ gi(n)(z̄).
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Припустимо, що для s, 1 < s = k+1 ≤ n, виконуються нерiвностi (18).
Нескладно обчислити, що (див. лему 4.41 [7, с. 112] або лему 1 [3])

inf
−∞<v<+∞

Re
x+ iy

u+ iv
= −

√
x2 + y2 − x

2u
, де x, y, u, v ∈ R, u > 0. (19)

Оскiльки ReQn
i(k+1)(z̄) > 0 в областi Ω i

ReQn
i(k)(z̄) = Re bi(k)(z̄) +

N∑
ik+1=1

Re
ai(k+1)(z̄)

Qn
i(k+1)(z̄)

,

враховуючи (19) i припущення iндукцiї, маємо

Re
ai(k+1)(z̄)

Qn
i(k+1)(z̄)

≥ −
|ai(k+1)(z̄)| − Re ai(k+1)(z̄)

2ReQn
i(k+1)(z̄)

≥

≥ −
|ai(k+1)(z̄)| − Re ai(k+1)(z̄)

2gi(k+1)(z̄)
,

тому

ReQn
i(k)(z̄) ≥ Re bi(k)(z̄)−

N∑
ik+1=1

|ai(k+1)(z̄)| − Re ai(k+1)(z̄)

2gi(k+1)(z̄)
.

Нехай ik = 1:

ReQn
i(k)(z̄) ≥ 1−

a1 + b1 + 2pi(k−1)1 + 1

c+ k
Re z1 −

−
b1 + pi(k)1
2(c+ k)

|z1(1− z1)| − Re (z1(1− z1))

1/2− Re z1
−

−
3∑

j=2

bj + pi(k)j
2(c+ k)

|zj| − Re zj
1/2− Re zj

≥

≥ 1−
a1 + b1 + 2pi(k−1)1 + 1

c+ k
Re z1 −

b1 + pi(k)1
c+ k

(
1

2
− Re z1

)
−

−
3∑

j=2

bj + pi(k)j
c+ k

=
a1 + pi(k)
c+ k

(
1

2
− Re z1

)
+

+
2c− a1 − b1 − 2b2 − 2b3 − 1

2(c+ k)
≥ gi(k)(z̄). (20)
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Нехай ik = 2:

ReQn
i(k)(z̄) ≥ 1−

a2 + b2 + 2pi(k−1)2 + pi(k−1)3 + 1

c+ k
Re z2 −

−
b3 + pi(k−1)3

c+ k
Re z3 −

b2 + pi(k)2
2(c+ k)

|z2(1− z2)| − Re (z2(1− z2))

1/2− Re z2
−

−
b3 + pi(k)3
2(c+ k)

|z3(1− z3)| − Re (z3(1− z3))

1/2− Re z3
−

b1 + pi(k)1
2(c+ k)

|z1| − Re z1
1/2− Re z1

≥

≥ 1−
a2 + b2 + 2pi(k−1)2 + pi(k−1)3 + 1

c+ k
Re z2 −

b3 + pi(k−1)3

c+ k
Re z3 −

−
b1 + pi(k)1
c+ k

−
b2 + pi(k)2
c+ k

(
1

2
− Re z1

)
−

b3 + pi(k)3
c+ k

(
1

2
− Re z1

)
=

=
a2 + pi(k−1)2 + pi(k−1)3

c+ k

(
1

2
− Re z2

)
+

+
2c− a2 − 2b1 − b2 − b3 − 1

2(c+ n)
≥ gi(k)(z̄). (21)

Нехай ik = 3:

ReQn
i(k)(z̄) ≥ 1−

a2 + b3 + pi(k−1)2 + 2pi(k−1)3 + 1

c+ k
Re z3 −

−
b2 + pi(k−1)2

c+ k
Re z2 −

b1 + pi(k)1
2(c+ k)

|z1| − Re z1
1/2− Re z1

−

−
b2 + pi(k)2
2(c+ k)

|z2(1− z2)| − Re (z2(1− z2))

1/2− Re z2
−

−
b3 + pi(k)3
2(c+ k)

|z3(1− z3)| − Re (z3(1− z3))

1/2− Re z3
≥ 1−

b2 + pi(k−1)2

c+ k
×

×Re z2 −
a2 + b3 + pi(k−1)2 + 2pi(k−1)3 + 1

c+ k
Re z3 −

b1 + pi(k)1
c+ k

−

−
b2 + pi(k)2
c+ k

(
1

2
− Re z2

)
−

b3 + pi(k)3
c+ k

(
1

2
− Re z3

)
=

=
a2 + pi(k−1)2 + pi(k−1)3

c+ k

(
1

2
− Re z2

)
+
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+
2c− a2 − 2b1 − b2 − b3 − 1

2(c+ n)
≥ gi(k)(z̄). (22)

З нерiвностей (20)–(22) випливає, що для довiльного натурального n i
довiльного мультиiндексу i(s), 1 ≤ s = k ≤ n, нерiвнiсть (18) доведена.
Отже, оцiнка (18) справджується для s = 1, n.

Використовуючи оцiнку (18) для залишкiв пiдхiдних дробiв Qn
i(k)(z̄),

покажемо, що послiдовнiсть пiдхiдних дробiв {fn(z̄)}∞n=1,

fn(z̄) = b0(z̄) +
n

D
k=1

3∑
ik=1

ai(k)(z̄)

bi(k)(z̄)
= b0(z̄) +

3∑
i1=1

ai(1)(z̄)

Qn
i(1)(z̄)

,

ГЛД (13) є рiвномiрно обмеженою всерединi областi Ω.
Нехай K — довiльний компакт областi Ω i

M = max{|zi| : i = 1, 2, 3, z̄ ∈ K},

ε = min{1/2− Re zi : i = 1, 2, 3, z̄ ∈ K}.

Тодi для пiдхiдних дробiв fn(z̄), n = 1, 2, . . ., маємо

|fn(z̄)| ≤ |b0(z̄)|+
3∑

i1=1

∣∣∣∣∣ ai(1)(z̄)Qn
i(1)(z̄)

∣∣∣∣∣ ≤ |b0(z̄)|+
3∑

i1=1

|ai(1)(z̄)|
gi(1)(z̄)

≤

≤
∣∣∣∣1− a1 + b1 + 1

c
z1

∣∣∣∣+ b1 + 1

c

|z1(1− z1)|
1/2− Re z1

+
3∑

j=2

bj
c

|zj|
1/2− Re zj

≤

≤ 1 +
a1 + b1 + 1

c
M +

b1 + b2 + b3 + 1

cε
M +

(b1 + 1)M2

cε
≡: L.

Оскiльки рацiональнi функцiї fn(z̄), n = 1, 2, . . ., є рiвномiрно обме-
женими всерединi областi Ω, то цi функцiї є голоморфними в областi
Ω.

Нехай

∆ :=
{
z̄ ∈ C3 : 0 ≤ Re zi ≤ 1/4, Im zi = 0, i = 1, 2, 3

}
,

i z̄0 = (z01 , z
0
2 , z

0
3) — деяка фiксована точка, z̄0 ∈ ∆.
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Позначимо a = max{a1, a2}, b = max{b1, b2, b3}. Зауважимо, що

max
z̄0∈∆

{z0i ; z0i (1− z0i ), i = 1, 2, 3} =
1

4
,

i для довiльного мультиiндексу i(k): pi(k) ≤ k. Тодi, враховуючи форму-
ли (10)–(12), для довiльного мультиiндексу i(k) одержимо такi оцiнки
для елементiв ГЛД (13):

bi(0)(z̄0) = 1− a1 + b1 + 1

c
z01 ≥ 1

2
+

2c− a1 − b1 − 1

4c
≥ 1

2
,

ai(k+1)(z̄0) ≤
1

4

(a+ k + 1)(b+ k + 1)

(c+ k)(c+ k + 1)
,

bi(k)(z̄0) ≥
1

2
,

з урахуванням формули (16)

δk := min

{
bi(k)(z̄0)bi(k+1)(z̄0)

ai(k+1)(z̄0)
, is = 1, 2, 3, s = 1, k + 1, z̄0 ∈ ∆

}
≥

≥ (c+ k)(c+ k + 1)

(a+ k + 1)(b+ k + 1)
= γk.

Оскiльки
∞∑
k=1

γk = ∞, то ряд
∞∑
k=1

δk є розбiжним, i за теоремою 3.2

гiллястий ланцюговий дрiб (13) є поточково збiжним на множинi ∆.
За багатовимiрним узагальненням теореми Стiльтьєса-Вiталi (теорема
3.3) послiдовнiсть пiдхiдних дробiв {fn(z̄)} ГЛД (13) є послiдовнiстю
голоморфних функцiй в областi Ω, рiвномiрно обмежених всерединi
областi Ω. Оскiльки послiдовнiсть {fn(z̄)} збiгається в кожнiй точцi
множини ∆ ⊂ Ω, яка є тривимiрним околом деякої точки (наприклад,
(1/8, 1/8, 1/8) ∈ ∆), то послiдовнiсть {fn(z̄)} збiгається рiвномiрно на
довiльному компактi K ⊂ Ω до деякої голоморфної функцiї f∗

1 (z̄).
(Б) Покажемо, що f ∗

1 (z̄) збiгається з функцiєю X1(a1, a2, b̄; c; z̄) на
множинi ∆. Позначимо

Q̂n+1
i(n+1)(z̄) = Pi(n+1)(z̄), Q̂n+1

i(s) (z̄) = bi(s)(z̄) +
3∑

is+1=1

ai(s+1)(z̄)

Q̂n+1
i(s+1)(z̄)

, s = 1, n.



Наближення вiдношень функцiй Лаурiчелли-Сарана FS 41

Використовуючи методику виведення формули рiзницi мiж пiдхiд-
ними дробами ГЛД [4] i розвинення (8)–(9) для j = 1, одержимо

X1(a1, a2, b̄, c, z̄)− fn(z̄) =

= (−1)n
3∑

i1,...,in+1=1

n+1∏
r=1

ai(r)(z̄)

Q̂n+1
i(n+1)(z̄)

n∏
r=1

[
Qn

i(r)(z̄) Q̂
n+1
i(r) (z̄)

] , n = 1, 2, . . . .

Якщо z̄ ∈ ∆, то для довiльного натурального n, для довiльних
мультиiндексiв i(k), i(r) елементи ai(k)(z̄) невiд’ємнi, Qn

i(r)(z̄), Q̂
n+1
i(r) (z̄)

додатнi. Тому справджується нерiвнiсть

f2m(z̄) ≤ X1(a1, a2, b̄, c, z̄) ≤ f2m+1(z̄), m = 1, 2. . . . (23)

Оскiльки послiдовнiсть {fn(z̄)} рiвномiрно збiгається до функцiї f ∗
1 (z̄),

то з нерiвностi (23)

f∗
1 (z̄) ≡ X1(a1, a2, b̄, c, z̄) при z̄ ∈ ∆.

Враховуючи, що функцiя X1(a1, a2, b̄, c, z̄) голоморфна в деякому δ-
околi нуля (оскiльки Fs(a1, a2, b̄, c, 0̄) ≡ 1), то за теоремою єдиностi
аналiтичної функцiї (теорема 3.4) f∗

1 (z̄) ≡ X1(a1, a2, b̄, c, z̄) в цьому δ-
околi.

Отже, ГЛД (13) рiвномiрно збiгається всерединi областi Ω до голо-
морфної функцiї, що є аналiтичним продовженням функцiї X1(a1, a2, b̄,

c, z̄) з деякого δ-околу нуля в область Ω.
Аналогiчна методика застосована при дослiдженнi збiжностi фор-

мальних розвинень X2(a1, a2, b̄, c, z̄), X3(a1, a2, b̄, c, z̄) у ГЛД. Теорему
доведено. �

[1] Exton H. Multiple hypergeometric functions and applications. — Chi-
chester: E. Horwood; New York: Halsted Press, 1976. — 312 p.

[2] Манзiй О.С. Дослiдження розвинення вiдношення гiпергеометри-
чних функцiй Аппеля F3 у гiллястий ланцюговий дрiб // Теорiя
наближень функцiй та її застосування. Працi Iнституту матема-
тики НАН України. — 2000. — 31. — С. 344–353.



42 Н. Гоєнко, Т. Антонова, С. Ракiнцев

[3] Антонова Т.М., Гоєнко Н.П. Наближення вiдношення функцiй
Лаурiчелли FD гiллястим ланцюговим дробом типу Ньорлунда у
комплекснiй областi // Мат. методи та фiз.-мех. поля. — 2004. —
47, № 2. — С. 7–15.

[4] Боднар Д.И. Ветвящиеся цепные дроби. — К.: Наукова думка,
1986. — 176 с.

[5] Graham I., Kohr J. Geometric Function Theory in One and Higher
Dimensions. — New Jork: Marcel Dekker Inc., 2003. — 528 p.

[6] Шабат Б.В. Введение в комплексный анализ. Т. II. — М.: Наука,
1976. — 400 c.

[7] Джоунс У., Трон В. Непрерывные дроби: Аналитическая теория
и приложения. — М.: Мир, 1985. — 414 c.
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The expansions of ratios for hypergeometric functions of Lauricella-

Saran FS(a1, a2, b1, b2, b3; c; z1, z2, z3) into branched continued fractions are

built. The convergence of these branched continued fractions are inves-

tigated in domain {(z1, z2, z3) ∈ C3 : |zi| + Re zi < 1, i = 1, 3} when

parameters of function FS are real.




