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В роботi показано, що для наперед заданої скiнченної послiдовностi
комплексних чисел {am1 , am2 , . . . , amk

} iснує iнтегровна обмежена на
вiдрiзку [0, 1] функцiя f така, що∫ 1

0

fn(t) dt =

{
ami , n = mi

0, в iншому випадку.

Цей результат має вiдношення до дослiдження множини характерiв
алгебри симетричних аналiтичних функцiй на L∞[0, 1].

1 Вступ

Симетричнi полiноми є природними iнварiантами дiї групи пiдстано-
вок на просторi всiх полiномiв i дослiджуються у рамках класичної те-
орiї iнварiантiв. Останнiм часом зрiс iнтерес до iнварiантiв нескiнчен-
нопороджених груп симетрiй на просторах полiномiв та аналiтичних
функцiй банахового простору.
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Ключовi слова i фрази: симетричнi полiноми на банахових просторах, проблема
моментiв
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Полiном P на `1 називається симетричним, якщо

P

(
∞∑
i=1

aiei

)
= P

(
∞∑
i=1

aieσ(i)

)
,

де σ — перестановка на множинi натуральних чисел.
Полiном P на L∞[0, 1] називається симетричним, якщо P (σx) =

P (x) для кожного σ ∈ Σ, де Σ — група вимiрних автоморфiзмiв вiдрiз-
ка [0, 1].

Вiдомо [1], що полiноми Fk(x) =
∑∞

i=1 x
k
i , де k = 1, 2, . . ., утворюють

алгебраїчний базис у алгебрi всiх симетричних полiномiв на `1, а полi-
номи Rk(x) =

∫ 1

0
xk(t) dt, де k = 1, 2, . . ., утворюють алгебраїчний базис

у алгебрi всiх симетричних полiномiв на L∞[0, 1].
Для випадку `1 правильне наступне твердження (див. [2]).

Твердження. Нехай x ∈ `1. Якщо для деякого натурального m маємо
Fi(x) = 0 для кожного i ≥ m, то x = 0.

За допомогою цього твердження в [2] доведено, що iснує характер
на рiвномiрнiй алгебрi симетричних аналiтичних функцiй на B`p , який
не є функцiоналом значення в деякiй точцi простору `1.

Цiкавим є аналогiчне питання для алгебр симетричних функцiй на
просторi L∞[0, 1]. У цiй роботi розв’язується наступна задача.
Задача. Нехай маємо деяку скiнченну множину {m1,m2, . . . ,mk} ⊂ N
i вiдповiдну множину {am1 , am2 , . . . , amk

} ⊂ C. Побудувати функцiю
fam1 ,am2 ,...,amk

: [0, 1) → C, вимiрну за Лебегом i таку, що

Rn(fam1 ,am2 ,...,amk
) =

{
ami

, якщо n = mi,

0, якщо n ∈ N\{m1,m2, . . . ,mk}.

2 Зв’язок iз тригонометричною проблемою момен-
тiв

Дана задача частково розв’язується за допомогою розв’язку тригоно-
метричної проблеми моментiв, яка полягає у наступному. Дано нескiн-
ченну послiдовнiсть комплексних чисел {ck}+∞

−∞ таку, що c−k = ck i c0
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— дiйсне число. Потрiбно знайти неспадну функцiю σ(θ), −π ≤ θ ≤ π,
таку, що

ck =
1

2π

∫ π

−π

eikθ dσ(θ) (±k = 0, 1, 2, . . .).

Основний результат розв’язання цiєї проблеми виражається такою тео-
ремою.

Теорема ([3], c. 223, Теорема 5.1.2). a) Для iснування розв’язку три-
гонометричної проблеми моментiв необхiдно й достатньо, щоб при
кожному n форма

n∑
α,β=0

cα−βξαξβ (1)

була невiд’ємною.
b) Тригонометрична проблема моментiв не може бути невизна-

чена.
c) Розв’язок σ(θ) має нескiнченну кiлькiсть точок росту в тому

i тiльки в тому випадку, коли форма (1) додатня.
d) σ(θ) можна визначити за коефiцiєнтами Фур’є

1

2π

∫ π

−π

σ(θ)eikθ dθ = −ck − (−1)kc0
ik

за винятком нульового коефiцiєнта, який можна вибрати довiльно.

Нехай маємо множину {am1 , am2 , . . . , amk
}. Вiзьмемо таку послiдов-

нiсть {cl}+∞
−∞:

c0 = 1, c−n = cn =

{
ami

, n = mi

0, n ∈ N\{m1,m2, . . . ,mk}.

Для послiдовностi {cl}+∞
−∞, за теоремою, можна знайти σ(θ). Оскiльки

σ(θ) знаходиться з певнiстю до сталої, то можемо покласти σ(−π) =

−π. Оскiльки c0 = 1, то 1 = 1
2π

∫ π

−π
dσ(θ), звiдки σ(π) = 2π+σ(−π) = π.

Отже, σ : [−π, π] → [−π, π].
Припустимо, що функцiя σ(θ) строго монотонно зростаюча. Тодi

iснує σ−1(τ), причому σ−1 є зростаючою. Покладемо fam1 ,am2 ,...,amk
=
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eiσ
−1(2πt−π). Тодi

Rn(fam1 ,am2 ,...,amk
) =

∫ 1

0

einσ
−1(2πt−π) dt =

∣∣∣∣ τ = 2πt− π

dτ = 2πdt

∣∣∣∣ =
=

1

2π

∫ π

−π

einσ
−1(τ) dτ =

∣∣∣∣ θ = σ−1(τ)

τ = σ(θ)

∣∣∣∣ = 1

2π

∫ π

−π

einθ dσ(θ) = cn.

Отже, у випадку строго монотонної функцiї σ(θ) задача розв’язана.
Але умова строгої монотонностi σ(θ) звужує клас тих наборiв {am1 ,

am2 , . . . , amk
}, для яких може бути побудовано fam1 ,am2 ,...,amk

цим спо-
собом. Наприклад, вiзьмемо a1 = 1

2
, a2 = −1

2
. Тодi c0 = 1, c1 = 1

2
,

c2 = −1
2

i cn = 0 при n ≥ 3.
Покладемо ξ0 = 1, ξ1 = 1, ξ2 = −1, ξ3 = 1. Тодi, як неважко переко-

натися,
3∑

α,β=0

cα−βξαξβ = 0.

Отже, форма не є додатною. За теоремою, σ(θ) не може мати нескiн-
ченну кiлькiсть точок росту, тому не є строго монотонною.

У наступних роздiлах для довiльного набору {am1 , am2 , . . . , amk
} по-

будовано функцiю fam1 ,am2 ,...,amk
без використання пiдходу, викладеного

в даному роздiлi.

3 Загальна конструкцiя

Спочатку розглянемо деякi функцiї, якi дiють iз [0, 1) в C.
Кожне число x ∈ [0, 1) можна зобразити у двiйковiй системi чис-

лення, тобто у виглядi

x =
a1
2

+
a2
22

+ . . .+
an
2n

+ . . . ,

де a1, . . . , an, . . . ∈ {0, 1}. Для чисел, якi мають два рiзнi зображення,
будемо використовувати тi, якi подаються у виглядi скiнченної суми.
Наприклад, у випадку
(∗) 1

2
= 1

2

(∗∗) 1
2
= 1

22
+ 1

23
+ 1

24
+ . . .+ 1

2n
+ . . .



Побудова комплекснозначних функцiй 21

використовуємо для 1
2

зображення (∗). Таким чином, кожному x одно-
значно ставиться у вiдповiднiсть послiдовнiсть {an}∞n=1.

Визначимо функцiї an(x):

an(x) = an

(
∞∑
k=1

ak
2k

)
= an.

Цi функцiї мають таку властивiсть:
1◦. ∀n ∈ N ∀m ∈ N, m < n, за умови, що x ≥ 1

2m
:

an(x) = an

(
x− 1

2m

)
.

Розглядаємо функцiї, якi дiють з пiвiнтервала [0, 1) в одиничне коло
S = {z ∈ C : |z| = 1}. Нехай маємо двi послiдовностi {sn}, {tn} ⊂ S.
Для кожного натурального n означимо функцiю Mn(x):

Mn(x) =

{
sn при an(x) = 0,
tn при an(x) = 1.

Iз властивостi 1◦ для функцiй an(x) випливає така властивiсть для
Mn(x):

2◦. ∀n ∈ N ∀m ∈ N, m < n, за умови, що x ≥ 1
2m

:

Mn(x) = Mn

(
x− 1

2m

)
.

Числа sn i tn виберемо такими:

sn = e−
iπ/2
n , tn = e

iπ/2
n .

Нехай

bn(x) =

{
−1 при an(x) = 0

1 при an(x) = 1.

Тодi можемо записати Mn(x) у виглядi:

Mn(x) = eiπ/2
bn(x)

n .

Нехай

f(n)(x) =
n∏

k=1

Mk(x) =
n∏

k=1

eiπ/2
bk(x)

k = exp

(
iπ/2

n∑
k=1

bk(x)

k

)
.
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Функцiї f(n)(x) будуть вимiрними за Лебегом як добутки вимiрних
функцiй Mk(x).

Обчислимо
∫ 1

0
fα
(n)(x) dx для довiльного α ∈ N.

∫ 1

0

fα
(n)(x) dx =

∫ 1

0

n∏
k=1

Mα
k (x) dx =

∫ 1/2

0

sα1

n∏
k=2

Mα
k (x) dx+

+

∫ 1

1/2

tα1

n∏
k=2

Mα
k (x) dx = sα1

∫ 1/2

0

n∏
k=2

Mα
k (x) dx+tα1

∫ 1

1/2

n∏
k=2

Mα
k (x−1/2) dx =

= (sα1 + tα1 )

∫ 1/2

0

n∏
k=2

Mα
k (x) dx = (sα1 + tα1 )(s

α
2 + tα2 )

∫ 1/4

0

n∏
k=3

Mα
k (x) dx =

= (sα1 + tα1 )(s
α
2 + tα2 ) . . . (s

α
n + tαn)

∫ 1/2n

0

dx =
n∏

k=1

sαk + tαk
2

=

=
n∏

k=1

e−iπ/2α
k + eiπ/2

α
k

2
=

n∏
k=1

cos
(
π/2

α

k

)
.

Позначимо через K множину тих x ∈ [0, 1), для яких iснує lim
n→∞

f(n)(x),
тобто iснує

lim
n→∞

n∏
k=1

Mk(x) =
∞∏
k=1

Mk(x) = exp

(
iπ/2

∞∑
k=1

bk(x)

k

)
.

Очевидно, множина K збiгається з множиною тих x, для яких ряд

∞∑
k=1

bk(x)

k
(2)

збiгається.
Оцiнимо мiру множини K.

Теорема 1. Множина K = {x ∈ [0, 1) :
∑∞

n=1

∣∣∣ bn(x)n

∣∣∣ < ∞} має мiру 1.

Доведення. Розглянемо ймовiрнiсний простiр (Ω,F ,P)=([0, 1),F , µ),
де F — σ-алгебра вимiрних за Лебегом пiдмножин множини Ω = [0, 1),
µ — мiра Лебега.
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Легко бачити (див., напр., [4]), що bn(x) =

{
−1, an(x) = 0

1, an(x) = 1
є ви-

падковими величинами на даному ймовiрнiсному просторi, причому

P(bn(x) = −1) = P(bn(x) = 1) =
1

2

i b1(x), . . . , bn(x) є незалежними в сукупностi випадковими величинами.
Скористаємось таким вiдомим твердженням.

Твердження ([4], с. 48, Теорема 2). Нехай маємо послiдовнiсть не-
залежних випадкових величин Xn таку, що математичне сподiвання
MXn = 0 для кожного n i

∑∞
n=1 DXn < ∞, де DXn — дисперсiя ви-

падкової величини Xn. Тодi ряд
∑∞

n=1 Xn збiгається майже напевно.

Вiзьмемо Xn = bn(x)
n

. Тодi послiдовнiсть Xn є послiдовнiстю неза-
лежних випадкових величин, MXn = 0,

∑∞
n=1 DXn =

∑∞
n=1

1
n2 < ∞.

Отже, ряд
∑∞

n=1 Xn =
∑∞

n=1
bn(x)
n

збiгається майже напевно, тобто мно-
жина тих x iз [0, 1), для яких ряд збiгається, має мiру 1. Теорему до-
ведено.

Для x ∈ K покладемо f(x) = exp
(
iπ/2

∑∞
k=1

bk(x)
k

)
, а для x ∈

[0, 1)\K покладемо f(x) = 1. Оскiльки послiдовнiсть вимiрних фун-
кцiй f(n)(x) поточково збiгається до f(x) на множинi мiри 1, то f(x)

вимiрна i можна здiйснити граничний перехiд пiд знаком iнтеграла.
Тому для довiльного α ∈ N∫ 1

0

fα(x) dx = lim
n→∞

∫ 1

0

fα
(n)(x) dx = lim

n→∞

n∏
k=1

cos
(
π/2

α

k

)
=

=
∞∏
k=1

cos
(
π/2

α

k

)
.

Останнiй добуток завжди збiгається, бо збiгається iнтеграл, якому вiн
дорiвнює.

Теорема 2. Для того, щоб
∫ 1

0
fα(x) dx = 0 необхiдно й достатньо,

щоб iснувало таке k, що число α
k

цiле непарне.
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Доведення. Достатнiсть. Якщо iснує k таке, що α
k

цiле непарне, то
cos
(
π/2α

k

)
= 0 i, вiдповiдно,∫ 1

0

fα(x) dx =
∞∏

m=1

cos
(
π/2

α

m

)
= 0.

Необхiднiсть. Якщо не iснує такого k, що α
k

цiле непарне, то всi члени
добутку не дорiвнюють нулю.

∏∞
k=1 cos

(
π/2α

k

)
не дорiвнює нулю, коли

ряд
∑∞

k=1 ln cos
(
π/2α

k

)
збiжний. Дослiдимо поведiнку загального члена

ряду при прямуваннi k до нескiнченностi:

− ln cos
(
π/2

α

k

)
∼ − ln

(
1− 1

2

(πα
2k

)2)
∼ 1

2

(πα
2k

)2
=

π2α2

8
· 1

k2
.

Отже, ряд збiжний, тому
∏∞

k=1 cos
(
π/2α

k

)
6= 0.

4 Функцiї iз наперед заданими значеннями iнте-
грала

Нехай

Pn(x) = exp

(
iπ/2

∞∑
k=n+1

bk(x)

k

)
та α ∈ N. Визначимо

Fnα =

∫ 1

0

Pα
n (x) dx =

∞∏
k=n+1

cos
(π
2
· α
k

)
.

Очевидно, що Fnα = 0 при α > n i 0 < Fnα < 1 при α ≤ n.
Побудуємо функцiї fn : [0, 1) → C такi, що∫ 1

0

fα
n (x) dx =

{
1, де α = n,

0, де α 6= n.
(3)

Покладемо
f1(x) =

1

F11

P1(x),

fn(x) =

{
Cnkfk(nx− k + 1), де k−1

n
≤ x < k

n
, k = 1, . . . , n− 1,

CnnPn(nx− n+ 1), де n−1
n

≤ x < 1,
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де
Cnk = eiπ/k k

√
Fnk

n
√

n/Fnn, k < n,

Cnn = n
√
n/Fnn.

Перевiримо властивiсть (3).∫ 1

0

fα
1 (x) dx =

1

Fα
11

∫ 1

0

P α
1 (x) dx =

1

Fα
11

· F1α =

{
1, де α = 1,

0, де α > 1.

∫ 1

0

fα
n (x) dx =

n−1∑
k=1

∫ k
n

k−1
n

Cα
nkf

α
k (nx− k + 1) dx+

+

∫ 1

n−1
n

Cα
nnP

α
n (nx− n+ 1) dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y = nx− k + 1,

dy = ndx,

x = k−1
n
, y = 0,

x = k
n
, y = 1;

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
=

n−1∑
k=1

Cα
nk ·

1

n

∫ 1

0

fα
k (y) dy +

1

n
Cα

nn

∫ 1

0

Pα
n (y) dy =

=
1

n

n−1∑
k=1

Cα
nkδ

α
k +

1

n
Cα

nnFnα =


0, де α > n,
1
n
Cn

nnFnn, де α = n,
1
n
(Cα

nα + Cα
nnFnα), де α < n.

1

n
Cn

nnFnn =
1

n

(
n
√
n/Fnn

)n
· Fnn = 1,

1

n
(Cα

nα+Cα
nnFnα) =

1

n

((
eiπ/α α

√
Fnα

n
√

n/Fnn

)α
+
(

n
√
n/Fnn

)α
· Fnα

)
=

=
1

n

(
eiπ · Fnα

(
n

Fnn

)α/n

+ Fnα

(
n

Fnn

)α/n
)

= 0.

Отже, ∫ 1

0

fα
n (x) dx =

{
1, де α = n,

0, де α 6= n.

Нехай a ∈ C, a 6= 0. Побудуємо функцiю fn,a(x) таку, що∫ 1

0

fα
n,a(x) dx =

{
a, де α = n,

0, де α 6= n.
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Для цього достатньо покласти

fn,a(x) = |a|1/nei arg a/nfn(x).

Нехай маємо деяку скiнченну множину {m1,m2, . . . ,mn} ⊂ N i вiдпо-
вiдну множину {am1 , am2 , . . . , amn} ⊂ C. Побудуємо таку функцiю
fam1 ,...,amn

(x), що∫ 1

0

fα
am1 ,...,amn

(x) dx =

{
amk

, якщо α = mk, k = 1, . . . , n,

0, якщо α ∈ N\{m1,m2, . . . ,mn}.

Покладемо

fam1 ,...,amn
(x) = n1/mkfmk,amk

(nx−k+1),
k − 1

n
≤ x <

k

n
, k = 1, . . . , n.

Тодi∫ 1

0

fα
am1 ,...,amn

(x) dx =
n∑

k=1

∫ k
n

k−1
n

nα/mkfα
mk,amk

(nx− k + 1) dx =

=
n∑

k=1

nα/mk · 1
n

∫ 1

0

fα
mk,amk

(y) dy =

{
amk

, де α = mk, k = 1, . . . , n,

0, де α ∈ N\{m1,m2, . . . ,mn}.

Отже, функцiя fam1 ,...,amn
є розв’язком поставленої у статтi задачi.
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For a given finite sequence of complex numbers {am1 , am2 , . . . , amk
}

there exists a bounded integrated function f on [0, 1] such that∫ 1

0

fn(t) dt =

{
ami

, n = mi

0, otherwise.

This result has relations to investigations of the set of characters of sym-

metric analytic functions on L∞[0, 1].




