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Елементи групи скiнчено автоматних пiдстановок над алфавiтом Õ дiють на множинi
слiв над цим алфавiтом. Таким чином природно виникають послiдовностi графiв Шраєра на
рiвнях та орбiтальнi графи Шраєра. В роботi розглянутi властивостi цих графiв для вiльного
добутку скiнченних груп, заданих автоматами. За допомогою поняття шраєрової еквiвален-
тностi показаний взаємозв’язок мiж груповими властивостями та властивостями вiдповiд-
них графiв Шраєра.

M. Fedorova, Schreier graphs of free products of cyclic groups, Math. Bull. Shevchenko Sci. Soc.
13 (2016) 9–20.

The group of finite automaton permutations over an alphabet X acts on the set of words
over this alphabet. This action determines sequences of level Schreier graphs and orbital Schreier
graphs. In the paper we consider properties of such graphs for free products of finite groups gener-
ated by finite automata. Using the concept of Schreier equivalence we study the interplay between
group properties and the properties of the corresponding Schreier graphs.

1. Вступ

Дослiджуючи пiдгрупи вiльних груп, О. Шраєр запропонував [1] розглядати по-
будованi конструкцiї за допомогою графiчного представлення, тим самим ввiвши
природне узагальнення графiв Келi, яке зараз називають графами Шраєра. Дж. Грос
довiв [2], що кожен зв’язний регулярний граф парного степеня є iзоморфним до де-
якого пiдлеглого неорiєнтованого графа Шраєра i показав, що зв’язний граф Шра-
єра є накриваючим простором для букету кiл. В роботах [3, 4] показано, що спе-
ктри графiв Шраєра групи автоматних пiдстановок можуть мати екзотичну стру-
ктуру. Для великого класу груп, заданих автоматами, Є. Бондаренко [5] довiв, що
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всi орбiтальнi графи Шраєра �! мають субекспоненцiйне зростання, обмежене зго-
ри n.logn/c

, де c – деяка константа. Р. Григорчуком, Т. Нагнiбедою та П. Лiманом
у [6] встановлено, що графами Шраєра на рiвнях груп блимаючих лампочок є так
званi павутиннi графи, якi ранiше вивчались з точки зору фiзики i теорiї комунiка-
цiй. В. Дiкерт, А. Мяснiков, А. Вайс у [7] вказали критерiї неаменабельностi графiв
Шраєра для певних вiльних добуткiв з об’єднаною пiдгрупою та HNN-розширень.
А. Мяснiков та Д. Савчук у [8] навели приклад 4-регулярного нескiнченного ав-
томатного графа промiжного росту, як графа Шраєра певної групи, породженої
трьостановим автоматом.

Розвиток теорiї груп автоматних пiдстановок протягом кiлькох останнiх де-
сятирiч показав, що графи Шраєра є ефективним iнструментом для дослiдження
таких груп та їх застосування в рiзних роздiлах математики.

Природно виникає задача вивчення графiв Шраєра вiльних добуткiв груп, до-
слiдженню якої присвячена дана стаття. Зокрема, розглядаються занурення вiльно-
го добутку скiнченної кiлькостi скiнченних циклiчних груп у групу скiнченно ав-
томатних пiдстановок FGA.X/, запропонованi А. Олiйником [9] та автором [10],
та властивостi графiв Шраєра таких представлень.

Стаття має наступну структуру. У другому та третьому роздiлах вказано основ-
нi означення та вiдомi факти, що стосуються графiв Шраєра та автоматних пiдста-
новок, вiдповiдно. Четвертий роздiл присвячено властивостям орбiтальних графiв
Шраєра, а також графiв Шраєра групи, породженої скiнченним набором скiнчен-
но автоматних пiдстановок, на рiвнях. Наведено ряд властивостей графiв Шраєра
заданих дiй вiльних добуткiв груп. У п’ятому роздiлi введено поняття шраєрової
вкладеностi, доведена умова розкладу у вiльний добуток групи, що є шраєрово
вкладеною у вiльний добуток скiнченної кiлькостi скiнченних груп простих по-
рядкiв. Наведена конструкцiя серiї занурень вiльного добутку скiнченної кiлькостi
скiнченних груп та доведена шраєрова вкладенiсть дiї, побудованої А. Олiйником
[9], у дiї вказаної серiї.

2. Графи Шраєра

Нахай група G зi скiнченною системою твiрних S дiє на множинi M .

Означення 2.1. Графом Шраєра �.G; S;M/ дiї групи G на множинi M назвемо
орiєнтований реберно-помiчений граф з множиною вершин M та множиною ребер
M �S , де для кожного m 2 M та s 2 S ребро .m; s/ веде з m у s.m/ i має помiтку
s .

Для випадку транзитивної дiї можна навести еквiвалентне означення. Нехай
G — група зi скiнченною системою твiрних S i пiдгрупою H .

Означення 2.2. Графом Шраєра �.G ;S ;H / групи G за її пiдгрупою H та систе-
мою твiрних S назвемо орiєнтований реберно-помiчений граф, множиною вершин
якого є множина G=H D fHg W g 2 Gg правих класiв сумiжностi, множиною ре-
бер — .G=H / � S , та множиною помiток — S . Ребро .Hg ; h/ позначимо h, а його
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початок s та кiнець r визначимо за правилами:

s.Hg ; h/ D Hg ; r.Hg ; h/ D Hgh

для всiх Hg 2 G=H та h 2 S .

Так побудований граф буде графом Шраєра у сенсi першого означення. Доста-
тньо обрати в якостi множини вершин графаM правi класи сумiжностiG=H з дiєю
множення справа.

Для доведення того, що для транзитивної дiї граф �.G; S;M/, що задовольняє
умови першого означення, є графом Шраєра у сенсi другого означення, зафiксує-
мо деяку вершину m 2 M графа Шраєра. Позначимо стабiлiзатор цiєї точки через
H D St.m/. З транзитивностi дiї випливає що для кожної вершини графа Шраєра
m 0 iснує шлях, який веде з m у m 0. Зафiксуємо такий шлях i розглянемо елемент
g 2 G, який є добутком помiток вздовж цього шляху. Змiнимо позначки вершин
графа Шраєра наступним чином: точцi m поставимо у вiдповiднiсть St.m/, а вер-
шинi m0 — клас сумiжностi Hg. Зауважимо, що цей клас не залежить вiд вибору
шляху, тобто для довiльного шляху h з m до m0 виконується mgh�1

D m.
Таким чином отримуємо, що наведенi означення графа Шраєра у випадку тран-

зитивної дiї є еквiвалентними.
Наведемо ряд необхiдних у подальшому властивостей графiв Шраєра.

Твердження 2.3. Нехай група G породжується елементами S D fa1; : : : ; akg про-
стих порядкiв p1; : : : ; pk вiдповiдно. Тодi для всiх i 2 f1; : : : ; kg та для кожної
вершини графа Шраєра �.G; S;M/ групи G, що дiє на множинi M , при данiй вер-
шинi або є петля з помiткою ai , або ця вершина входить у простий цикл довжини
pi , помiтки всiх ребер якого ai .

Доведення. У графi Шраєра групи G елементи пiд дiєю твiрного переходять самi
в себе за умови, що на них дiє твiрний один або pi разiв, 1 � i � k. У термiнах
графа Шраєра це означає наявнiсть петлi чи циклу довжини pi , помiтки всiх ребер
якого ai .

Наслiдок 2.4. Нехай група G дiє на множинi M i породжується елементами S D
fa1; : : : ; akg простих порядкiв p1; : : : ; pk вiдповiдно. Тодi кожна вершина графа
Шраєра �.G; S;M/ цiєї групи має рiвно одне “вхiдне” i одне “вихiдне” ребро з
помiткою ai , 1 � i � n.

Зауваження 2.5. “Вхiдне” i “вихiдне” ребра збiгаються у випадку петлi.

3. Скiнченно автоматнi зображення

Означення 3.1. Автоматом назвемо четвiрку даних A D hX;Q ; ';  i, де
X – скiнченний вхiдний та вихiдний алфавiт,
Q – непорожня множина внутрiшнiх станiв автомата A,
' та  функцiї переходу та виходу, що дiють з Q �X в Q та в X , вiдповiдно.
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Зокрема, скiнченним автоматом назвемо автомат зi скiнченною кiлькiстю ста-
нiв: jQ j < 1. Автомат називається перестановочним, якщо для кожного стану
автомата звуження вихiдної функцiї в кожному його станi визначає певну переста-
новку на алфавiтi X . Автомат називається iнiцiальним якщо у нього є видiлений
стан.

Перетворення множини X� всiх скiнченних слiв над алфавiтом X , визначенi
скiнченними iнiцiальними перестановочними автоматами, утворюють групу вiд-
носно суперпозицiї, яка позначається FGA.X/. Елементи цiєї групи називаються
скiнченно автоматними пiдстановками над алфавiтом X .

Розглянемо s (s � 2) групG1; : : : ; Gs , простi непарнi порядки яких дорiвнюють
p1; : : : ; ps вiдповiдно, 1 � p1 � : : : � ps , n D ps > 2. Побудуємо скiнченно
автоматне зображення їх вiльного добутку над алфавiтом X D fx1; : : : ; xng.

Позначимо через x1 слово x1 : : : x1 2 Xs . У Xs для 1 � i � s визначимо
пiдмножини:

Mi D fx : : : x„ƒ‚…
i

x1 : : : x1 W x 2 X; x ¤ x1g:

Визначимо Di D
S

j¤i

M
Gi

j , де

M
Gi

j D f!g
W ! 2Mj ; g 2 Gig; 1 � i; j � s;

Di D fx1
hg
W h 2 Gj ; g 2 Gi ; h ¤ ej ; j ¤ ig:

Лема 3.2. ([9]) Di є об’єднанням орбiт визначеної вище групи Gi на множинi слiв
довжини s над алфавiтом X , 1 � i � s.

Визначимо наGi ; 1 � i � s, функцiї 'ti , t 2 f1I 2g, котрi кожному елементу g 2
Gi ставлять у вiдповiднiсть перетворення 'ti .g/ множини X1 всiх нескiнченних
слiв над X . Для всiх k 2 N довiльне нескiнченне слово ! 2 X1 можна розбити на
склади довжини k:

! D !Œk; 1�!Œk; 2� : : :

Як наслiдок, для довiльних g 2 Gi , u 2 X1 визначимо vt D .'ti .g//.u/ наступним
чином:

v1Œs; 1� D uŒs; 1� i v1Œs; j � D

(
.uŒs; j �/g ; якщо uŒs; j�1� 2 Di ;

uŒs; j �; iнакше;
для j � 2; (1)

v2Œ2s; 1� D uŒ2s; 1� i v2Œs; j �D

(
.uŒs; j �/g ; якщо uŒs; j�2� 2 Di ;

uŒs; j �; iнакше;
для j � 3: (2)

Ми задали скрiзь визначене перетворення множини нескiнченних слiв над X .
Зауважимо, що перетворення 'ti .ei / є тотожним.
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Лема 3.3. ([9, 10]) Для кожного елемента g 2 Gi i перетворення 'ti .g/ простору
X є скiнченно автоматною пiдстановкою над алфавiтом X . А функцiя 'ti є моно-
морфiзмом з групи Gi в групу скiнченно автоматних пiдстановок FGA.X/.

Нехай Gt .G1; : : : ; Gs/ — пiдгрупа в групi скiнченно автоматних пiдстановок
над X , породжена 't1.G1/; : : : ; 'ts.Gs/; 1 � t � 2:

Теорема 3.4. ([9, 10]) Має мiсце iзоморфiзм
Gt .G1; : : : ; Gs/ ' G1 � : : : �Gs , 1 � t � 2.

4. Властивостi графiв Шраєра на рiвнях

Нехай група G породжена скiнченним набором S (скiнченно) автоматних пiд-
становок над алфавiтом X . Група G дiє на множинi всiх скiнченних слiв X� та
нескiнченних слiвX! надX . Для кожного нескiнченного слова ! можна розгляну-
ти граф Шраєра �! дiї групи G на орбiтi слова !.

Означення 4.1. Для кожного ! 2 X! граф Шраєра �.G; S; !/ дiї групи G на
G-орбiтi точки ! називається орбiтальним графом Шраєра i позначається �! .

Група G дiє на множинах Xn, n � 1, тобто множинах слiв рiвної довжини.
Таким чином природно виникає послiдовнiсть �n скiнченних графiв Шраєра дiї G
на Xn, n � 1. Їх називають графами Шраєра дiї групи G на рiвнях.

Опишемо ряд властивостей графiв Шраєра на рiвнях побудованих дiй (1) i (2).

Твердження 4.2. Єдинi слова довжини n, що не змiнюються пiд дiєю всiх твiрних
у G1.Cp1

; : : : ; Cps
/ та G2.Cp1

; : : : ; Cps
/ мають вигляд 00 : : : 00ab та 00 : : : cdef

вiдповiдно, де ab 2 X2, cdef 2 X4 – довiльнi склади з X2 та X4.

Доведення. Розглянемо випадок дiї (1).
Необхiднiсть. Розглянемо дiю довiльного твiрного на слово виду 00 : : : 00ab. За
означенням дiї склад слова довжини 2 буде змiнюватись пiд дiєю деякого твiрно-
го лише якщо попереднiй склад цього слова вiдмiнний вiд 00. В нашому випадку
єдиним ненульовим складом може бути останнiй, який не впливає на змiну слова.
Таким чином слово виду 00 : : : 00ab не змiнюється пiд дiєю будь-якого твiрного.
Достатнiсть. Нехай деяке слово ! довжини m не змiнюється пiд дiєю всiх твiр-
них, що задають Cp1

� : : :�Cps
. З урахуванням означення дiї, це означає, що жоден

з перших n � 1 складiв не належать множинам Di , 1 � i � m. Таке можливо лише
якщо вони належать X2n

Ss
1Di D f00g. Отже, першi n � 1 складiв цього слова

складаються з нулiв. Останнiй склад не впливає на змiну слова, тому його можна
обрати довiльним.

Доведення для випадку (2) проводиться аналогiчним чином, але враховується,
що на змiну слова не впливають чотири останнi символи.

На n-тому рiвнi граф Шраєра вiльного добутку мiстить 9 (вiдповiдно 81) ком-
понент зв’язностi, що мають вигляд вершини з двома петлями, помiченими A1 та
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A2. Такi компоненти задаються словами довжини 2n, першi .n � 1/ (вiдповiдно
.n � 2/) складiв довжини 2 яких є 00, а останнiй — довiльний.

Зауваження 4.3. Всi зв’язнi компоненти графа Шраєра �1 групи
Gt .Cp1

; : : : ; Cps
/, 1 � t � 2, s � 2, мають рiвно по 2 ребра.

Одним зi способiв побудувати компоненту зв’язностi ‡2 на .n C 1/-ому рiв-
нi є обрання компоненти ‡1 графа Шраєра �n на рiвнi n, що мiстить петлi. Якщо
вершина у ‡1, при якiй є петля з помiткою Ai , позначена словом останнiй (у ви-
падку дiї 1) або передостаннiй (у випадку дiї 2) склад якого належить множинi
Di ; 1 � i � 2, то при переходi на наступний рiвень незалежно вiд того, який склад
буде дописано до помiтки заданої вершини, петля, позначена Ai перетвориться на
цикл довжини 3, кожне ребро якого має помiтку Ai .

Твердження 4.4. Розглянемо довiльний рiвень k. Для всiх натуральних j > k, для
довiльної компоненти зв’язностi ‡ графа Шраєра на рiвнi k у графi Шраєра на
рiвнi j знайдесться компонента зв’язностi, iзоморфна ‡ .

Доведення. Розглянемо довiльну вершину компоненти зв’язностi ‡ графа Шрає-
ра на рiвнi k. Нехай ця вершина має помiтку ! i пiд дiєю твiрного Ai ; 1 � i � 2,
переходить у вершину з помiткою !i , яка, взагалi кажучи, може спiвпадати з !. За-
фiксуємо довiльний рiвень j > k. Покажемо, що компонента зв’язностi ‡j графа
Шраєра на рiвнi j , якiй належить вершина з помiткою 00 : : : 00„ ƒ‚ …

2.j�k/

!, iзоморфна ‡ .

Розглянемо як дiють твiрнi Ai , 1 � i � 2, на 00 : : : 00„ ƒ‚ …
2.j�k/

!. Оскiльки 00 … Di , то

першi .j � k C 1/ складiв для представлення (1) та першi .j � k C 2/

складiв для представлення (2) не змiнюються. Тобто, префiкси довжини
2.j � k C 1/ слiв, у якi переходить 00 : : : 00„ ƒ‚ …

2.j�k/

! пiд дiєю твiрного Ai , мають вигляд

00 : : : 00„ ƒ‚ …
2.j�k/

…2.!i /. Подальше перетворення слова 00 : : : 00„ ƒ‚ …
2.j�k/

! залежить лише вiд ви-

гляду !, тому слово 00 : : : 00„ ƒ‚ …
2.j�k/

! пiд дiєю твiрних Ai переходить у слово 00 : : : 00„ ƒ‚ …
2.j�k/

!i .

Застосувавши аналогiчнi мiркування до всiх iнших вершин ‡j , бачимо, що є
взаємнооднозначна вiдповiднiсть мiж мiтками i переходами вершин ‡j та ‡ , отже
вони iзоморфнi мiж собою.

Таким чином, для того, щоб знайти на наступному рiвнi компоненту зв’язностi,
iзоморфну заданiй, достатньо до початку слова ! (злiва) дописати склад 00, який
не вплине на перетворення слова !, i побудувати компоненту графа Шраєра.

Лема 4.5. Розглянемо компоненту зв’язностi �0 графа Шраєра на рiвнi, що має
 ребер, вiдмiнних вiд петель. Нехай в нiй побудовано деякий цикл без повторiв
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ребер, що має меншу кiлькiсть ребер, нiж  . У цьому циклi завжди можна знайти
вершину, в яку входить або з якої виходить ребро, що не належить заданому циклу.

Доведення. Доведемо вiд супротивного. Припустимо, що в заданому циклi � не
iснує жодної вершини, що мала б незадiяне у побудовi даного циклу ребро, що не є
петлею.

Розглянемо множину E� ребер, що не входять у цикл � , але належать компо-
нентi зв’язностi �0. Оскiльки, за припущенням, � не мiстить жодної вершини, що
мала б не задiяне у побудовi циклу ребро, що не є петлею, то всi вершини, що з’єд-
нанi з ребрами з множиниE�, також не належать циклу � . Таким чином ми можемо
розбити компоненту зв’язностi �0 на двi пiдкомпоненти �1 i �2, якi мiстять та не
мiстять вершини та ребра циклу � вiдповiдно. Враховуючи властивiсть циклу � ,
яку було припущено, �1 i �2 є вiдокремленими, а �0 не є компонентою зв’язностi.
Це неможливо, тому цикл � покриває всi вершини компоненти графа Шраєра, що
розглядається. Але, за умовою задачi, цикл покриває не всi ребра компоненти. Тоб-
то iснує вершина компоненти, що належить циклу, i є початком або кiнцем ребра,
що не належить заданому циклу.

Теорема 4.6. Нехай G — вiльний добуток скiнченної кiлькостi скiнченних груп.
Iснує точна дiя групиG скiнченно автоматними пiдстановками над деяким алфавi-
томX така, що графи Шраєра на рiвнях цiєї дiї не мiстять кратних ребер, вiдмiнних
вiд петель.

Доведення. Розглянемо конструкцiю .1/ та .2/ занурення вiльного добутку скiн-
ченної кiлькостi скiнченних груп у групу автоматних пiдстановок. У данiй побу-
довi твiрнi заданi автоматами, що або не рухають слово, або перетворюють його
по-рiзному. Тобто дiя двох твiрних на слово може бути однакова тодi i лише то-
дi, коли вони дiють на слово тривiально. При побудовi графа Шраєра на рiвнi це
означає, що два ребра з рiзними помiтками будуть з’єднувати однаковi вершини (в
один бiк) тодi i лише тодi, коли цi вершини спiвпадають, тобто ребра утворювати-
муть петлi.

Розглянемо заданi представлення (1) i (2) для вiльного добутку Cp � : : : � Cp

скiнченної кiлькостi циклiчних груп порядку p.

Теорема 4.7. Нехай ‡ — компонента зв’язностi графа Шраєра �n .n > 1/, яка мi-
стить бiльше однiєї вершини, S — кiлькiсть ребер в ‡ , якi є вiдмiнними вiд петель.
Тодi для кожного k такого, що 1 � k � S=p, в ‡ iснує орiєнтований замкнений
ланцюг довжини pk.

Доведення. Якщо �n мiстить бiльше однiєї вершини, то її можна задати дiєю на
слово ! довжини n � 2, що має вигляд, вiдмiнний вiд вказаного у твердженнi 4.2.
Подiємо на це слово твiрними A1 i A2 та отримаємо компоненту графа Шраєра на
рiвнi n. За твердженням 4.2, є твiрний елемент, який дiє нетривiально на слово !.
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У зв’язку з тим, що ми дiємо у Cp � : : : � Cp, отримуємо, що в цiй компонентi є
цикл довжини p, що складається з ребер з однаковими помiтками.

Збiльшимо цей цикл наступним чином. За лемою 4.5 в заданому циклi iснує
вершина, з якої виходить або в яку входить ребро з помiткою, що вiдрiзняється
вiд тiєї, якою був побудований перший цикл, бо у вершину може входити i вихо-
дити не бiльше двох ребер з однаковою помiткою (а у першому циклi задiянi два
ребра з певною помiткою: вхiдне i вихiдне). Це означає, що обрана вершина нале-
жить деякому циклу довжини p, ребра якого позначенi iншою помiткою, нiж ребра
початкового циклу. Отже, жодне ребро цього циклу не задiяне при побудовi зада-
ного циклу. Побудуємо новий цикл наступним чином: почнемо з обраної вершини
i пройдемо знайдений цикл довжини p. Повернемось у задану вершину i пройде-
мо по початковому циклу довжини p, повернемось у задану вершину. Отримаємо
цикл довжини 2p. Продовжимо побудову аналогiчно. За iндукцiєю доведемо, що
це можливо.

База iндукцiї. У графi Шраєра на рiвнi, бiльшому за 1 iснує цикл довжини p
згiдно з побудовою вище.

Нехай у заданiй компонентi графа �n ми маємо побудований цикл iз кiлькiстю
ребер p.t � 1/. За його допомогою побудуємо цикл довжиною pt . За лемою 4.5, у
цьому циклi є вершина, з якої входить або виходить ребро, не задiяне у побудовi
заданого циклу довжини p.t �1/. За принципом побудови заданого циклу довжини
p.t � 1/, якщо хоча б одне ребро не належить попередньому циклу, то i всi ре-
бра цього циклу не належать заданому циклу. Побудуємо новий цикл наступним
чином: почнемо з обраної вершини i пройдемо знайдений цикл довжини p. По-
вернемось в задану вершину i пройдемо по початковому циклу довжини p.t � 1/,
повернемось в задану вершину. Отримаємо цикл довжини p.t � 1/C p D pt .

Розглянемо орбiту нескiнченного слова w. Позначимо Pi множину префiксiв
довжини i всiх слiв, що належить цiй орбiтi. Нехай ki — кiлькiсть елементiв мно-
жини Pi . Тодi має мiсце наступна

Лема 4.8. Орбiтальний граф Шраєра �! має необмежену кiлькiсть вершин тодi i
тiльки тодi, коли послiдовнiсть .ki /i�1 необмежена.

Доведення. Нехай орбiтальний граф Шраєра �! має необмежену кiлькiсть вер-
шин. Припустимо, що послiдовнiсть .ki /i�1 обмежена. Тодi iснує натуральне число
N таке, що для всiх i � N виконується ki D kN . З цього випливає, що кiлькiсть
слiв у данiй орбiтi дорiвнює kN , що вiдповiдає кiлькостi вершин у �! i суперечить
необмеженостi �! .

Нехай послiдовнiсть .ki /i�1 необмежена. Це означає, що кiлькiсть рiзних пре-
фiксiв слiв в данiй орбiтi нескiнченна. Отже, i кiлькiсть слiв в орбiтi, що вiдповiдає
кiлькостi вершин орбiтального графа Шраєра �! , необмежена.

Розглянемо орбiту нескiнченного слова що має вигляд !00 D v00 : : : 00 : : :, де
v — довiльне нетривiальне скiнченне слово над алфавiтом X .
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Твердження 4.9. Орбiтальний граф Шраєра �!00
, заданого орбiтою нескiнченно-

го слова !00 D v00 : : : 00 : : :, де v — довiльне нетривiальне скiнченне слово над
алфавiтом X , має необмежену кiлькiсть вершин.

Доведення. Розглянемо останнiй ненульовий склад довжини 2 слова v (або слова
v0, якщо v 2 X ). Цей склад належить D1 [ D2. Отже, пiд дiєю першої та/або
другої твiрної вiн змiнюватиме наступний нульовий склад на склад з D1 [ D2.
Таким чином, кожна наступна дiя твiрних створює новий нетривiальний префiкс
бiльшої довжини, нiж на попередньому кроцi. Тобто для всiх ki , i � 1, виконується
ki < kiC1. Це означає, що послiдовнiсть .ki /i�1 є необмеженою, i за лемою 4.8
орбiтальний граф Шраєра �!00

також є нескiнченним.

5. Шраєрова вкладенiсть та еквiвалентнiсть

В термiнах графiв Шраєра можна дати природну достатню умову точностi дiї
групи на множинi. А саме, нехай група G дiє на множинах M1 та M2, тобто задано
зоображення  1 та  2 групи G на цих множинах вiдповiдно.

Означення 5.1. Будемо казати, що зображення  1 шраєрово вкладене у зображе-
ння  2, якщо в групi G знайдеться система твiрних A така, що кожна компонента
зв’язностi графа Шраєра цiєї групи вiдносно системи твiрних A дiї  1 iзоморфна
деякiй компонентi графа Шраєра дiї  2.

Два зображення 1 та 2 назвемо шраєрово еквiвалентними, якщо зображення
 1 шраєрово вкладене у  2 i навпаки.

Теорема 5.2. Нехай G – група,  1 та  2 – зображення цiєї групи такi, що  1 шра-
єрово вкладене у  2. Якщо зображення  2 є точним, то  1 також є точним.

Доведення. За означенням  1 не буде точною дiєю у випадку, якщо знайдеться
неодиничний елемент g1 � � �gn групи G такий, що фiксує довiльне слово множи-
ни, на якiй дiє група G. Це означає, що на графi Шраєра дiї  1 групи G шляхи з
помiтками ребер g1; : : : ; gn фiксують довiльну точку, тобто утворюють цикли. За
припущенням теореми, дiя  1 групи G шраєрово вкладена у дiю  2 групи G, тому
в графi Шраєра дiї  2 групи G також всi шляхи з помiтками g1; : : : ; gn є цикла-
ми. Це означає, що неодиничний елемент g1 � � �gn групи G фiксує довiльне слово
множини, на якiй дiє група G, що суперечить точностi дiї  2.

Помiтимо, що дiя, задана спiввiдношенням .1/, є шраєрово вкладеною у дiю, що
задана спiввiдношенням .2/:

Теорема 5.3. Зображення групи G1 � : : : �Gs , задане спiввiдношенням .1/, є шра-
єрово вкладеним у зображення, задане спiввiдношенням .2/.

Доведення. Щоб це довести виразимо перше зображення через друге.
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Нехай зображення 2 дiє на слово !. Розглянемо пiдслова !, що складаються з
парних !ev та непарних !od складiв ! довжини s:

! D !Œs; 1�!Œs; 2�!Œs; 3� : : :

!od D !Œs; 1�!Œs; 3�!Œs; 5� : : :

!ev D !Œs; 2�!Œs; 4�!Œs; 6� : : :

Нехай v2 — слово, що є результатом другої дiї на ! та задається спiввiдноше-
нням .2/, v1;od та v1;ev — словa, що є результатами першої дiї на !od та !ev вiд-
повiдно та задаються спiввiдношенням .1/. Порiвнявши склади v2, v1;od та v1;ev,
маємо наступнi спiввiдношення для довiльного натурального k:(

v2Œs; 2k � 1� D v1;od Œs; k�;

v2Œs; 2k� D v1;evŒs; k�:
(3)

Таким чином, ми отримаємо, що для того, щоб виразити другу дiю через першу,
достатньо розкласти слово !, на яке дiє друге вiдображення, на слова !ev та !od з
парних та непарних складiв ! вiдповiдно, застосувати до них перше перетворення,
та утворити нове слово, використавши спiввiдношення .3/.

Розглянемо довiльну компоненту зв’язностi графа Шраєра першої дiї. Зафiксу-
ємо деяку вершину цiєї компоненти, позначену деяким словом !1. Доведемо, що
у графi Шраєра другої дiї є iзоморфна обранiй компонента зв’язностi. Для цього
розглянемо слово !00;1, що для натуральних k буде утворене наступним чином:(

!00;1Œs; 2k � 1� D 00I

!00;1Œs; 2k� D !1Œs; k�:
(4)

Враховуючи, що 00 … Di ; 1 � i � s, то пiд дiєю другого вiдображення непарнi
склади !00;1 не будуть змiнюватись, а парнi будуть змiнюватись так само, як скла-
ди !1 пiд дiєю першого перетворення. Таким чином, компонента зв’язностi графа
Шраєра другої дiї, що мiстить в собi помiтку вершини словом !00;1, буде iзомор-
фна компонентi зв’язностi графа Шраєра першої дiї, що мiстить помiтку вершини
словом !1.

Отже, для довiльної компоненти зв’язностi графа Шраєра першої дiї можна зна-
йти iзоморфну компоненту зв’язностi графа Шраєра другої дiї. Тобто, перша дiя є
шраєрово вкладеною у другу дiю.

Наслiдок 5.4. З того, що перетворення .2/ задає вiльний добуток, випливає, що
перетворення .1/ теж задає вiльний добуток.

Простим прикладом шраєрово еквiвалентних дiй до .1/ або .2/ є дiї, побудованi
аналогiчним чином, з використанням перестановки елементiв алфавiту X . Тобто,
при побудовi множин Di ми можемо використати замiсть слова x1 довiльне iнше
слово xi , 2 � i � s.
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Побудуємо клас дiй, в якi буде шраєрово вкладене перетворення .1/. Визначи-
мо на Gi , 1 � i � s, серiю наборiв функцiй 'ti ; t � 3, котрi кожному елементу
g 2 Gi стaвлять у вiдповiднiсть скiнченно автоматнi перетворення 'ti .g/ множи-
ни X1 всiх нескiнченних слiв над X . Для довiльних g 2 Gi , u 2 X1, визначимо
vt D .'ti .g//.u/ наступним чином. Для довiльного 1 � j < t C 1 покладемо
vt Œs; j � D uŒs; j �; а для всiх j � t C 1

vt Œs; j � D

(
.uŒs; j �/g ; якщо uŒs; j � n� 2 Di ;

uŒs; j �; iнакше.
(5)

Аналогiчно до позначення Gt .G1; : : : ; Gs/ для t D 1; 2, нехай Gt .G1; : : : ; Gs/

— пiдгрупа в групi скiнченно автоматних пiдстановок над X , породжена
't1.G1/; : : : ; 'ts.Gs/, t � 3: Подiбно до мiркувань [9, 10], можна довести:

Теорема 5.5. Має мiсце iзоморфiзм Gt .G1; : : : ; Gs/ ' G1 � : : : �Gs , t � 1.

Дiя, задана спiввiдношенням 1, є шраєрово вкладеною в дiї, що заданi спiввiд-
ношенням 5. Доведення цього факту проводиться аналогiчно доведенню теореми
5.5, з розбиттям слова !, на яке дiє зображення .5/, на t слiв8̂̂̂̂

<̂
ˆ̂̂:
vt Œs; tk � 1� D v1;1Œs; k�;

vt Œs; tk � 2� D v1;2Œs; k�;

� � �

vt Œs; tk � t C 1� D v1;t�1Œs; k�:

(6)
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