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Н.В. Степаненко. Деякi конструкцiї функцiй Ляпунова в теорiї регулярних лiнiйних роз-
ширень динамiчних систем на торi // Мат. вiсн. Наук. тов. iм. Шевченка. — 2016. — Т.13.
— C. 121–129.

Дослiджуються питання можливостi змiни коефiцiєнтiв лiнiйного розширення динамi-
чної системи для збереження вигляду квадратичної форми, похiдна якої в силу цiєї системи
є знаковизначеною.

N.V. Stepanenko, Some constructions of Lyapunov’s functions in the theory of regular linear ex-
tensions of the dynamical systems of torus, Math. Bull. Shevchenko Sci. Soc. 13 (2016), 121–129.

In this paper the author investigate the question of possibility of a change of the coefficients of
linear extensions of a dynamical system for maintenance of quadratic form whose derivative with
respect to this system is positive definite.

Introduction

Ключовим питанням в теорiї збурення iнварiантних многовидiв динамiчних си-
стем є питання iснування функцiї Грiна [1]. Ця функцiя дозволяє записувати iнва-
рiантнi многовиди в явному iнтегральному виглядi, що дає можливiсть дослiдженя
гладкостi iнварiантних многовидiв, а також неперервну залежнiсть вiд параметрiв.
Питання iснування функцiї Грiна тiсно пов’язано з питанням iснування узагальне-
ної функцiї Ляпунова, яка розглядається у виглядi квадратичних форм [2]. Такi
форми можуть змiнювати знак i вироджуватись в деяких точках, але їх похiдна в
силу певної системи рiвнянь є знаковизначеною. Досить часто виникає задача побу-
дови функцiї Ляпунова [2]–[5]. Знання конкретного вигляду функцiї Ляпунова дає
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можливiсть оцiнити величину збурення динамiчних систем, при яких зберiгаються
обмеженi iнварiантнi многовиди. Не дивлячись на глибокi теоретичнi дослiдже-
ння iнварiантних тороїдальних многовидiв [2], питання побудови функцiї Грiна i
функцiї Ляпунова для деяких лiнiйних розширень динамiчних систем на торi зали-
шається вiдкритим. Дослiдженню задачi конструкцiї функцiй Ляпунова для деяких
лiнiйних розширень динамiчних систем i присвячена запропонована стаття.

1. Main results

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь

d'

dt
D a.'/;

dx

dt
D A.'/x; (1)

де ' 2 Rm, x 2 Rn, дiйсна векторна функцiя a.'/ D fa1.'/; : : : ; am.'/g є 2�-
перiодичною по кожнiй змiннiй 'j , j D 1;m, i задовольняє умовi Лiпшиця. Це
припущення дозволяє стверджувати, що задача Кошi d'=dt D a.'/, 'jtD0 D '0
має єдиний розв’язок 't .'0/ при кожному фiксованому значеннi '0. Оскiльки фун-
кцiя a.'/ є перiодичною, то вона є обмеженою. Звiдси випливає, що кожний такий
розв’язок 't .'0/ буде визначеним при всiх t 2 R. Квадратна матриця A.'/ є n�n-
вимiрною, а її елементами є дiйснi скалярнi функцiї, неперервнi за сукупнiстю змiн-
них ' D .'1; : : : ; 'm/ i перiодичнi по кожнiй змiннiй 'j . Функцiя А(') визначена
на m-вимiрному торi Tm, тобто A.'/ 2 C.Tm/ i a.'/ 2 CLip.Tm/.

Поряд iз системою (1) будемо розглядати вiдповiдну неоднорiдну систему

d'

dt
D a.'/;

dx

dt
D A.'/x C f .'/; f .'/ 2 C.Tm/: (2)

Нагадаємо (див. [3]) означення просторуC 0.TmI a/, iнварiантного тору системи
(2) i функцiї Грiна задачi про iнварiантнi тори G0.�; '/ системи (1).

Означення 1.1. C 0.TmI a/ є пiдпростором простору C.Tm/ неперервних функцiй
ˆ.'/ таких, що суперпозицiя ˆ.'t .'// є неперервно диференцiйовною функцiєю
дiйсної змiнної t . При цьому, за означенням,

dˆ.'t .'//

dt

ˇ̌̌
tD0

df
D P̂ .'/

– похiдна вздовж розв’язкiв 't .'/.

Означення 1.2. Говорять, що система (2) має iнварiантний тор x D u.'/, якщо
u.'/ 2 C 0.TmI a/ i виконується тотожнiсть Pu.'/ � A.'/u.'/C f .'/ 8' 2 Tm.

Позначаючи�t� .'/ нормовану фундаментальну матрицю розв’язкiв лiнiйної си-
стеми

dx

dt
D A.'t .'//x; (3)

�t�
ˇ̌
tD�
D In, In — n-вимiрна одинична матриця, нагадаємо означення функцiї

Грiна [2].
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Означення 1.3. Якщо iснує n � n-вимiрна квадратна матриця C.'/ 2 C.Tm/ така,
що для функцiї

G0.�; '/ D

(
�0� .'/C.'� .'//; � � 0;

�0� .'/ŒC.'� .'// � In�; � > 0;
(4)

виконується оцiнка

kG0.�; '/k � K expf� j� jg 8� 2 R; 8' 2 Tm (5)

з додатнiми сталими K;  , не залежними вiд � i ', то функцiю (4) називають фун-
кцiєю Грiна задачi про iнварiантнi тори системи (1).

Зауваження. Якщо iснує функцiя Грiна (4) з оцiнкою (5), то система (2) при ко-
жнiй функцiї f .'/ 2 C.Tm/ має iнварiантний тор, який можна записати в явному
iнтегральному виглядi

x D u.'/ D

Z C1
�1

G0.�; '/f .'� .'//d�: (6)

Зауваження. Виконання оцiнки (5) для функцiї (4) є еквiвалентним виконанню
оцiнки kGt .0; '/k � K expf� jt jg, 8t 2 R, 8' 2 Tm для допомiжної функцiї

Gt .0; '/ D

(
�t0.'/C.'/; t � 0;

�t0.'/ŒC.'/ � In�; t < 0;

з тими ж самими додатнiми сталими K;  .

Зауваження. Якщо iснує функцiя Грiна (4) з оцiнкою (5), то наступна функцiя

Gt .�; '/ D

(
�t� .'/C.'� .'//; � � t;

�t� .'/ŒC.'� .'// � In�; � > t;

є функцiєю Грiна задачi про обмеженi розв’язки системи (3), тобто неоднорiдна
система

dx

dt
D A.'t .'//x C f .t/ (7)

при кожнiй неперервнiй i обмеженiй на R вектор-функцiї f .t/ буде мати обмеже-
ний розв’язок: x D

RC1
�1

Gt .�; '/f .�/d� .

Наслiдок 1.4. Якщо лiнiйна неоднорiдна система (7) для деякого фiксованого зна-
чення параметра ' i неперервної обмеженої на R функцiї f .t/ не має обмеженого
на R розв’язку, то система (1) не має функцiї Грiна (4).

Систему (1), яка має єдину функцiю Грiна (4) з оцiнкою (5) прийнято називати
регулярною; якщо вiдомо тiльки, що iснує хоча б одна така функцiя (4), то систему
(1) називають слабко регулярною, а у випадку iснування нескiнченної кiлькостi
рiзних таких функцiй, систему (1) називають строго слабо регулярною.
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Нагадаємо, що через hy; Nyi D
Pn
jD1 yj Nyj позначається скалярний добуток в

Rn, kyk D
p
hy; yi – норма вектора y в Rn, hSy; yi – квадратична форма з симе-

тричною матрицею коефiцiєнтiв S . Норма матрицi M.'/ розглядається як норма
вiдповiдного оператора:

kM.'/k D max
kykD1

kM.'/yk; kMk0 D max
'2Tm

kM.'/k:

Вiдомий наступний критерiй регулярностi для систем вигляду (1).

Теорема 1.5. Нехай W D hS.'/y; yi, y 2 Rn, — квадратична форма iз симе-
тричною матрицею коефiцiєнтiв S.'/ 2 C 0.TmI a/, похiдна якої в силу системи
рiвнянь

d'

dt
D a.'/;

dy

dt
D �AT .'/y

є додатно визначеною, тобто

PW D
˝
Œ PS.'/ � S.'/AT .'/ � A.'/S.'/�y; y

˛
� kyk2; y 2 Rn; (8)

тодi система (1) буде слабко регулярною. Якщо крiм того припустити, що

detS.'/ ¤ 0 8' 2 Tm; (9)

то система (1) буде регулярною i у структурi функцiї Грiна (4) матриця C.'/ буде
матрицею проектування, для якої виконуються тотожностi

C 2.'/ � C.'/;8' 2 TmI C.'t .'// � �
t
0.'/C.'/�

0
t .'/; 8' 2 Tm; t 2 R: (10)

Якщо ж умова (9) не виконується, а iснують такi значення ' D '0 2 Tm, при яких
виконується рiвнiсть detS.'0/ D 0 то система (1) буде строго слабко регулярною
i кожна з матриць C.'/ не буде задовольняти жодної з тотожностей (10).

Зауваження. Якщо в нерiвностi (8) симетрична матриця S.'/ 2 C 0.TmI a/ є не-
виродженою, то для матрицi NS.'/ D �S�1.'/, буде виконуватись наступна нерiв-
нiсть˝

Œ PNS.'/C NS.'/A.'/C AT .'/ NS.'/�x; x
˛
� kxk2; x 2 Rn;  D const > 0;

а це означає, що похiдна в силу системи (1) невиродженої квадратичної форми
�hS�1.'/x; xi D h NS.'/x; xi є додатно визначеною.

Вiдмiтимо, що для подальших дослiджень зручнiше розглядати систему (1), яка
є регулярною, оскiльки iнварiантний тор, записаний в явному iнтегральному вигля-
дi (6) буде зручним для подальших дослiджень на гладкiсть i т.д.

Вiдомо [3], що слабко регулярну систему (1) завжди можна розширити так, щоб
утворена система була регулярною. Одне iз найпростiших таких розширень має
вигляд

d'

dt
D a.'/;

dx

dt
D A.'/x;

dy

dt
D x � AT .'/y: (11)
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Якщо виконується нерiвнiсть (8) з деякою симетричною матрицею S.'/ 2 C 0.TmI a/,
то не дивлячись на те чи матриця S.'/, вироджується чи нi, наступна квадратична
форма V D phx; yi C hS.'/y; yi буде невиродженою i її похiдна в силу системи
(11) при досить великих дiйсних значеннях параметру p > 0 буде додатно визна-
ченою.

В цьому легко переконатись:

PV D phA.'/x; yi C phx; x � AT .'/yi C h PS.'/y; yi C 2hS.'/y; x � AT .'/yi D

D pkxk2 C 2hS.'/x; yi C
˝
Œ PS.'/ � S.'/AT .'/ � A.'/S.'/�y; y

˛
�

� pkxk2 � 2kSk0kxkkyk C kyk
2
�
p � kSk20
p C 1

�
kxk2 C kyk2

�
; p > kSk20:

Якщо розглядати систему (11) як самостiйну, не припускаючи виконання умови
(8), то не при кожнiй матрицi A.'/ 2 C.Tm/ ця система буде регулярною (напри-
клад, приA.'/ � 0 ця система не має функцiї Грiна). Але iснує квадратична форма
V D hx; yi, похiдна якої в силу системи (11) є невiд’ємною PV � kxk2.

Отже виникає питання дослiдження властивостi регулярностi систем вигляду

d'

dt
D a.'/;

dx

dt
D A.'/x;

dy

dt
D B.'/x � AT .'/y:

Продовжуючи узагальнення записаної системи, отримуємо наступну систему

d'

dt
D a.'/;

dx1

dt
D A11.'/x1 C A21.'/x2;

dx2

dt
D A21.'/x1 C A22.'/x2: (12)

Для охоплення бiльш широкого класу систем припустимо, що x1 2 Rn1 , x2 2
Rn2 – рiзної розмiрностi. Виявляється, що дiючи за аналогiєю попереднiм викла-
дам, припускаючи, що для пiдсистеми системи (12), а саме для системи

d'

dt
D a.'/;

dx2

dt
D A22.'/x2:

iснує квадратична форма V2 D hS22.'/x2; x2i така, що її похiдна в силу цiєї систе-
ми є додатно визначеною PV2 � kx2k2 i iснує квадратична форма V1 D hS.'/x; xi,
похiдна якої в силу системи (12) додатно визначена по частинi змiнних PV1 � kx1k2

отримаємо, що похiдна квадратичної форми V D pV1CV2 в силу системи (12) при
достатньо великих значеннях параметру p є додатно визначеною. При цьому якщо
S.'/ – невироджена, то система (12) буде регулярною.

Запишемо умови для iснування такої квадратичної форми˝
. PS.'/C S.'/A.'/C AT .'/S.'//x; x

˛
� kx1k

2; x 2 Rn; x1 2 Rn1 ;˝
. PS22.'/C S22.'/A22.'/C A

T
22.'/S22.'// x2; x2

˛
� kx2k

2; x2 2 Rn2 :
(13)

Якщо позначити

S2.'/ D

�
0 0

0 S22.'/

�
; C1 D

�
I 0

0 0

�
; C2 D

�
0 0

0 I

�
; (14)
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то нерiвностi (13) записуються в наступному виглядi˝
. PS.'/C S.'/A.'/C AT .'/S.'//x; x

˛
� kC1xk

2;˝
. PS2.'/C S2.'/A.'/C A

T .'/S2.'//C2x; C2x
˛
� kC2xk

2:

Якщо ж вiдмовитись вiд вигляду матриць (14) i припустити, що записанi вище
нерiвностi виконуються з деякими матрицями C1 D C1.'/, C2 D M2.'/, сума
яких C1.'/ C M2.'/ D M1.'/ є невиродженою матрицею, то цього не досить,
щоб iснувала квадратична форма, похiдна якої в силу системи (12) була б додатно
визначеною. Для того, щоб така форма iснувала, потрiбно додатково припускати
комутативнiсть матриць M1.'/, M2.'/. Це дозволяє приведенi вище нерiвностi за-
писати у виглядi˝
. PS.'/C S.'/A.'/C AT .'/S.'//M1.'/x;M1.'/x

˛
�
ŒM1.'/ �M2.'/�x

2;˝
. PS2.'/C S2.'/A.'/C A

T .'/S2.'//M2.'/x;M2.'/x
˛
� kM2.'/xk

2:

Основний результат статтi мiститься в наступному твердженнi.

Теорема 1.6. Припустимо, що симетричнi n�n-матрицi Si .'/ 2 C 0.TmI a/, i D
1; k, задовольняють нерiвностi

h. PSi .'/CSi .'/A.'/CA
T.'/Si .'//Mi .'/x;Mi .'/xi �

ŒMi .'/�MiC1.'/�x
2;

i D 1; .k � 1/; (15)

h. PSk.'/C Sk.'/A.'/C A
T .'/Sk.'//Mk.'/x;Mk.'/xi � kMk.'/xk

2

з деякими матрицями Mi .'/ 2 C
0.Tm/, i D 1; k, причому перша з матриць M1.'/,

є невиродженою: detM1.'/ ¤ 0. Тодi похiдна в силу системи (1) квадратичної
форми з параметрами

V D �1hS1.'/x; xi C � � � C �k�1hSk�1.'/x; xi C hSk.'/x; xi (16)

буде додатно визначеною при достатньо великих дiйсних значеннях параметрiв
�1 > �2 > � � � > �k�1 > 0.

Доведення. Розглянемо спочатку суму матриць iз одним скалярним параметром:

�k�1Sk�1.'/C Sk.'/ D QS.'/ (17)

i покажемо, що при достатньо великих значеннях параметра �k�1 > 0 буде вико-
нуватись нерiвнiсть˝
Œ PQS.'/C QS.'/A.'/CAT.'/ QS.'/�Mk�1.'/x;Mk�1.'/x

˛
��.�k�1/ � kMk�1.'/xk

2; (18)

де

�.�k�1/ D
�k�1 �  � 

2

2.�k�1 �  C 1/
; �k�1 >  C 

2;
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постiйна  визначена нерiвнiстю

k PSi .x/C Si .x/A.x/C A
T .x/Si .x/k �  ; i D 1; k: (19)

Лiву частину нерiвностi (18) запишемо, пiдставивши суму матриць (17), отримуємо

�k�1
˝
Œ PSk�1 C Sk�1AC A

T Sk�1�Mk�1x;Mk�1x
˛
C

C
˝
Œ PSk C SkAC A

T Sk�ŒMk C .Mk�1 �Mk/�x; ŒMk C .Mk�1 �Mk/�x
˛
: (20)

Перший доданок оцiнюється на основi нерiвностей (15):

�k�1
˝
Œ PSk�1 C Sk�1ACA

T Sk�1�Mk�1x;Mk�1x
˛
� �k�1k.Mk�1 �Mk/xk

2; (21)

при додатних значеннях �k�1. Для другого доданку iз суми (20) маємо˝
Œ PSk C SkAC A

T Sk�ŒMk C .Mk�1 �Mk/�x; ŒMk C .Mk�1 �Mk/�x
˛
D

D
˝
Œ PSk C SkAC A

T Sk�Mkx;Mkx
˛
C 2

˝
Œ PSk C SkAC A

T Sk�Mkx; .Mk�1 �Mk/x
˛
C

C
˝
Œ PSk C SkAC A

T Sk�.Mk�1 �Mk/x; .Mk�1 �Mk/x
˛
:

Кожний з доданкiв оцiнюється наступним чином

2hŒ PSkCSkACA
T Sk�Mkx; .Mk�1�Mk/xi � �2kMkxk � k.Mk�1�Mk/xk (22)

hŒ PSkCSkACA
T Sk�.Mk�1�Mk/x; .Mk�1�Mk/xi � �k.Mk�1�Mk/xk

2 (23)

Враховуючи нерiвностi (21)–(23), а також останню з нерiвностей (15), отримує-
мо оцiнку

hŒ PQS.'/C QS.'/A.'/C AT .'/ QS.'/�Mk�1.'/x;Mk�1.'/xi �

� .�k�1�/k.Mk�1�Mk/xk
2
�2kMkxk � k.Mk�1�Mk/xkCkMkxk

2:
(24)

Позначимо k.Mk�1 �Mk/xk D t1, kMkxk D t2 i оцiнимо знизу квадратичну
форму ˆ.t1; t2/ D .�k�1 � /t21 � 2 t1t2 C t

2
2 :

ˆ.t1; t2/ �
�k�1 �  � 

2

�k�1 �  C 1
.t21 C t

2
2 /; �k�1 >  C 

2:

Таким чином, iз нерiвностi (24) випливає:

hŒ PQS.'/C QS.'/A.'/C AT .'/ QS.'/�Mk�1.'/x;Mk�1.'/xi �

�
�k�1 �  � 

2

�k�1 �  C 1
.k.Mk�1 �Mk/xk

2
C kMkxk

2/ �

�
�k�1 �  � 

2

2.�k�1 �  C 1/
kMk�1xk

2
D �.�k�1/ � kMk�1.'/xk

2;

що i переконує нас в справедливостi нерiвностi (18).
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Тепер розглянемо наступну суму матриць

�k�2Sk�2.'/C �k�1Sk�1.'/C Sk.'/ D �k�2Sk�2.'/C QS.'/ D NS.'/ (25)

i переконаємось, що при достатньо великих значеннях параметра �k�2 > 0 вико-
нується нерiвнiсть˝

Œ PNS C NSAC AT NS�Mk�2x;Mk�2x
˛
� �.�k�2; �k�1/kMk�2xk

2 (26)

де �.�k�2; �k�1/ D
Œ�k�2 � .�k�1 C 1/��.�k�1/ � 

2.�k�1 C 1/
2

2Œ�k�2 � .�k�1 C 1/C �.�k�1/�
> 0.

З цiєю метою в лiву частину нерiвностi (26) пiдставимо матрицю (25), будемо
мати

�k�2hŒ PSk�2 C Sk�2AC A
T Sk�2�Mk�2x;Mk�2xiC

C hŒ PQS C QSAC AT QS�Mk�2x;Mk�2xi � �k�2k.Mk�2 �Mk�1/xk
2
C

C hŒ PQS C QSAC AT QS�ŒMk�1 C .Mk�2 �Mk�1/�x; ŒMk�1 C .Mk�2 �Mk�1/�xi D

D �k�2k.Mk�2 �Mk�1/xk
2
C hŒ PQS C QSAC AT QS�Mk�1x;Mk�1xiC

C 2hŒ PQS C QSAC AT QS�Mk�1x; Œ.Mk�2 �Mk�1/�xiC

C hŒ PQS C QSAC AT QS�Œ.Mk�2 �Mk�1/�x; Œ.Mk�2 �Mk�1/�xi:

Для другого доданку використаємо нерiвнiсть (18), а третiй i четвертий додан-
ки оцiнимо знизу:

2
˝
Œ PQS C QSAC AT QS�Mk�1x; Œ.Mk�2 �Mk�1/�x

˛
�

� �2.�k�1 C 1/
Mk�1x

 � Œ.Mk�2 �Mk�1/�x
;˝

Œ PQS C QSAC AT QS�Œ.Mk�2 �Mk�1/�x; Œ.Mk�2 �Mk�1/�x
˛
�

� �.�k�1 C 1/
Œ.Mk�2 �Mk�1/�x

2:
Таким чином, лiва частина нерiвностi (26) оцiнюється знизу

hŒ PNS C NSAC AT NS�Mk�2x;Mk�2xi � .�k�2 � �k�1 � /kŒ.Mk�2 �Mk�1/�xk
2
�

� 2.�k�1 C 1/kMk�1xk � kŒ.Mk�2 �Mk�1/�xk C �.�k�1/ � kMk�1xk
2
�

�
�k�2�.�k�1/ �  � .�k�1 C 1/ � �.�k�1/ � 

2 � .�k�1 C 1/
2

�k�2 �  � .�k�1 C 1/C �.�k�1/
�

�
�
kŒ.Mk�2 �Mk�1/�xk

2
C kMk�1xk

2
�
�

�
�k�2�.�k�1/ �  � .�k�1 C 1/ � �.�k�1/ � 

2 � .�k�1 C 1/
2

2Œ�k�2 �  � .�k�1 C 1/C �.�k�1/�
� kMk�2xk

2:

Це пiдтверджує нерiвнiсть (26).
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Продовжуючи аналогiчним чином, для лiнiйної комбiнацiї симетричних матриць
S�.'/ D �1S1.'/ C �2S2.'/ C � � � C �k�1Sk�1.'/ C Sk.'/ отримуємо наступну
нерiвнiсть

hŒ
:

PS�.'/CS�.'/A.'/C A
T .'/S�.'/�M1.'/x;M1.'/xi �

� �.�1; �2; : : : ; �k�2; �k�1/kM1.'/xk
2; (27)

де додатний коєфiцiєнт �.�1; �2; : : : ; �k�2; �k�1/ можна записати у виглядi рiвно-
стi

�.�1; �2; : : : ; �k�1/ D

D
Œ�1� � .1C�2C:::C�k�1/� � �.�2; :::; �k�1/�

2 � .1C�2C:::C�k�1/
2

2Œ�1 �  � .1C �2 C � � � C �k�1/C �.�2; : : : ; �k�1/�
: (28)

Причому, для додатних коефiцiєнтiв має мiсце формула:

�.�j ; �jC1; : : : ; �k�1/ D

D
Œ�j�.1C�jC1C:::C�k�1/� � �.�jC1; :::; �k�1/�

2.1C�jC1C:::C�k�1/
2

2Œ�1 �  � .1C �jC1 C � � � C �k�1/C �.�jC1; : : : ; �k�1/�
; (29)

для j D 1; 2; : : : ; .k � 3/.

При j D k � 2 маємо рiвнiсть �.�k�1/ D
�k�1 �  � 

2

2.�k�1 �  C 1/
, �k�1 >  C 2.

Стала  визначається нерiвнiстю (19).
Оскiльки в нерiвностi (27) матриця M1.'/ є невиродженою, то ця нерiвнiсть

i означає, що похiдна в силу системи (1) квадратичної форми (16) буде додатно
визначеною при достатньо великих дiйсних значеннях параметрiв �1 > �2 > � � � >
�k�1 > 0.

Зауваження. Iз формул (28), (29) випливає, що при достатньо великих значен-
нях параметрiв �k�2; �k�1 коефiцiєнт �.�k�2; �k�1/ приймає близькi значення до
1
4

. Легко зауважити, що коефiцiєнт �.�j ; : : : ; �k�1/ може приймати як завгодно
близькi значення до числа 1

2k�j , j D 1; 2; : : : ; .k � 2/, k � 3.
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