
Математичний вiсник НТШ, т. 7, 2010 p. 289

ОПЕРАТОРИ ПЕРЕТВОРЕНЬ ДЛЯ ГIПЕРБОЛIЧНОЇ
СИСТЕМИ ДВОХ РIВНЯНЬ

c©2010 р. Юрiй СИДОРЕНКО, Олександр ЧВАРТАЦЬКИЙ

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка
вул. Унiверситетська 1, Львiв 79000

Редакцiя отримала статтю 18 жовтня 2010 р.

Для нестацiонарної гiперболiчної системи двох рiвнянь дослiд-
жується пряма та обернена задачi розсiяння. У випадку виродже-
них даних розсiяння доведено, що основнi об’єкти оберненої задачi
можна отримати також методом бiнарних перетворень.

1 Вступ

Ми розглядаємо нестацiонарну систему двох гiперболiчних рiвнянь (1),
де змiнна y ∈ R вiдiграє роль еволюцiйної (часової), а x ∈ R є просто-
ровою змiнною. У випадку α1 = 1 = −α2 рiвняння (1) є добре вiдомою
нестацiонарною системою Дiрака, пряма та обернена задачi для якої (а
також для її конусного зображення) дослiдженi в рiзних функцiональ-
них просторах в роботах [1-3] (див., також [4, 5]). В нашому випадку
(α1 > α2 > 0) функцiї a1, a2 (4), (5) є асимптотиками падаючих на
потенцiали u1, u2 хвиль, а функцiї b1, b2 (4), (5) є асимптотиками роз-
сiяних хвиль (для системи Дiрака вiдповiдними асимптотиками є пари
(a1, b2), (a2, b1) ).

Робота органiзована таким чином. В другому роздiлi коротко наведе
но основнi результати по прямiй та оберненiй задачi розсiяння для систе-
ми (1). В третьому роздiлi для вироджених даних розсiяння (33) знайде-
но в явному виглядi оператор розсiяння S (10), обернений оператор S−1

(11) (Теорема 2), а також оператори перетворення оберненої задачi (12) –
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(15) (див. формули (48) – (63)). В четвертому роздiлi вводяться загальнi
бiнарнi перетворення системи (1), а в наступному, п’ятому роздiлi, ви-
ходячи з їх означення, в явному виглядi отримано оператор розсiяння
та оператори перетворення оберненої задачi для випадку вироджених
даних розсiяння.

Мета, яку ми ставили перед собою в роботi, є продемонструвати те,
що методом бiнарних перетворень можна отримати всi основнi об’єкти
дослiдження оберненої задачi для системи (1). Вiдповiднi теореми мiс-
тяться у Роздiлi 6.

Нижче ми наводимо деякi скорочення для операторiв з виродженими
ядрами, якi використовуються в основному текстi роботи, особливо при
складних технiчних перетвореннях в доведеннях цiєї роботи. Розглянe-
немо простiр L2(R → Cn) всiх вимiрних векторнозначних функцiй f(x).
В цьому просторi введемо такi оператори:

1. K+f(x) :=
∫ x
−∞K+(x, s)f(s)ds – вольтерiвський оператор зi змiн-

ною верхньою межею, де ядро при фiксованих x та s є матрицею розмiр-
ностi (n× n).

2. K−f(x) :=
∫ +∞
x K−(x, s)f(s)ds – вольтерiвський оператор зi змiн-

ною нижньою межею.
3. Rf(x) :=

∫ +∞
−∞ R(x, s)f(s)ds – фредгольмiвський оператор.

Зауваження. Для iнтегральних операторiв 1. – 3. з вироджени-
ми ядрами в роботi прийнятi скороченi позначення. Якщо ядро A(x,y)
iнтегрального оператора А допускає факторизацiю (тобто, є виродже-
ним) вигляду A(x, y) = A1(x)A2(y), то оператор A ми зображатимемо
так: A = A1(x)

∫
A2(y) dy, де пропущенi межi iнтегрування вiдобра-

жають тип вiдповiдного оператора 1. – 3.

2 Пряма та обернена задачi розсiяння.
Постановка i результати

Розглянемо гiперболiчну систему{
∂Y1(x,y)

∂y − α1
∂Y1(x,y)

∂x = u1(x, y)Y2(x, y),
∂Y2(x,y)

∂y − α2
∂Y2(x,y)

∂x = u2(x, y)Y1(x, y),
α1 > α2 > 0, (1)

за умови, що коефiцiєнти (потенцiали) u1(x, y), u2(x, y) є комплексно-
значними, вимiрними за x та y функцiями, iнтегровними з квадратом за
двома змiнними

u1, u2 ∈ L2(R2 → C). (2)
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Розв’язки системи (1) розглядатимемо у просторi Υ пар функцiй Y1(x, y),
Y2(x, y), де функцiї Y1, Y2 вимiрнi за змiнними x та y з нормою

||Y (x, y)||Υ := max
{

vrai sup
x

[ ∫∞
−∞ |Y1(x− α2s, s)|2ds

] 1
2
,

vrai sup
x

[ ∫∞
−∞ |Y2(x− α1s, s)|2ds

] 1
2

}
.

(3)

Вектор-функцiю Y (x, y) :=
(
Y1(x, y)
Y2(x, y)

)
будемо називати припусти-

мим розв’язком системи (1), якщо Y1(x, y), Y2(x, y) задовольняють сис-
тему (1) в сенсi теорiї узагальнених функцiй.

Теорема 1. Нехай коефiцiєнти системи (1) задовольняють умови

(2). Тодi для припустимого розв’язку Y =
(
Y1

Y2

)
системи (1) iснують

в L2(R → C) границi при x+ α1y = const:

Y1(x, y) = a1(x+ α1y) + o(1), y → −∞,
Y1(x, y) = b1(x+ α1y) + o(1), y → +∞,

(4)

та при x+ α2y = const:

Y2(x, y) = a2(x+ α2y) + o(1), y → −∞,
Y2(x, y) = b2(x+ α2y) + o(1), y → +∞.

(5)

Для кожної з пар (a1, a2), (b1, b2), (a1, b2), (b1, a2) довiльно заданих функ-
цiй з L2(R → C) iснує єдиний припустимий розв’язок, для якого ця пара
є вiдповiдною (4) – (5) асимптотикою на безмежностi.

Доведення теореми проводиться аналогiчно як i у вiдповiднiй тео-
ремi з роботи [2]. Достатньо показати, що система (1) iз заданою однiєю
з пар асимптотик (a1, a2), (b1, a2), (a1, b2), (b1, b2) (4) – (5) для розв’язку
(1) еквiвалентна вiдповiднiй системi iнтегральних рiвнянь:

Y1(x,y)=a1(x+α1y)+
y∫

−∞
u1(x+α1(y −τ),τ)Y2(x+α1(y−τ),τ) dτ,

Y2(x,y)=a2(x+α2y)+
y∫

−∞
u2(x+α2(y −τ),τ)Y1(x+α2(y−τ),τ) dτ ;

(6)


Y1(x,y)=b1(x+α1y)−

+∞∫
y
u1(x+α1(y −τ),τ)Y2(x+α1(y−τ),τ) dτ,

Y2(x,y)=a2(x+α2y)+
y∫

−∞
u2(x+α2(y −τ),τ)Y1(x+α2(y−τ),τ) dτ ;

(7)
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
Y1(x,y)=a1(x+α1y)+

y∫
−∞

u1(x+α1(y −τ),τ)Y2(x+α1(y−τ),τ) dτ,

Y2(x,y)=b2(x+α2y)−
+∞∫
y
u2(x+α2(y −τ),τ)Y1(x+α2(y−τ),τ) dτ ;

(8)


Y1(x,y)=b1(x+α1y)−

+∞∫
y
u1(x+α1(y −τ),τ)Y2(x+α1(y−τ),τ) dτ,

Y2(x,y)=b2(x+α2y)−
+∞∫
y
u2(x+α2(y −τ),τ)Y1(x+α2(y−τ),τ) dτ.

(9)

Iснування та єдинiсть розв’язку кожної з систем (6) – (9) випливає з
теореми про розв’язнiсть систем вольтерiвського типу (див., наприклад,
[2], теорема 4.1.1).

Теорема 1 дає можливiсть розв’язати пряму задачу розсiяння, яка по-
лягає в знаходженнi розв’язкiв системи (1) за однiєю iз згадуваних пар
асимптотик. Отже, з теореми 1 слiдує, що кожнiй парi a1, a2 функцiй
з L2(R → C) вiдповiдає єдиний розв’язок прямої задачi розсiяння для
системи (1) i цьому ж розв’язку вiдповiдає пара асимптотик b1, b2 ∈
L2(R → C) на iншiй безмежностi. Це означає, що iснує оператор S,
який переводить падаючi хвилi a = (a1(x+α1y), a2(x+α2y))> в розсiянi
b = (b1(x+ α1y), b2(x+ α2y))>, i визначається рiвнiстю:(

b1(x+ α1y)
b2(x+ α2y)

)
= S

(
a1(x+ α1y)
a2(x+ α2y)

)
. (10)

Iз аналогiчних мiркувань iснує обернений оператор S−1:(
a1(x+ α1y)
a2(x+ α2y)

)
= S−1

(
b1(x+ α1y)
b2(x+ α2y)

)
. (11)

Обернена задача розсiяння для системи (1) полягає в знаходженнi
коефiцiєнтiв (потенцiалiв) u1, u2 за заданим оператором S, який надалi
ми називатимемо оператором розсiяння.

Лема 1. Припустимий розв’язок системи (1) з коефiцiєнтами (по-
тенцiалами) u1, u2, якi задовольняють умови (2), може бути зобра-
жений у виглядi
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

Y1(x, y) = a1(x+ α1y) +
y∫

−∞
H11(x, y, ξ)a1(x+ α1ξ)dξ+

+
+∞∫
y
H12(x, y, ξ)a2(x+ α2ξ)dξ,

Y2(x, y) = a2(x+ α2y) +
y∫

−∞
H21(x, y, ξ)a1(x+ α1ξ)dξ+

+
+∞∫
y
H22(x, y, ξ)a2(x+ α2ξ)dξ,

(12)



Y1(x, y) = b1(x+ α1y) +
y∫

−∞
M11(x, y, ξ)b1(x+ α1ξ)dξ+

+
y∫

−∞
M12(x, y, ξ)a2(x+ α2ξ)dξ,

Y2(x, y) = a2(x+ α2y) +
y∫

−∞
M21(x, y, ξ)b1(x+ α1ξ)dξ+

+
y∫

−∞
M22(x, y, ξ)a2(x+ α2ξ)dξ,

(13)



Y1(x, y) = a1(x+ α1y) +
+∞∫
y
L11(x, y, ξ)a1(x+ α1ξ)dξ+

+
+∞∫
y
L12(x, y, ξ)b2(x+ α2ξ)dξ,

Y2(x, y) = b2(x+ α2y) +
+∞∫
y
L21(x, y, ξ)a1(x+ α1ξ)dξ+

+
+∞∫
y
L22(x, y, ξ)b2(x+ α2ξ)dξ,

(14)



Y1(x, y) = b1(x+ α1y) +
+∞∫
y
K11(x, y, ξ)b1(x+ α1ξ)dξ+

+
y∫

−∞
K12(x, y, ξ)b2(x+ α2ξ)dξ,

Y2(x, y) = b2(x+ α2y) +
+∞∫
y
K21(x, y, ξ)b1(x+ α1ξ)dξ+

+
y∫

−∞
K22(x, y, ξ)b2(x+ α2ξ)dξ,

(15)

де функцiї a1, a2, b1, b2 з L2(R → C) є асимптотиками цього розв’язку,
а ядра Lkl(x, y, ξ), k, l = 1, 2, задовольняють оцiнки
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+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

sup
τ

∣∣∣∣L11

(
y − α1τ, τ,

ξ − y

α1
+ τ

)∣∣∣∣2 dξdy < +∞, (16)

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

sup
τ

∣∣∣∣L12

(
y − α1τ, τ,

ξ − y + α1τ

α2

)∣∣∣∣2 dydξ < +∞, (17)

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

sup
s

∣∣∣∣L21

(
x− α2s, s,

ξ − x+ α2s

α1

)∣∣∣∣2 dξdx < +∞, (18)

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

sup
s

∣∣∣∣L22

(
x− α2s, s,

ξ − x

α2
+ s

)∣∣∣∣2 dxdξ < +∞. (19)

Для ядер Hkl(x, y, ξ), Kkl(x, y, ξ), Mkl(x, y, ξ), k, l = 1, 2, виконуються
такi ж оцiнки, як i для ядер операторiв Lkl, k, l = 1, 2.

2. Коефiцiєнти u1, u2 системи (1) виражаються через ядра опера-
торiв перетворення за формулами

u1(x, y) = −α2−α1
α2

H12(x, y, y) = α2−α1
α2

K12(x, y, y) =
= −α2−α1

α2
L12(x, y, y) = α2−α1

α2
M12(x, y, y),

(20)

u2(x, y) = α1−α2
α1

H21(x, y, y) = −α1−α2
α1

K21(x, y, y) =
= −α1−α2

α1
L21(x, y, y) = α1−α2

α1
M21(x, y, y).

(21)

Доведення проводиться подiбним чином, як i у вiдповiднiй теоремi
з роботи [2]. Доведемо, наприклад, що розв’язок (Y1, Y2) системи (1) до-
пускає зображення (14). Допустимий розв’язок системи (1) з заданими
асимптотиками (a1, b2) задовольняє систему iнтегральних рiвнянь (8).
Навпаки, розв’язок рiвнянь (8) з простору функцiй Υ з нормою (3) є
допустимим розв’язком системи (1) з потрiбними асимптотиками. Якщо
розв’язок системи (1) можна зобразити у виглядi (14), то, пiдставляю-
чи зображення (14) в систему рiвнянь (8), отримаємо системи для ядер
Lkl(x, y, ξ), k, l = 1, 2 :
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

L11(x, y, ξ)=
y∫

−∞
u1(x+α1(y −τ), τ)L21(x+α1(y −τ), τ, ξ +τ −y)dτ,

L21(x, y, ξ) =− α1
α1−α2

u2

(
x+ α2

(
y − α1ξ−α2y

α1−α2

)
, α1ξ−α2y

α1−α2

)
+

+
y∫

α1ξ−α2y
α1−α2

u2(x+α2(y −τ), τ)L11

(
x+ α2(y − τ), τ, α1ξ−α2(y−τ)

α1

)
dτ,

ξ ≥ y;

(22)



L12(x, y, ξ) = − α2
α2−α1

u1

(
x+ α1

(
y − α2ξ−α1y

α2−α1

)
, α2ξ−α1y

α2−α1

)
−

−
y∫

α2ξ−α1y
α2−α1

u1(x+α1(y −τ),τ)L22

(
x+α1(y −τ), τ, α2ξ−α1(y−τ)

α2

)
dτ,

L22(x, y, ξ)= −
+∞∫
y
u2(x+α2(y −τ),τ)L12(x+α2(y −τ),τ,ξ+τ−y)dτ,

ξ ≥ y.

(23)

Навпаки, якщо ядра Lkl(x, y, ξ) задовольняють системи (22) – (23) та
оцiнки (16) – (19), то зображення (14) дає допустимий розв’язок при до-
вiльних функцiях a1, b2 ∈ L2. Таким чином, для iснування зображення
(14) достатньо показати, що системи (22) – (23) мають розв’язок з прос-
тору функцiй, якi задовольняють оцiнки (16) – (19). Це слiдує з теореми
про розв’язнiсть систем вольтерiвського типу (див. [2], теорема 4.1.1).
Безпосередньо з систем (22) – (23), поклавши ξ = y, отримаємо рiвностi
для знаходження потенцiалiв через ядра L12 та L21 (20), (21).

Структура оператора розсiяння S визначається iз зображень (12) –
(15). Зокрема, поклавши a2 = 0 та прирiвнявши першi зображення сис-
тем (12) та (13), отримаємо, що

I + F11 =

(
I +

y∫
−∞

M11(x, y, ξ)dξ

)−1

◦

(
I +

y∫
−∞

H11(x, y, ξ)dξ

)
=

= I +
y∫

−∞
F̃11(x, y, ξ)dξ.

(24)
З оцiнок для ядер M11(x, y, ξ) та H11(x, y, ξ) з леми 1 випливає iсну-

вання оберненого оператора

(
I+

y∫
−∞

M11(x, y, ξ)dξ

)−1

та iнтегровнiсть з

квадратом за змiнними x та ξ ядра F11(x, y, ξ).
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Нехай a2 = 0. З означення оператора розсiяння S отримуємо, що

b1(x+ α1y) = a1(x+ α1y) +

y∫
−∞

F̃11(x, y, ξ)a1(x+ α1ξ)dξ. (25)

Виконаємо замiну змiнних в рiвностi (25):{
x+ α1y → τ,

y → y.
⇒ b1(τ) = a1(τ)+

+ 1
α1

τ∫
−∞

F̃11

(
τ − α1y, y,

η−(τ−α1y)
α1

)
a1(η)dη.

(26)

Таким чином, з останнього спiввiдношення отримуємо, що

F̃11

(
τ − α1y, y,

η − (τ − α1y)
α1

)
= F11(τ, η) = F11(x+ α1y, x+ α1ξ).

Отже,

I + F11 = I +
y∫

−∞
F11(x+ α1y, x+ α1ξ) · dξ. (27)

Подiбним чином з систем (12) – (15) отримується структура решти
елементiв операторiв S та S−1, якi мають такий вигляд:

S =I +


y∫

−∞
F11(x+ α1y, x+ α1ξ)!dξ,

+∞∫
−∞

F12(x+ α1y, x+ α2ξ)dξ

+∞∫
−∞

F21(x+ α2y, x+ α1ξ)dξ,
y∫

+∞
F22(x+ α2y, x+ α2ξ) ·dξ

, (28)

S−1 =I+


y∫

+∞
G11(x+ α1y, x+ α1ξ)dξ,

+∞∫
−∞

G12(x+ α1y, x+ α2ξ)dξ

+∞∫
−∞

G21(x+ α2y, x+ α1ξ)dξ,
y∫

−∞
G22(x+ α2y, x+ α2ξ)dξ

. (29)

Лема 2. Оператор розсiяння S та обернений до нього S−1 однознач-
но визначаються однiєю з пар операторiв (F12, G21) або (F21, G12), якi
називатимемо даними розсiяння.

Доведемо лему 2 для пари (F12, G21). З операторних рiвностей
(SS−1)11 = I та (S−1S)22 = I отримуємо, що (I + F11)(I + G11) =
= I − F12G21 та (I +G22)(I + F22) = I −G21F12.

З єдиностi правої та лiвої факторизацiї для операторiв Фредгольма
(див., наприклад, [2]) операториF11, G11, F22, G22 однозначно визначають-
ся за парою (F12, G21).



Оператори перетворень для гiперболiчної системи двох рiвнянь 297

З рiвностей (S−1S)21 = 0 та (SS−1)12 = 0 отримуємо формули для
знаходження операторiв F21 та G12: F21 = −(I + G22)−1G21(I + F11),
G12 = (I + F11)−1F12(I +G22).

3 Обернена задача з виродженими даними
розсiяння

Припустимо, що пара (F12, G21) є вiдомою.
Розпишемо операторну рiвнiсть (SS−1)11 = I в явному виглядi:

I +
y∫

−∞
F11(x+ α1y, x+ α1ξ)dξ +

y∫
+∞

G11(x+ α1y, x+ α1ξ)dξ+

+
y∫

−∞
F11(x+ α1y, x+ α1ξ)

{
ξ∫

+∞
G11(x+ α1ξ, x+ α1η)dη

}
dξ+

+
+∞∫
−∞

F12(x+ α1y, x+ α2ξ)

{
+∞∫
−∞

G21(x+ α2ξ, x+ α1η) · dη

}
dξ = I.

(30)

Остання рiвнiсть еквiвалентна системi iнтегральних рiвнянь для ядер
операторiв F11 та G11:



F11(x+ α1y, x+ α1ξ)−
{ ξ∫
−∞

F11(x+ α1y, x+ α1η)×

×G11(x+ α1η, x+ α1ξ)dη
}

+
{+∞∫
−∞

F12(x+ α1y, x+ α2η)×

×G21(x+ α2η, x+ α1ξ)dη
}

= 0, ξ ≤ y,

G11(x+ α1y, x+ α1ξ) +
{ t∫
−∞

F11(x+ α1y, x+ α1η)×

×G11(x+ α1η, x+ α1ξ)dη
}
−
{+∞∫
−∞

F12(x+ α1y, x+ α2η)×

×G21(x+ α2η, x+ α1ξ)dη = 0
}
, ξ ≥ y.

(31)

Аналогiчно, з рiвностi (S−1S)22 = I отримаємо систему для ядер F22

та G22:
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

G22(x+ α2y, x+ α2ξ)−
{ ξ∫
−∞

G22(x+ α2y, x+ α2η)×

×F22(x+ α2η, x+ α2ξ)dη
}

+
{+∞∫
−∞

G21(x+ α2y, x+ α1η)×

×F12(x+ α1η, x+ α2ξ)dη
}

= 0, ξ ≤ y,

F22(x+ α2y, x+ α2ξ) +
{ y∫
−∞

F11(x+ α1y, x+ α1η)×

×G11(x+ α1η, x+ α1ξ)dη −
{+∞∫
−∞

F12(x+ α1y, x+ α2η)×

×G21(x+ α2η, x+ α1ξ)dη
}

= 0, ξ ≥ y.

(32)

Нехай данi розсiяння F12 та G21 допускають факторизацiю

F12(x+ α1y, x+ α2η) = p1(x+ α1y)q>1 (x+ α2η),
G21(x+ α2y, x+ α1η) = q2(x+ α2y)p>2 (x+ α1η).

(33)

Теорема 2 У випадку вироджених даних розсiяння (F12, G21) (33)
ядра оператора розсiяння S (28) та оберненого до нього S−1 (29) мають
такий вигляд:

F11(x+ α1y, x+ α1ξ) = −p1(x+ α1y)

(
+∞∫
−∞

q>1 q2(x+ α2η)dη

)
×

×∆−1(ξ,+∞;x)p>2 (x+ α1ξ),
(34)

F21(x+ α2y, x+ α1ξ) = −q2(x+ α2y)∆−1(+∞, y;x)×
×∆(+∞,+∞;x)∆−1(ξ,+∞;x)p>2 (x+ α1ξ),

(35)

F22(x+ α2y, x+ α2ξ) = q2(x+ α2y)

(
+∞∫
−∞

p>2 p1(x+ α1η)dη

)
×

×∆̃−1(+∞, y;x)q>1 (x+ α2ξ),

(36)

G11(x+ α1y, x+ α1ξ) = p1(x+ α1y)

(
+∞∫
−∞

q>1 q2(x+ α2η)dη

)
×

×∆−1(y,+∞;x)p>2 (x+ α1ξ),
(37)

G12(x+ α1y, x+ α2ξ) = −p1(x+ α1y)∆̃−1(y,+∞;x)×
×∆̃(+∞,+∞;x)∆̃−1(+∞, ξ;x)q>1 (x+ α2ξ),

(38)
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G22(x+ α2y, x+ α2ξ) = −q2(x+ α2y)

(
+∞∫
−∞

p>2 p1(x+ α1η)dη

)
×

×∆̃−1(+∞, ξ;x)q>1 (x+ α2ξ),

(39)

де

∆(η, ξ;x) = I −

 η∫
−∞

p>2 p1(x+ α1s)ds

 ξ∫
−∞

q>1 q2(x+ α2τ)dτ

 , (40)

∆̃(η, ξ;x) = I −

 ξ∫
−∞

q>1 q2(x+ α2τ)dτ

 η∫
−∞

p>2 p1(x+ α1s)ds

 . (41)

Доведення. Знаходження операторiв S та S−1 у випадку виродже-
них даних розсiяння (33) проводиться аналогiчно, як i в [5].

Пiдставивши зображення (33) у формули (31) – (32), отримуємо сис-
теми для ядер F11, G11, F22, G22, якi розв’язуються в явному виглядi i
згiдно леми 2 мають єдиний розв’язок. Далi з формул
F21 = −(I +G22)−1 ×G21(I + F11) та G12 = (I + F11)−1F12(I +G22)

знаходимо оператори F12 та G21.
Тепер знайдемо зв’язок мiж ядрами операторiв S, S−1 та ядрами

операторiв перетворення. Прирiвнюючи першi рiвностi зображень (14)
та (15), покладаючи a1 = 0, b1 = F12a2, b2 = a2 + F22a2, отримаємо:

F12(x+ α1y, x+ α2ξ) +
y∫

−∞
M11(x, y, η)F12(x+ α1η, x+ α2ξ)dη+

+M12(x, y, ξ) = 0, ξ ≤ y.

(42)

Аналогiчним чином, з рiвностей (14) та (15), поклавши b2 = 0, отри-
маємо:

M11(x, y, ξ) +

y∫
−∞

M12(x, y, η)G21(x+ α2η, x+ α1ξ)dη = 0, ξ ≤ y. (43)

Таким чином, ми отримали систему для знаходження ядер операто-
рiв M11 та M12:

F12(x+ α1y, x+ α2ξ) +
y∫

−∞
M11(x, y, η)F12(x+ α1η, x+ α2ξ)dη+

+M12(x, y, ξ) = 0, ξ ≤ y,

M11(x, y, ξ) +
y∫

−∞
M12(x, y, η)G21(x+ α2η, x+ α1ξ)dη = 0, ξ ≤ y.

(44)
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Аналогiчним чином знаходятся системи для решти елементiв опера-
торiв M та L:

G21(x+ α2y, x+ α1ξ) +
y∫

−∞
M22(x, y, η)G21(x+ α2η, x+ α1ξ)dη+

+M21(x, y, ξ) = 0, ξ ≤ y,

M22(x, y, ξ) +
y∫

−∞
M21(x, y, η)F12(x+ α2η, x+ α1ξ)dη = 0, ξ ≤ y,

(45)


G12(x+ α1y, x+ α2ξ) +

+∞∫
y
L11(x, y, η)G12(x+ α1η, x+ α2ξ)dη+

+L12(x, y, ξ) = 0, ξ ≥ y,

L11(x, y, ξ) +
+∞∫
y
L12(x, y, η)F21(x+ α2η, x+ α1ξ)dη = 0, ξ ≥ y,

(46)


F21(x+ α2y, x+ α1ξ) +

+∞∫
y
L22(x, y, η)F21(x+ α2η, x+ α1ξ)dη+

+L21(x, y, ξ) = 0, ξ ≥ y,

L22(x, y, ξ) +
+∞∫
y
L21(x, y, η)G12(x+ α2η, x+ α1ξ)dη = 0, ξ ≥ y.

(47)

Зауваження. Згiдно формул (20) та (21) для вiдновлення потен-
цiалiв u1, u2 за даними розсiяння (F12, G21) (33) достатньо розв’язати
системи (44) та (45). Системи (46) та (47) є складнiшими, оскiльки
потребують для розв’язування явного вигляду операторiв F21 та G12.

Системи (44) – (47) є системами iнтегральних рiвнянь Фредгольма
другого роду. За теоремою 2 у випадку вироджених даних розсiяння
(33) ядра F21, G12 будуть виродженими а, отже, рiвняння (44) – (47)
розв’язуються явно.

Отримаємо такий вигляд елементiв операторiв M та L:

y∫
−∞

M11(x, y, ξ)dξ = p1(x+ α1y)

(
y∫

−∞
q>1 q2(x+ α2η)dη

)
×

×∆−1(y, y;x)
y∫

−∞
p>2 (x+ α1ξ)dξ,

(48)

y∫
−∞

M12(x, y, ξ)dξ = −p1(x+ α1y)∆̃−1(y, y;x)

y∫
−∞

q>1 (x+ α2ξ)dξ, (49)
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y∫
−∞

M21(x, y, ξ)dξ = −q2(x+ α2y)∆−1(y, y;x)

y∫
−∞

p>2 (x+ α1ξ)dξ, (50)

y∫
−∞

M22(x, y, ξ)dξ = q2(x+ α2y)

(
y∫

−∞
p>2 p1(x+ α1η)dη

)
×

×∆̃−1(y, y;x)
y∫

−∞
q>1 (x+ α1ξ)dξ,

(51)

+∞∫
y
L11(x, y, ξ)dξ = p1(x+ α1y)∆̃−1(y, y;x)×

×

(
+∞∫
y
q>1 q2(x+ α2η)dη

)
+∞∫
y

∆−1(ξ,+∞;x)p>2 (x+ α1ξ)dξ,
(52)

+∞∫
y
L12(x, y, ξ)dξ = p1(x+ α1y)∆̃−1(y, y;x)×

×∆̃(+∞, y;x)
+∞∫
y

∆̃−1(+∞, ξ;x)q>1 (x+ α2ξ)dξ,
(53)

+∞∫
y
L21(x, y, ξ)dξ = q2(x+ α2y)∆−1(y, y;x)×

×∆(y,+∞;x)
+∞∫
y

∆−1(ξ,+∞;x)p>2 (x+ α1ξ)dξ,
(54)

+∞∫
y
L22(x, y, ξ)dξ = q2(x+ α2y)∆−1(y, y;x)×

×

(
+∞∫
y
p>2 p1(x+ α1η)dη

)
+∞∫
y

∆̃−1(+∞, ξ;x)q>1 (x+ α1ξ)dξ.
(55)

Аналогiчно, як i для ядер операторiв L, M , можна вивести системи
для операторiвH таK, якi теж є iнтегральними рiвняннями Фредгольма
другого роду i у випадку вироджених ядер (33) розв’язуються явно.

Системи дляH таK є розмiрностi (4×4) i їхнє розв’язання є технiчно
складнiшим. Наведемо лише явний вигляд операторiв H та K:

+∞∫
y
K11(x, y, ξ)dξ = −p1(x+ α1y)

(
y∫

−∞
q>1 q2(x+ α2η)dη

)
×

×∆−1(y, y;x)
+∞∫
y
p>2 (x+ α1ξ)dξ,

(56)
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y∫
−∞

K12(x, y, ξ)dξ = −p1(x+ α1y)∆̃−1(y, y;x)×

×∆̃(+∞, y;x)
y∫

−∞
∆̃−1(+∞, ξ;x)q>1 (x+ α2ξ)dξ,

(57)

+∞∫
y
K21(x, y, ξ) · dξ = q2(x+ α2y)∆−1(y, y;x)

+∞∫
y
p>2 (x+ α1ξ)dξ, (58)

y∫
−∞

K22(x, y, ξ)dξ = −q2(x+ α2y)∆−1(y, y;x)×

×

(
+∞∫
y
p>2 p1(x+ α1η)dη

)
y∫

−∞
∆̃−1(+∞, ξ;x)q>1 (x+ α1ξ)dξ,

(59)

y∫
−∞

H11(x, y, ξ)dξ = −p1(x+ α1y)∆̃−1(y, y;x)×

×

(
+∞∫
y
q>1 q2(x+ α2η)dη

)
y∫

−∞
∆−1(ξ,+∞;x)p>2 (x+ α1ξ)dξ,

(60)

+∞∫
y

H12(x, y, ξ)dξ = p1(x+ α1y)∆̃−1(y, y;x)

+∞∫
y

q>1 (x+ α2ξ)dξ, (61)

y∫
−∞

H21(x, y, ξ)dξ = −q2(x+ α2y)∆−1(y, y;x)×

×∆(y,+∞;x)
y∫

−∞
∆−1(ξ,+∞;x)p>2 (x+ α1ξ)dξ,

(62)

+∞∫
y
H22(x, y, ξ)dξ = −q2(x+ α2y)

(
y∫

−∞
p>2 p1(x+ α1η)dη

)
×

×∆̃−1(y, y;x)
+∞∫
y
q>1 (x+ α1ξ)dξ.

(63)

З рiвностей (20) та (21) отримуємо такi зображення для потенцiалiв
u1 та u2 у випадку вироджених даних (F12, G21) (33):

u1(x, y) = α1−α2
α2

p1(x+ α1y)∆̃−1(y, y;x)q>1 (x+ α2y), (64)

u2(x, y) = α2−α1
α1

q2(x+ α2y)∆−1(y, y;x)p>2 (x+ α1y). (65)
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4 Бiнарнi перетворення

Нехай:

1) Y =
(
Y1(x, y)
Y2(x, y)

)
=
(
Y11 ... Y1K

Y21 ... Y2K

)
– довiльний розв’язок роз-

мiрностi (2×K) системи
LY = 0 (66)

з оператором

L =
(
∂y − α1∂x −u1(x, y)
−u2(x, y) ∂y − α2∂x

)
, (67)

а

ϕ =
(
ϕ1(x, y)
ϕ2(x, y)

)
=
(
ϕ11 ... ϕ1K

ϕ21 ... ϕ2K

)
– деякий фiксований (2×K)-матричний розв’язок системи (66).

2) ψ =
(
ψ1(x, y)
ψ2(x, y)

)
=
(
ψ11 ... ψ1K

ψ21 ... ψ2K

)
– деякий фiксований

(2×K)-матричний розв’язок транспонованої системи рiвнянь

Lτψ = 0, Lτ =
(
−∂y + α1∂x −u1(x, y)
−u2(x, y) −∂y + α2∂x

)
.

Неважко перевiрити, що (K ×K)-матричнi функцiї

P [ψ,ϕ] := α1ψ
>
1 ϕ1 + α2ψ

>
2 ϕ2, Q[ψ,ϕ] := ψ>1 ϕ1 + ψ>2 ϕ2

задовольняють спiввiдношення:

Px = Qy. (68)

Наслiдком спiввiдношень (68) є iснування (K × K)-матричного по-
тенцiалу Ω := Ω[ψ,ϕ]:

dΩ[ψ,ϕ] = P dy +Qdx,

Ω[ψ,ϕ] =
M∫

M0

P dy +Qdx,
(69)

де
M0 = (x0, y0) ∈ R̄2, M = (x, y) ∈ R2, R̄ := R ∪ {±∞}.

Оскiльки потенцiал визначається з точнiстю до сталої (K ×K)-мат-
рицi, його завжди можна зробити невиродженим (локально) в околi до-
вiльної фiксованої точки (x0, y0).
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За теоремою про бiнарнi перетворення iнтегро-диференцiального
оператора [6] оператор W вигляду:

WY := Y − ϕ(C + Ω[ψ,ϕ])−1Ω[ψ, Y ] = Ŷ (70)

переводить розв’язок Y системи (66) в розв’язок Ŷ системи L̂Ŷ :=
= WLW−1Ŷ = 0 з оператором L̂ вигляду

L̂ =
(
∂y − α1∂x −û1

−û2 ∂y − α2∂x

)
, (71)

де
û1 = u1 + (α1 − α2)ϕ1(C + Ω[ψ,ϕ])−1ψ>2 ,
û2 = u2 + (α2 − α1)ϕ2(C + Ω[ψ,ϕ])−1ψ>1 .

(72)

Для незбуреного оператора L := L0 =
(
∂y − α1∂x 0

0 ∂y − α2∂x

)
та

розв’язку Y := Y0 системи
L0Y0 = 0 (73)

формули (70) – (72) пiсля вiдповiдних перепозначень набудуть вигляду:

Ŷ := Y = WY0 = Y0 − ϕ(C + Ω[ψ,ϕ])−1Ω[ψ, Y0] , (74)

де ϕ =
(
ϕ1(x+ α1y)
ϕ2(x+ α2y)

)
та ψ =

(
ψ1(x+ α1y)
ψ2(x+ α2y)

)
є фiксованими розв’яз-

ками систем L0ϕ = 0, Lτ
0ψ = 0;

Ω[ψ,ϕ] :=
∫ M

M0

Pdy +Qdx, (75)

L̂ := L = WL0W
−1, (76)

L =
(
∂y − α1∂x −u1

−u2 ∂y − α2∂x

)
, (77)

û1 := u1 = (α1 − α2)ϕ1(C + Ω[ψ,ϕ])−1ψ>2 := (α1 − α2)ϕ1∆−1ψ>2 ,

û2 := u2 = (α2 − α1)ϕ2(C + Ω[ψ,ϕ])−1ψ>1 := (α2 − α1)ϕ2∆−1ψ>1 .
(78)

За формулою (69) визначимо матричнi потенцiали Ω1[ψ,ϕ] (поклав-
ши x0 = x, y0 = −∞) та Ω2[ψ,ϕ] (поклавши x0 = x, y0 = +∞):

Ω1[ψ,ϕ] = α1

y∫
−∞

ψ>1 ϕ1(x+ α1s)ds+ α2

y∫
−∞

ψ>2 ϕ2(x+ α2s)ds, (79)
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Ω2[ψ,ϕ] = α1

y∫
+∞

ψ>1 ϕ1(x+ α1s)ds+ α2

y∫
+∞

ψ>2 ϕ2(x+ α2s)ds. (80)

Враховуючи визначення потенцiалiв у формi (79), (80), розв’язки сис-
теми (73) можна зобразити рiзними виразами

Y = W1ã = W2b̃, (81)

де ã =
(
ã1(x+ α1y)
ã2(x+ α2y)

)
, b̃ =

(
b̃1(x+ α1y)
b̃2(x+ α2y)

)
– деякi вектор-функцiї,

компоненти яких належать L2(R → C), i якi є розв’язками незбуреної
системи (73),

W1 =I −



α1ϕ1(x+ α1y)∆−1
1

y∫
−∞

ψ>1 (x+ α1s)ds,

α2ϕ1(x+ α1y)∆−1
1

y∫
−∞

ψ>2 (x+ α2s)ds

α1ϕ2(x+ α2y)∆−1
1

y∫
−∞

ψ>1 (x+ α1s)ds,

α2ϕ2(x+ α2y)∆−1
1

y∫
−∞

ψ>2 (x+ α2s)ds


, (82)

де

∆1 :=∆1(x+α1y,x+α2y)=C1+ α1

y∫
−∞
ψ>1 ϕ1(x+α1s)ds+

+α2

y∫
−∞
ψ>2 ϕ2(x+α2s)ds=C1 +

x+α1y∫
−∞
ψ>1 ϕ1(η)dη +

x+α2y∫
−∞
ψ>2 ϕ2(τ)dτ,

(83)

C1 – довiльна стала матриця, I – одиничний оператор,

W2 =I −



α1ϕ1(x+ α1y)∆−1
2

y∫
+∞

ψ>1 (x+ α1s)ds,

α2ϕ1(x+ α1y)∆−1
2

y∫
+∞

ψ>2 (x+ α2s)ds

α1ϕ2(x+ α2y)∆−1
2

y∫
+∞

ψ>1 (x+ α1s)ds,

α2ϕ2(x+ α2y)∆−1
2

y∫
+∞

ψ>2 (x+ α2s)ds


, (84)
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де

∆2 :=∆2(x+α1y,x+α2y)=C1+ α1

y∫
+∞
ψ>1 ϕ1(x+α1s)ds+

+α2

y∫
+∞
ψ>2 ϕ2(x+α2s)ds=C1 +

x+α1y∫
+∞
ψ>1 ϕ1(η)dη +

x+α2y∫
+∞
ψ>2 ϕ2(τ)dτ,

(85)

C2 – довiльна стала матриця,

∆1(x+ α1y, x+ α2y) = ∆2(x+ α1y, x+ α2y) := ∆(x+ α1y, x+ α2y).

За теоремою про бiнарнi перетворення iнтегро-диференцiального
оператора [6] отримаємо явний вигляд обернених операторiв W−1

1 , W−1
2 :

W−1
1 =I+



α1ϕ1

y∫
−∞

∆−1
1 (x+ α1s, x+ α2s)ψ>1 (x+ α1s)ds;

α2ϕ1

y∫
−∞

∆−1
1 (x+α1s,x+α2s)ψ>2 (x+ α2s)ds;

α1ϕ2

y∫
−∞

∆−1
1 (x+ α1s, x+ α2s)ψ>1 (x+ α1s)ds;

α2ϕ2

y∫
−∞

∆−1
1 (x+α1s,x+α2s)ψ>2 (x+ α2s)ds;


, (86)

W−1
2 =I+



α1ϕ1

y∫
+∞

∆−1
2 (x+ α1s, x+ α2s)ψ>1 (x+ α1s)ds;

α2ϕ1

y∫
+∞

∆−1
2 (x+ α2s, x+ α2s)ψ>2 (x+α2s)ds;

α1ϕ2

y∫
+∞

∆−1
2 (x+ α1s, x+ α2s)ψ>1 (x+ α1s)ds;

α2ϕ2

y∫
+∞

∆−1
2 (x+ α1s, x+ α2s)ψ>2 (x+α2s)ds;


. (87)

5 Побудова операторiв перетворення та розсiяння

Для побудови операторiв перетворень Ŵ1 та Ŵ2 оберненої задачi роз-
сiяння задамо iнварiантнi оператори S1 та S2, що дiють у просторi роз-
в’язкiв незбуреної системи (73), таким чином, щоб для довiльних вектор-
функцiй

a :=
(
a1(x+ α1y)
a2(x+ α2y)

)
, b :=

(
b1(x+ α1y)
b2(x+ α2y)

)
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з L2(R → C) виконувалися асимптотичнi умови (4) – (5):

Y1(x, y) = (Ŵ1a)1 := (W1S1a)1
x+α1y=const−−−−−−−−→

y→−∞
a1(x+ α1y),

Y2(x, y) = (Ŵ1a)2 := (W1S1a)2
x+α2y=const−−−−−−−−→

y→−∞
a2(x+ α2y),

(88)

Y1(x, y) = (Ŵ2b)1 := (W2S2b)1
x+α1y=const−−−−−−−−→

y→+∞
b1(x+ α1y),

Y2(x, y) = (Ŵ2b)2 := (W2S2b)2
x+α2y=const−−−−−−−−→

y→+∞
b2(x+ α2y).

(89)

Розпишемо (W1S1a)1 та (W1S1a)2 у явному виглядi:

{(S1)11a1 + (S1)12a2} (x+ α1y)− α1ϕ1(x+ α1y)∆−1
y∫

−∞
ψ>1 ×

×{(S1)11a1 + (S1)12a2} (x+ α1s)ds− α2ϕ1(x+ α1y)∆−1
y∫

−∞
ψ>2 ×

×{(S1)21a1 + (S1)22a2} (x+ α2s)ds
x+α1y=const−−−−−−−−→

y→−∞
{(S1)11a1+

+(S1)12a2} (x+ α1y)− α1ϕ1(x+ α1y)∆−1(x+ α1y,+∞)×

×
y∫

−∞
ψ>1 (x+ α1s) {(S1)11a1+ (S1)12a2} (x+ α1s)ds− α2ϕ1(x+ α1y)×

×∆−1(x+ α1y,+∞)
+∞∫
−∞

ψ>2 {(S1)21a1 + (S1)22a2} (x+ α2s)ds,

{(S1)21a1 + (S1)22a2} (x+ α2y)− α1ϕ2(x+ α2y)∆−1
y∫

−∞
ψ>1 ×

×{(S1)11a1 + (S1)12a2} (x+ α1s)ds− α2ϕ2(x+ α2y)∆−1
y∫

−∞
ψ>2 ×

×{(S1)21a1 + (S1)22a2} (x+ α2s)ds
x+α2y=const−−−−−−−−→

y→−∞
{(S1)21a1+

+(S1)22a2} (x+ α2y)− α2ϕ2(x+ α2y)∆−1(−∞, x+ α2y)
y∫

−∞
ψ>2 ×

×{(S1)21a1 + (S1)22a2} (x+ α2s)ds.

Згiдно зi спiввiдношеннями (88) повиннi виконуватись рiвностi

{(S1)11a1 + (S1)12a2} (x+ α1y)− α1ϕ1(x+ α1y)∆−1(x+ α1y,+∞)×

×
y∫

−∞
ψ>1 {(S1)11a1 + (S1)12a2} (x+ α1s)ds− α2ϕ1(x+ α1y)×

×∆−1(x+α1y,+∞)
+∞∫
−∞
ψ>2 {(S1)21a1 + (S1)22a2}(x+ α2s)ds = a1(x+ α1y),
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{S21a1 + S22a2} (x+ α2y)− α2ϕ2(x+ α2y)∆−1(−∞, x+ α2y)×

×
y∫

−∞
ψ>2 {S21a1 + S22a2} (x+ α2s)ds = a2(x+ α2y),

з яких отримаємо таку систему для знаходження елементiв оператора
S1:

(
I −α1ϕ2(x+ α2y)∆−1(−∞,x+α2y)

y∫
−∞

ψ>2 (x+α2s)ds

)
◦(S1)21 =0,

(
I −α2ϕ2(x+α2y)∆−1(−∞,x+α2y)

y∫
−∞

ψ>2 (x+α2s)ds

)
◦(S1)22 =I,

(
I −α1ϕ1(x+ α1y)∆−1(x+α1y,+∞)

y∫
−∞

ψ>1 (x+α1s)ds

)
◦ (S1)11−

−

(
α2ϕ1(x+α1y)∆−1(x+α1y,+∞)

+∞∫
−∞

ψ>2 (x+α2s)ds

)
◦(S1)21 =I,

(
I −α1ϕ1(x+ α1y)∆−1(x+α1y,+∞)

y∫
−∞

ψ>1 (x+α1s)ds

)
◦ (S1)12−

−

(
α2ϕ1(x+ α1y)∆−1(x+α1y,+∞)

+∞∫
−∞

ψ>2 (x+α2s)ds

)
◦ (S1)22 =0.

(90)

З першого рiвняння системи (90) отримуємо, що (S1)21 = 0.
З другого та третього рiвняння (90) за допомогою теореми про бi-

нарнi перетворення iнтегро-диференцiального оператора [6] знаходимо
явний вигляд операторiв (S1)11 та (S1)22:

(S1)11 = I + α1ϕ1(x+ α1y)

y∫
−∞

∆−1(x+ α1s,+∞)ψ>1 (x+ α1s)ds, (91)

(S1)22 = I + α2ϕ2(x+ α2y)

y∫
−∞

∆−1(−∞, x+ α2s)ψ>2 (x+ α2s)ds. (92)

З четвертого рiвняння системи (90) та теореми про бiнарнi перетво-
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рення iнтегро-диференцiального оператора [6] отримуємо, що

(S1)12 =

(
I−α1ϕ1(x+ α1y)∆−1(x+α1y,+∞)

y∫
−∞

ψ>1 (x+ α1s)ds

)−1

◦

◦

(
α2ϕ1(x+ α1y)∆−1(x+ α1y,+∞)

+∞∫
−∞

ψ>2 (x+ α2s)ds

)
◦ (S1)22 =

= α2ϕ1(x+ α1y)
+∞∫
−∞

∆−1(−∞, x+ α2s)ψ>2 (x+ α2s)ds.

Таким чином, оператор S1, який дiє iнварiантно у просторi розв’язкiв
незбуреної системи (73), має такий вигляд:

S1 = I +



α1ϕ1

y∫
−∞

∆−1(x+ α1s,+∞)ψ>1 (x+ α1s)ds;

α2ϕ1

+∞∫
−∞

∆−1(−∞, x+ α2s)ψ>2 (x+ α2s)ds;

0;

α2ϕ2

y∫
−∞

∆−1(−∞, x+ α2s)ψ>2 (x+ α2s)ds;


(93)

Оператор S2 знаходиться аналогiчним чином i виглядає так:

S2 = I +



α1ϕ1

y∫
+∞

∆−1(x+ α1s,−∞)ψ>1 (x+ α1s)ds;

−α2ϕ1

+∞∫
−∞

∆−1(+∞, x+ α2s)ψ>2 (x+ α2s)ds;

0;

α2ϕ2

y∫
+∞

∆−1(+∞, x+ α2s)ψ>2 (x+ α2s)ds;


(94)

Отже, оператори перетворень Ŵ1 та Ŵ2 допускають факторизацiї:

Ŵ1 = W1S1, Ŵ2 = W2S2. (95)

З формул (82), (84) та (93), (94), а також факторизацiй (95) знаходимо

Ŵ1 =

(
ˆ(W1)11

ˆ(W1)12
ˆ(W1)21

ˆ(W1)22

)
, (96)
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де

ˆ(W1)11 = I + α1α2ϕ1(x+ α1y)∆−1

(
y∫

+∞
ψ>2 ϕ2(x+ α2s)ds

)
×

×
y∫

−∞
∆−1(x+ α1s,+∞)ψ>1 (x+ α1s)ds,

ˆ(W1)12 = −α2ϕ1(x+ α1y)∆−1(x+ α1y, x+ α2y)×

×∆(−∞, x+ α2y)
y∫

+∞
∆−1(−∞, x+ α2s)ψ>2 (x+ α2s)ds,

ˆ(W1)21 = −α1ϕ2(x+ α2y)∆−1(x+ α1y, x+ α2y)×

×∆(x+ α1y,+∞)
y∫

−∞
∆−1(x+ α1s,+∞)ψ>1 (x+ α1s)ds,

ˆ(W1)22 = I + α1α2ϕ2(x+ α2y)∆−1

(
y∫

−∞
ψ>1 ϕ1(x+ α1s)ds

)
×

×
y∫

+∞
∆−1(−∞, x+ α2s)ψ>2 (x+ α2s)ds;

(97)

Ŵ2 =

(
ˆ(W2)11

ˆ(W2)12
ˆ(W2)21

ˆ(W2)22

)
, (98)

де

ˆ(W2)11 = I + α1α2ϕ1(x+ α1y)∆−1

(
y∫

−∞
ψ>2 ϕ2(x+ α2s)ds

)
×

×
y∫

+∞
∆−1(x+ α1s,−∞)ψ>1 (x+ α1s)ds,

ˆ(W2)12 = −α2ϕ1(x+ α1y)∆−1(x+ α1y, x+ α2y)×

×∆(+∞, x+ α2y)
y∫

−∞
∆−1(+∞, x+ α2s)ψ>2 (x+ α2s)ds,

ˆ(W2)21 = −α1ϕ2(x+ α2y)∆−1(x+ α1y, x+ α2y)×

×∆(x+ α1y,−∞)
y∫

+∞
∆−1(x+ α1s,−∞)ψ>1 (x+ α1s)ds,

ˆ(W2)22 = I + α1α2ϕ2(x+ α2y)∆−1

(
y∫

+∞
ψ>1 ϕ1(x+ α1s)ds

)
×

×
y∫

−∞
∆−1(+∞, x+ α2s)ψ>2 (x+ α2s)ds.

(99)

Зi спiввiдношення Y = Ŵ1a = Ŵ2b (див. зображення (12), (15) леми
1) та означення оператора розсiяння знаходимо факторизацiю для опера-
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тора розсiяння S та оберненого S−1:

S = Ŵ−1
2 Ŵ1 = S−1

2 W−1
2 W1S1, S

−1 = Ŵ−1
1 Ŵ2 = S−1

1 W−1
1 W2S2. (100)

Використавши рiвностi (100), отримаємо явний вигляд операторiв S
та S−1. Маємо:

S = I +
(
F11 F12

F21 F22

)
, (101)

де
F11 = −α1α2ϕ1(x+ α1y)∆−1(x+ α1y,−∞)×

×

(
+∞∫
−∞

ψ>2 ϕ2ds

)
y∫

−∞
∆−1(x+ α1s,+∞)ψ>1 (x+ α1s)ds,

F12 = α2ϕ1(x+ α1y)∆−1(x+ α1y,−∞)×

×∆(−∞,−∞)
+∞∫
−∞

∆−1(−∞, x+ α2s)ψ>2 (x+ α2s)ds,
(102)

F21 = −α1ϕ2(x+ α2y)∆−1(+∞, x+ α2y)×

×∆(+∞,+∞)
+∞∫
−∞

∆−1(x+ α1s,+∞)ψ>1 (x+ α1s)ds,

F22 = α1α2ϕ2(x+ α2y)∆−1(+∞, x+ α2y)×

×

(
+∞∫
−∞

ψ>1 ϕ1ds

)
y∫

+∞
∆−1(−∞, x+ α2s)ψ>2 (x+ α2s)ds;

S−1 = I +
(
G11 G12

G21 G22

)
; (103)

де

G11 = α1α2ϕ1(x+ α1y)∆−1(x+ α1y,+∞)×

×

(
+∞∫
−∞

ψ>2 ϕ2ds

)
y∫

+∞
∆−1(x+ α1s,−∞)ψ>1 (x+ α1s)ds,

(104)

G12 = −α2ϕ1(x+ α1y)∆−1(x+ α1y,+∞)×

×∆(+∞,+∞)
+∞∫
−∞

∆−1(+∞, x+ α2s)ψ>2 (x+ α2s)ds,
(105)

G21 = α1ϕ2(x+ α2y)∆−1(−∞, x+ α2y)×

×∆(−∞,−∞)
+∞∫
−∞

∆−1(x+ α1s,−∞)ψ>1 (x+ α1s)ds,
(106)
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G22 = −α1α2ϕ2(x+ α2y)∆−1(−∞, x+ α2y)×

×

(
+∞∫
−∞

ψ>1 ϕ1ds

)
y∫

−∞
∆−1(+∞, x+ α2s)ψ>2 (x+ α2s)ds.

(107)

Зауваження. Нехай оператор L має вигляд

L =
(
∂y − α1∂x u1

u2 ∂y − α2∂x

)
, µ ∈ R \ {0}, (108)

де
u1 := u, u2 := µu, u ∈ L2(R2 → C). (109)

У цьому випадку виконуються такi спiввiдношення:

L∗ = −σLσ−1, L∗ := L
τ
, (110)

де σ =
(

1 0
0 −µ−1

)
, тобто, оператор L є σ-косоермiтовим. Внаслiдок

цього мiж розв’язками лiнiйної системи LY = 0 та транспонованої
системи Lτ Ỹ (x, y) = 0 iснує такий зв’язок:

Ỹ = σY . (111)

Формули (78) за умов редукцiї набудуть вигляду

u1 = u = µ−1(α2 − α1)ϕ1(C + Ω[σϕ̄, ϕ])−1ϕ∗2, u2 = µu, C = C∗. (112)

Неважко бачити з формул (101), (103), що мiж компонентами опе-
раторiв S та S−1 виконуються такi спiввiдношення:

α2G21 = −α1µF
∗
12, α1G12 = −α2µ

−1F ∗21, G11 = F ∗11, G22 = F ∗22.

6 Еквiвалентнiсть результатiв, отриманих
методами оберненої задачi розсiяння
та бiнарних перетворень

Проведемо замiну функцiй

ϕ1(x+ α1y), ϕ2(x+ α2y), ψ1(x+ α1y), ψ2(x+ α2y)
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таким чином, щоб для ядер F12 (102) та G21 (106) виконувалися рiвностi:

F12(x, y) = p1(x+α1y)q>1 (x+α2y), G21 = q2(x+α2y)p>2 (x+α1y). (113)

Для цього впровадимо функцiї p1(x + α1y), q1(x + α2y), p2(x + α1y),
q2(x+ α2y) так:

p1(x+ α1y) = ϕ1(x+ α1y)∆−1(x+ α1y,−∞)∆(−∞,−∞),
q>1 (x+ α2y) = α2∆−1(−∞, x+ α2y)ψ>2 (x+ α2y),
p>2 (x+ α1y) = α1∆−1(x+ α1y,−∞)ψ>1 (x+ α1y),

q2(x+ α2y) = ϕ2(x+ α2y)∆−1(−∞, x+ α2y)∆(−∞,−∞).

(114)

Теорема 3. Пiсля замiни змiнних (114) потенцiали u1, u2 (78) спiв-
падають з вiдповiдними потенцiалами u1, u2 (64), (65), що отриманi
методом оберненої задачi розсiяння.

Доведення. Безпосередньо з формул замiни змiнних (114) отримує-
мо, що

α1

y∫
−∞

ψ>1ϕ1(x+α1s)ds=∆(−∞,−∞)×


(
I−

y∫
−∞

p>2 p1(x+ α1s)ds

)−1

−I

,
α2

y∫
−∞

ψ>2ϕ2(x+α2s)ds=∆(−∞,−∞)×


(
I−

y∫
−∞

q>1 q2(x+ α2s)ds

)−1

−I

.
(115)

З формул (115) шляхом технiчних перетворень отримуємо:

∆(x+α1y,x+α2y)=∆(−∞,−∞)×

(
I −

y∫
−∞

q>1 q2(x+ α2s)ds

)−1

×

×

{
I −

(
y∫

−∞
q>1q2(x+α2s)ds

)(
y∫

−∞
p>2p1(x+α1s)ds

)}
×

(
I −

y∫
−∞

p>2p1(x+α1s)ds

)−1

.

Доведемо, наприклад, еквiвалентнiсть зображень для потенцiалу u1

(64) та (78). Маємо:

α2

α1 − α2
u1(x, y) = α2ϕ1(x+ α1y)∆−1(x+ α1y, x+ α2y)ψ>2 (x+ α2y) =

= p1(x+ α1y)∆−1(−∞,−∞)∆(x+ α1y,−∞)×

×∆−1(x+ α1y, x+ α2y)∆(−∞, x+ α2y)q>1 (x+ α2y) =
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=p1(x+α1y)∆−1(−∞,−∞)∆(−∞,−∞)

(
I−

y∫
−∞

p>2 p1(x+α1s)ds

)−1

×

×

(
I−

y∫
−∞

p>2p1(x+α1s)ds

){
I −

(
y∫

−∞
q>1 q2(x+α2s)ds

)(
y∫

−∞
p>2 p1(x+α1s)ds

)}−1

×

×

(
I −

y∫
−∞

q>1 q2(x+ α2s)ds

)
∆−1(−∞,−∞)∆(−∞,−∞)×

×

(
I −

y∫
−∞

q>1 q2(x+ α2s)ds

)−1

q>1 (x+ α2y) =

=p1(x+α1y)

{
I −

(
y∫

−∞
q>1 q2(x+ α2s)ds

)(
y∫

−∞
p>2 p1(x+α1s)ds

)}−1

q>1 (x+α2y).

Для потенцiалу u2 еквiвалентнiсть зображень перевiряється аналогiчно.
Теорема 4. Пiсля замiни (114) оператор розсiяння S (101) та обер-

нений S−1 (103), а також оператори перетворень Ŵ1 (96), Ŵ2 (98)
спiвпадають з вiдповiдними операторами S (28), S−1 (29) та H (60) –
(63), K (56) – (59).

Доведення аналогiчно як i в теоремi 3, проводиться шляхом технiч-
них обчислень.

7 Висновки

Як i для систем Дiрака, користуючись пiдходом робiт [2, 3], можна до-
вести щiльнiсть потенцiалiв u1(x, y), u2(x, y) (64),(65), що вiдповiдають
виродженим даним розсiяння (33), в просторi L2(R2 → C). Вiдповiднi
твердження можна розповсюдити i на задачi Кошi-Дiрiхле для нелiнiй-
них систем теорiї солiтонiв, що тiсно пов’язанi з системою (1) (див., на-
приклад, [2, 7–9] ).

Результати статi, сформульованi в теоремах 3 i 4, показують, що кла-
си точних розв’язкiв цих систем, якi можна отримати методом бiнарних
перетворень, є ширшими, нiж при класичному пiдходi.

Так як результати Роздiлу 5 носять алгебричний характер, вони без
змiн переносяться на випадок α1, α2 ∈ iR, в якому система (1) є елiптич-
ною i пов’язана з iншими типами нелiнiйних рiвнянь [7–9].

Питанню про спiввiдношення мiж класичним пiдходом в методi обер-
неної задачi розсiяння та методом бiнарних перетворень для загальної
гiперболiчної системи рiвнянь [2] ми плануємо присвятити одну з нас-
тупних праць.
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We consider the scattering and the inverse scattering problem. It is
proved that all the main objects of the inverse scattering problem can be
obtained by the method of binary transformations in case of the degenerate
scattering data.


