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Проведено класифiкацiю лiнiйних зображень узагальненої алге-
бри Галiлея у випадку тривимiрного векторного поля. Iз класу си-
стем рiвнянь конвекцiї дифузiї для тривимiрного векторного поля
видiлено тi системи, якi iнварiантнi вiдносно узагальненої алгебри
Галiлея у випадку однiєї просторової змiнної.

1 Вступ

Добре вiдоме скалярне рiвняння конвекцiї дифузiї

u0 = u11 + f(u)u1, (1)

де u = u(x), x = (x0, x1), f(u) — довiльна гладка функцiя, має широ-
ке застосування у фiзицi [1], хiмiї [2], бiологiї [3] та привернуло увагу
багатьох дослiдникiв у областi математики, зокрема, симетрiйного ана-
лiзу. Лiївську симетрiю рiвняння (1) дослiджено у статтi [4]. Рiвняння
(1), як частинний випадок, мiстить у собi класичне рiвняння Бюргерса,
симетрiйнi властивостi якого добре вiдомi.
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Останнiм часом все бiльше дослiджень пов’язано з узагальненням
рiвняння (1) на випадок багатовимiрного векторного поля та багатьох
просторових змiнних

U0 = ∆U + F a(U)Ua, (2)

де U = (u1, u2, ..., un) ∈ Rn, uk = uk(x), x = (x0, ~x), ~x = (x1, ..., xm),

∆ =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+ ...+
∂2

∂x2
m

,

F a(U) — довiльнi функцiональнi матрицi розмiрностi n × n, a = 1,m,
k = 1, n, iндекси внизу (наприклад, в записi Ua) використовуються для
позначення похiдних за вiдповiдними змiнними.

Система (2) при конкретному виглядi її нелiнiйної частини i значен-
нях n,m знаходить широке застосування при описi рiзноманiтних фiзи-
чних, хiмiчних, бiологiчних процесiв. Так, математичнi моделi, що ба-
зуються на цiй системi, застосовуються у макрокiнетицi, основний змiст
якої є вивчення ролi дифузiї, теплопередачi та конвекцiї в протiканнi
хiмiчних реакцiй.

Розв’язання широкого кола науково-технiчних проблем передбачає
дослiдження явища вiльної конвекцiї. Важливу роль конвективний те-
пломасоперенос вiдiграє в технологiї виробництва об’ємних монокриста-
лiв i напiвпровiдникових структур iз рiдкої фази. Процес тепломасообмi-
ну має велике практичне значення для iнтенсифiкацiї теплоенергетичних
i хiмiкотехнологiчних процесiв у рiзних сферах промисловостi.

З точки зору фiзичного застосування системи (2), звичайно, най-
бiльш цiкавими є випадки n,m = 1, 3. Тому бiльшiсть публiкацiй сто-
сується саме цих систем. Так, у статтi [5] дослiджено лiївську та Q-
умовну симетрiї системи двох рiвнянь типу Бюргерса. Також лiївська та
Q-умовна симетрiї описанi в [6] для системи вигляду (2), в якiй n = 2,
m = 1, матриця F мiстить двi довiльнi функцiї. Iнварiантнiсть вiдносно
узагальненої алгебри Галiлея системи (2) дослiджено в [7] при n = 2,
m = 1, а в [8] – при n = 2, 3, m = 2. Задача дослiдження iнварiантностi
системи (2) вiдносно узагальненої алгебри Галiлея з оператором маси
розв’язана в [9] для n = 2, m = 1.

У данiй статтi розглянуто систему (2) при n = 3, m = 1:

U0 = U11 + F (U)U1. (3)

Проведено класифiкацiю лiнiйних зображень узагальненої алгебри Галi-
лея у випадку тривимiрного векторного поля U = {u1, u2, u3}, дослiдже-
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но її iнварiантнiсть вiдносно узагальненої алгебри Галiлея, знайдено всi
зображення функцiї F в (3), при яких вона iнварiантна вiдносно вказаної
алгебри.

2 Перетворення еквiвалентностi системи (3)

Оскiльки система (3) мiстить довiльнi функцiї, то вона описує деякий
клас систем. Важливою в цьому випадку є задача знаходження пере-
творень еквiвалентностi цього класу, оскiльки в результатi дiї перетво-
рень iз групи еквiвалентностi дана система переходить в еквiвалентну їй
систему, а її алгебра iнварiантностi – в подiбну їй алгебру Лi операто-
рiв симетрiї. Тому дослiдження симетрiйних властивостей однiєї системи
дозволяє провести дослiдження вiдразу усього класу систем, якi можна
отримати iз даної системи шляхом замiни змiнних. Знайдемо групу пе-
ретворень еквiвалентностi системи (3).

Справедливе наступне твердження.

Лема 1. Основну групу перетворень еквiвалентностi (бiльш детально
див. [10], [11]) системи (3) генерує оператор

E = τµ(x, u)∂µ + γa(x, u)∂ua + ζab(x, u, F )∂F ab , (4)

координати якого мають вигляд

τ0 = 2æx0 + d0, τ1 = æx1 + gx0 + d1,

γa = kabu
b + la, ζab = kacF

cb − kcbF
ac − æF ab − δabg,

(5)

де æ, g, dµ, kab, la — довiльнi сталi.

Доведення. Для доведення леми використаємо iнфiнiтезимальний ме-
тод [10], [11]. Оператор еквiвалентностi шукаємо у виглядi (4). З умови
еквiвалентностi системи (3) вiдносно цього оператора

Ẽ
(
ua

0 − ua
11 − F abub

1

)
|M= 0, ẼF ab

µ |M= 0, ẼF ab
uc

µ
|M= 0,

де M — многовид

ua
0 = ua

11 + F abub
1, F ab

µ = F ab
uc

µ
= 0,

отримаємо систему рiвнянь для визначення координат оператора E

τ0
1 = τµ

ua = 0, τ0
0 − 2τ1

1 = 0; (6)
γa

ubuc = 0, γa
µ = 0; (7)

γb
1F

ab − γa
0 + γa

11 = 0; (8)
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ζab
µ = 0; (9)

ζab − γa
ucF cb + γc

ubF
ac + τ1

1F
ab + δabτ

1
0 + 2γa

1ub = 0. (10)

Iнтегруючи рiвняння (6), отримаємо вигляд функцiй τµ:

τ0 = 2A(x0), τ1 = Ȧ(x0)x1 +B(x0), (11)

де A, B — довiльнi гладкi функцiї, крапка означає похiдну за змiнною x0.

Система (7) визначає вигляд функцiй γa

γa = kabu
b + la, (12)

де kab, la – довiльнi сталi. Рiвняння (8) при умовах (12) виконуються
тотожно. Пiдставивши (11) i (12) у систему (10), отримаємо

ζab = kacF
cb − kcbF

ac − ȦF ab − δab(Äx1 + Ḃ).

Iз рiвняння (9) одержимо умови Ä = B̈ = 0. Таким чином, функцiї
A, B набувають вигляду

A = æx0 +
d0

2
, B = gx0 + d1.

Отже, розв’язок системи (6) – (10) — це функцiї (5), якi i є коорди-
натами оператора еквiвалентностi E, що породжує групу перетворень
еквiвалентностi системи (3). Лему 1 доведено.

3 Система визначальних рiвнянь

Використовуючи iнфiнiтезимальний метод С. Лi, знайдемо систему ви-
значальних рiвнянь для нелiнiйностей F (U) та координат iнфiнiтези-
мального оператора групи симетрiї системи (3). Справедливе наступне
твердження.

Лема 2. Система (3) iнварiантна вiдносно iнфiнiтезимального опера-
тора

X = ξµ(x, u)∂µ + ηa(x, u)∂ua (13)

тодi i тiльки тодi, коли функцiї ξµ, ηa, F ab задовольняють наступну
систему диференцiальних рiвнянь

ξ01 = ξµ
ua = 0, ξ00 − 2ξ11 = 0, (14)

ηa
ubuc = 0, (15)

ηb
1F

ab − ηa
0 + ηa

11 = 0, (16)
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ηcF ab
uc − ηa

ucF cb + ηc
ubF

ac + ξ11F
ab + δabξ

1
0 + 2ηa

1ub = 0, (17)

де µ = 0, 1, a, b, c = 1, 3, δab — символ Кронекера, iндекс внизу бiля
функцiї означає диференцiювання за вiдповiдним аргументом.

Лема 2 доводиться стандартним методом С. Лi [12], [13], [14].

4 Зображення узагальненої алгебри Галiлея

Алгеброю Галiлея називається [15] тривимiрна алгебра Лi, яка породжу-
ється перетвореннями зсувiв та чисто галiлеївськими перетвореннями

x0
′=x0+θ0,

x1
′=x1+θ1+θ2x0.

(18)

Перетворення (18) породжують алгебру Лi з базисними оператора-
миX1,X2,X3, якi задовольняють комутацiйнi спiввiдношення розв’язної
нерозкладної алгебри

[X1, X2] = [X2, X3] = 0, [X1, X3] = X2. (19)

Оскiльки система (3) навiть при довiльнiй функцiї F iнварiантна вiдно-
сно алгебри < ∂0, ∂1 >, то цi оператори вiзьмемо в якостi X1, X2, а в
якостi X3 — оператор Галiлея G. З рiвнянь (14), (15) випливає, що най-
бiльш загальний вигляд, якого може набувати оператор G, виражається
формулою

G = 2A∂0 +
(
Ȧx1 +B

)
∂1 +

(
αabub + βa

)
∂ua ,

де A = A(x0), B = B(x0), αab = αab(x0, x1), βa = βa(x0, x1) – довiльнi
гладкi функцiї.

З умов комутування (19) одержимо Ȧ = 0, Ḃ = 1, αab
µ = βa

µ = 0.
Тодi G = c1∂0 + (x0 + c2) ∂1 + Q1, де Q1 =

(
aabu

b + ba
)
∂ua , c1, c2, aab,

ba — довiльнi сталi.

Алгебра < ∂0, ∂1, G = c1∂0 + (x0 + c2) ∂1 +Q1 > еквiвалентна алгебрi

< ∂0, ∂1, G = x0∂1 +Q1 >, (20)

оператори якої задовольняють комутацiйнi спiввiдношення

[∂0, ∂1] = 0, [∂0, G] = ∂1, [∂1, G] = 0. (21)
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Цю алгебру будемо називати алгеброю Галiлея AG (1, 1). Оператори ал-
гебри (20), доповненi операторами масштабних

D = 2x0∂0 + x1∂1 +Q2 (22)

та проективних

Π = x2
0∂0 + x0x1∂1 + x1Q1 + x0Q2 +Q3 (23)

перетворень, утворюють узагальнену алгебру Галiлея

AG2 (1, 1) =< ∂0, ∂1, G,D,Π >, (24)

де Q2 = (αabu
b + βa)∂ua , Q3 = (θabu

b + σa)∂ua , αab, θab, βa, σa — довiльнi
сталi, a, b = 1, 3, якщо оператори алгебри (24) задовольняють комута-
цiйнi спiввiдношення (21) та

[∂0, D]=2∂0, [∂1, D]=∂1, (25)
[∂0,Π]=D, [∂1,Π]=G, [G,D]=−G, [G,Π]=0, [D,Π]=2Π. (26)

Зауважимо, що вигляд операторiв D та Π, як i оператора G, вста-
новлено з рiвнянь (14), (15) визначальної системи та комутацiйних спiв-
вiдношень (25), (26). Крiм того, iз (26) випливають комутацiйнi спiввiд-
ношення для операторiв Qi (i = 1, 3)

[Q1, Q2] = −Q1, [Q1, Q3] = 0, [Q2, Q3] = 2Q3. (27)

5 Класифiкацiя лiнiйних зображень
узагальненої алгебри Галiлея
у випадку тривимiрного векторного поля

Як бачимо з формул (5), система рiвнянь (3) допускає лiнiйнi перетво-
рення еквiвалентностi

W = KU + L, (28)
де K — невироджена стала матриця розмiрностi 3×3, L — стала матри-
ця розмiрностi 3 × 1. Оскiльки оператори Qi (i = 1, 3) мiстять довiльнi
сталi, то вони задають деякий клас операторiв (20), (22), (23). Прокласи-
фiкуємо зображення узагальненої алгебри Галiлея (24), нееквiвалентнi
вiдносно перетворень (28). Справедливе наступне твердження.

Теорема 1. З точнiстю до перетворень еквiвалентностi (28) iснує
49 нееквiвалентних зображень узагальненої алгебри Галiлея (24), якi
визначаються операторами Qi, i = 1, 3, що поданi в таблицi 1.
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Таблиця 1: Нееквiвалентнi зображення AG2 (1, 1) .

№ Q1 Q2 Q3 Умови
1 2 3 4 5

1. æ1∂u1+æ2u
1∂u2 −I−I23+nu3∂u3 θ1∂u2

:
:
:

2. æ1∂u1+æ2u
1∂u2 −I12−u2∂u2+∂u3 θ1∂u2

3. æ1∂u1+æ2u
1∂u2 −I−I23+u3∂u2 θ1∂u2

4. æ1∂u1+æ2u
1∂u2 −I12−u2∂u2 u3∂u2

5. ∂u1+u1∂u2 −I−I23 ∂u3

6. u1∂u2 n1I−I23+n2u
3∂u3 0 ni 6=−1

7. u1∂u2 nI12−u2∂u2+∂u3 0 n 6=−1,

n 6=2

8. u1∂u2 I13+∂u2+nu3∂u3 0

9. u1∂u2 nI−u2∂u2+u1∂u3 0

10. u1∂u2 −u2∂u2+(u1+1)∂u3 0

11. u1∂u2 I13+∂u2+u1∂u3 0

12. u1∂u2 nI−I23+u3∂u2 0 n 6=−1

13. u1∂u2 u1∂u1+u3∂u2+∂u3 0

14. u1∂u2 −I−u2∂u2+u1∂u3 ∂u2

15. u1∂u2 I13+∂u2−2u3∂u3 u1∂u3

16. u1∂u2 −I−I23−u3∂u3 ∂u2 +u1∂u3

17. u1∂u2 nI−I23+2u3∂u3 u3∂u2 n 6=−1

18. u1∂u2 I13+∂u2+u3∂u3 u3∂u2

19. u1∂u2 nI12−I23−u3∂u3 ∂u3 n 6= 0

20. u1∂u2 I13+∂u2−3u3∂u3 ∂u3

21. u1∂u2 −2I−u2∂u2+u1∂u3 ∂u3

22. u1∂u2 −2I−I12−u2∂u2 u3∂u2 +∂u3

23. u1∂u2+æu2∂u3 nI−I23−u3∂u3 θu1∂u3

24. u1∂u2+æu2∂u3 I12+u1∂u1+∂u3 θu1∂u3

25. u1∂u2+æu2∂u3 −I23−u3∂u3 (θu1+1)∂u3
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1 2 3 4 5

26. ∂u1+u2∂u3 −I13+nI23 0
:
:
: n 6=±1,

n 6=−2

27. ∂u1+u2∂u3 −I13+∂u2+u1∂u3 0

28. ∂u1+u2∂u3 −I12+2u2∂u2+n∂u3 mu2∂u1

29. ∂u1+æu2∂u3 −I+nu2∂u1−u3∂u3 θ∂u3

30. ∂u1+æu1∂u2 −I−I23−u3∂u3 θ(∂u2+u1∂u3)

+u2∂u3

31. ∂u1 −I13+∂u2+nu3∂u3 0 n 6=−1

32. ∂u1 −I13+u3∂u1+∂u2 0

33. ∂u1 −u1∂u1+∂u2+u2∂u3 0

34. ∂u1 −I+n1u
2∂u2+n2u

3∂u3 0 ni 6=−1

35. ∂u1 −I+u3∂u1+nu2∂u2 0 n 6=−1

36. ∂u1 −I+nI23+u2∂u3 0 n 6=−1

37. ∂u1 −I+u3∂u1+u2∂u3 0

38. ∂u1 −I+(u2+u3)∂u1 0

39. ∂u1 −I+n1I23+n2J32 0

40. ∂u1 −I+nI23+2u3∂u3 u3∂u2 n 6=−1

41. ∂u1 −I+u3∂u1−2u2∂u2 u3∂u2

42. ∂u1 −I13+∂u2+3u3∂u3 u3∂u2

43. ∂u1 −I+2I23+2u3∂u3 u2∂u1+u3∂u2

44. ∂u1 −I−I23−2u2∂u2 u3∂u2+∂u3

45. ∂u1 −I+2I23+nu3∂u3 u2∂u1

46. ∂u1 −I12+2u2∂u2+∂u3 u2∂u1

47. ∂u1 −I+2I23+u2∂u3 u2∂u1

48. ∂u1 −I+u3∂u1+2u2∂u2 u2∂u1

49. ∂u1 −I−I23+3u3∂u3 u3∂u1+∂u2

У таблицi 1 n, ni, m — довiльнi сталi, i = 1, 2,
I = u1∂u1+u2∂u2+u3∂u3, I12=u1∂u1+u2∂u2, I13=u1∂u1+u3∂u3,
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I23=u2∂u2+u3∂u3, J32=u2∂u3−u3∂u2,
æ ∈ {0, 1}, (æ1,æ2) ∈ {(1, 1), (1, 0), (0, 1)},

θ ∈

{
R, якщо æ = 1,
{0, 1}, якщо æ = 0,

θ1 ∈

{
R, якщо æ1 · æ2 = 1,
{0, 1}, якщо æ1 · æ2 = 0.

Доведення. Використаємо класифiкацiю алгебри Галiлея (20), яка про-
ведена в [8], де показано, що iснує 10 нееквiвалентних зображень опера-
тора Q1, який визначає вигляд алгебри Галiлея:

I. Q1 = æI + ku2∂u2 + θu3∂u3 ,

II. Q1 = æI + u1∂u2 + θu3∂u3 ,

III. Q1 = æI + u1∂u2 + u2∂u3 ,

IV. Q1 = k1I + k2I23 + J32,

V. Q1 = ∂u1 ,

VI. Q1 = ∂u1 + ku2∂u2 + u3∂u3 ,

VII. Q1 = ∂u1 + u1∂u2 + æu3∂u3 ,

VIII. Q1 = ∂u1 + æu1∂u2 + u2∂u3 ,

IX. Q1 = ∂u1 + I23 + u2∂u3 ,

X. Q1 = ∂u1 + kI23 + J32,

де k, ki — довiльнi сталi, i = 1, 2.

Щоб отримати узагальнену алгебру Галiлея (24), кожне iз 10 зобра-
жень алгебри (20), доповнимо операторами (22), (23), вимагаючи вико-
нання комутацiйних спiввiдношень (27). Покажемо це детально на при-
кладi зображення вигляду VII. Для iнших випадкiв доведення теореми
аналогiчне.

Розглянемо алгебру Галiлея, яку визначає зображення VII

AG(1, 1) =< ∂0, ∂1, G = x0∂1 + ∂u1 + u1∂u2 + æu3∂u3 >, (29)

та доповнимо її операторами масштабних i проективних перетворень,
вимагаючи виконання умов (27). Перша умова

[Q1, Q2]=[∂u1+u1∂u2+æu3∂u3 , (αabu
b+βa)∂ua ]=

=(αa1+αa2u
1+æαa3u

3)∂ua−(α1bu
b+β1)∂u2−(α3bu

b+β3)æ∂u3=

=− ∂u1−u1∂u2−æu3∂u3
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виконується тiльки при æ = 0 та визначає вигляд операторiв Q1, Q2:

Q1 = ∂u1+u1∂u2 ,

Q2 = (β1 − u1)∂u1 + (β1u
1 − 2u2 + α23u

3 + β2)∂u2+

+ (α33u
3 + β3)∂u3 .

Друга умова

[Q1, Q3]=[∂u1+u1∂u2 , (θabu
b+σa)∂ua ]=

=(θa1+θa2u
1)∂ua−(θ1bu

b+σ1)∂u2=0

визначає вигляд оператора Q3

Q3 = σ1∂u1 + (σ1u
1 + θ23u

3 + σ2)∂u2 + (θ33u3 + σ3)∂u3 .

Умова комутування операторiв Q2 i Q3 приводить до системи рiвнянь

σ1=θ33=0, θ23α33=0, θ23β3=α23σ3, (α33+2)σ3=0.

Очевидно, що розв’язком цiєї системи є такi набори сталих:

a) σ1 = θ33 = 0, σ3 6= 0, α33 = −2, θ23 = α23 = 0;

b) σ1 = θ33 = 0, σ3 = 0, θ23 = 0;

c) σ1 = θ33 = 0, σ3 = 0, θ23 6= 0, α33 = β3 = 0,

якi уточнюють вигляд операторiв Qi (i = 1, 3). Отже, маємо три набори
операторiв:

Q1=∂u1+u1∂u2 , Q2=(β1−u1)∂u1+(β1u
1−2u2+β2)∂u2+

+(β3−2u3)∂u3 , Q3=σ2∂u2+σ3∂u3 , σ3 6=0;
(30)

Q1=∂u1+u1∂u2 , Q2=(β1−u1)∂u1+(β1u
1−2u2+α23u

3+β2)∂u2+

+(α33u
3+β3)∂u3 , Q3=σ2∂u2 ;

(31)

Q1=∂u1+u1∂u2 , Q2=(β1−u1)∂u1+(β1u
1−2u2+α23u

3+β2)∂u2 ,

Q3=(θ23u
3+σ2)∂u2 , θ23 6=0.

(32)
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Оскiльки оператори (30) – (32) мiстять довiльнi сталi, то кожен з цих
наборiв Qi описує деякий клас операторiв.

Знайдемо всi нееквiвалентнi вiдносно перетворень (28) зображення
алгебри (24) (фактично нееквiвалентнi набори операторiв Qi), вима-
гаючи при цьому iнварiантнiсть вiдносно перетворень (28) оператора
Q1 = ∂u1 + u1∂u2 . Оскiльки пiсля замiни (28)

u1 =
1
4

[(k22k33 − k23k32)(w1 − l1) + (k13k32 − k12k33)(w2 − l2)+

+ (k12k23 − k13k22)(w3 − l3)], 4 = det(kij) 6= 0,
∂u1 = k11∂w1 + k21∂w2 + k31∂w3 , ∂u2 = k12∂w1 + k22∂w2 + k32∂w3 ,

то з рiвностi

k11∂w1+k21∂w2+k31∂w3+
1
4

[(k22k33−k23k32)(w1−l1)+

+(k13k32−k12k33)(w2−l2)+(k12k23−k13k22)(w3−l3)](k12∂w1+

+k22∂w2+k32∂w3)=∂w1+w1∂w2

одержимо умови:

k12 = k13 = k31 = k32 = 0, k11 = k22 = 1, k21 = l1, k33 6= 0.

Таким чином, у даному випадку лiнiйнi невиродженi перетворення
еквiвалентностi, вiдносно яких iнварiантний оператор Q1, мають вигляд

w1 = u1 + l1,

w2 = l1u
1 + u2 + k23u

3 + l2,

w3 = k33u
3 + l3, k33 6= 0.

(33)

Застосувавши перетворення (33) до операторiв (30), бачимо, що опера-
тор Q1 не змiнюється, а оператори Q2, Q3 набувають вигляду

Q2 = [(β1 + l1)− w1]∂w1 + [(β1 + l1)w1 − 2w2+

+ (2l2 + β2 − l21 + k23β3)]∂w2 + [−2w3 + (2l3 + k33β3)]∂w3 ,

Q3 = (σ2 + σ3k23)∂w2 + σ3k33∂w3 .

Пiдберемо сталi kij та li так, щоб максимально спростити вигляд
операторiв Q2, Q3. Очевидно, оскiльки σ3 6= 0, то це можна зробити,
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вибравши константи так

k23 = −σ2

σ3
, k33 =

1
σ3
, l1 = −β1,

l2 =
1
2

(
β2

1 − β2 +
σ2

σ3
β3

)
, l3 = − β3

2σ3
.

Отже, пiсля застосування перетворень (33) оператори (30) мають ви-
гляд

Q1 = ∂u1 + u1∂u2 , Q2 = −u1∂u1 − 2u2∂u2 − 2u3∂u3 = −I − I23,

Q3 = ∂u3 ,
(34)

який вiдповiдає п’ятому пункту таблицi 1.

Аналогiчно, застосувавши перетворення (33) до операторiв (31),
отримаємо:

Q2 =
[
(β1 + l1)− w1

]
∂w1 +

[
(β1 + l1)w1 − 2w2 +

+
1
k33

(α23 + k23 (α33 + 2))w3 + 2l2 − l21 + β2 − k23β3 −

− l3
k33

(α23 + k23 (α33 + 2))
]
∂w2 +

[
α33w

3 + (k33β3 − α33l3)
]
∂w3 ,

Q3 = σ2∂w2 .

Очевидно, що спрощення вигляду оператора Q2 залежить вiд зна-
чення сталої α33. Розрiзняються наступнi випадки:

1. α33 6= 0,−2, тодi вибравши константи

k23 = − α23

α33 + 2
, l1 = −β1, l2 =

1
2

(
β2

1 − β2 −
α23β3

α33 + 2

)
,

l3 =
k33β3

α33
,

отримуємо вигляд оператора:

Q2 = −w1∂w1 − 2w2∂w2 + α33w
3∂w3 ; (35)

2. α33 = 0, тодi набiр констант

k23 = −α23

2
, l1 = −β1, l2 =

1
2

(
β2

1 − β2 −
α23β3

2

)
приводить до оператора:

Q2 = −w1∂w1 − 2w2∂w2 + β3∂w3 ; (36)



Iнварiантнiсть системи рiвнянь конвекцiї дифузiї... 279

3. α33 = −2, тодi вибравши сталi

l1 = −β1, l2 =
1
2

(
β2

1 − β2 + k23β3 −
α23β3

2

)
, l3 = −k33β3

2
,

отримуємо наступний вигляд оператора:

Q2 = −w1∂w1 + (α23w
3 − 2w2)∂w2 − 2w3∂w3 . (37)

Слiд зазначити, що для оператора (35) умову α33 6= 0,−2 можна опу-
стити, якщо на коефiцiєнти операторiв (36), (37) накласти, вiдповiдно,

умови β3 6= 0, α23 6= 0. У такому разi замiни v1 = w1, v2 = w2, v3 =
1
β3
w3

та v1 = w1, v2 = w2, v3 = α23w
3, вiдповiдно, приводять до значень кон-

стант β3 = 1 у формулi (36) та α23 = 1 у формулi (37).

Отже, набори операторiв Qi (i = 1, 3) для (31) мають вигляд:

Q1 = ∂u1 + u1∂u2 , Q2 = −u1∂u1 − 2u2∂u2 + α33u
3∂u3 =

− I − I23 + (α33 + 2)u3∂u3 , Q3 = m∂u2 ;
(38)

Q1 = ∂u1 + u1∂u2 , Q2 = −u1∂u1 − 2u2∂u2 + ∂u3 =

− I12 − u2∂u2 + ∂u3 , Q3 = m∂u2 ;
(39)

Q1 = ∂u1 + u1∂u2 , Q2 = −u1∂u1 + (u3 − 2u2)∂u2 − 2u3∂u3 =

− I − I23 + u3∂u2 , Q3 = m∂u2 ,
(40)

що вiдповiдають першим трьом пунктам таблицi 1 при æ1 = æ2 = 1 та
n = α33 + 2.

Дiючи аналогiчно, отримаємо ще один набiр операторiв, у який пе-
реходять оператори (32):

Q1=∂u1+u1∂u2 , Q2=−u1∂u1−2u2∂u2=−I12−u2∂u2 , Q3=u3∂u2 , (41)

який вiдповiдає четвертому пункту таблицi 1 при æ1 = æ2 = 1.

Отже, розглянувши алгебру Галiлея (29), яку визначає зображен-
ня VII, та доповнивши її операторами масштабних i проективних пере-
творень, ми з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (28) одержали
5 нееквiвалентних зображень узагальненої алгебри Галiлея, якi вiдпо-
вiдають першим п’яти пунктам таблицi 1 при (æ1,æ2) = (1, 1).

Аналогiчно можна отримати решту результатiв таблицi 1.

Зазначимо, що при доповненнi алгебри Галiлея (20) до узагальненої
алгебри Галiлея (24) комутацiйнi спiввiдношення (27) виконуються для
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зображень алгебри Галiлея, якi визначаються операторами Q1 з пунктiв
II (при æ = θ = 0), III (при æ = 0), V, VII (при æ = 0), VIII (при
æ ∈ {0; 1}). У рештi випадкiв спiввiдношення (27) не виконуються.

Теорему 1 доведено.

6 Iнварiантнiсть системи (3) вiдносно
узагальненої алгебри Галiлея

Розв’яжемо задачу класифiкацiї нелiнiйностей F (U), при яких систе-
ма (3) iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея (24) у випадку
тривимiрного векторного поля та однiєї просторової змiнної. Справедли-
ве наступне твердження.

Теорема 2. Система (3) iнварiантна вiдносно узагальненої алгебри
Галiлея (24) тодi i тiльки тодi, коли вона має вигляд:

w1
0+w

1w1
1=w

1
11+λ12w

2
1+λ13(w3)2l−1w3

1+G
1,

w2
0+w

1w2
1=w

2
11−2w2w1

1+λ22(w3)lw2
1+λ23(w3)3l−1w3

1+G
2,

w3
0+w

1w3
1=w

3
11−

w3

l
w1

1+λ32(w3)1−lw2
1+λ33(w3)lw3

1+G
3,

(42)

причому

Q1 = ∂w1 , Q2 = −w1∂w1 − 2w2∂w2 −
1
l
w3∂w3 , Q3 = ∂w2 ,

λij — довiльнi сталi, l 6= 0 — стала, значення якої, а також функцiй
wa, Ga поданi у таблицi 2;
або

w1
0+w

1w1
1=w

1
11+ψ(w3)w2

1+G
1,

w2
0+w

1w2
1=w

2
11−2w2w1

1+G
2,

w3
0+w

1w3
1=w

3
11+G

3,

(43)

причому Q1 = ∂w1 , Q2 = −w1∂w1 − 2w2∂w2 , Q3 = ∂w2 , ψ(w3) — довiльна
функцiя, значення wa, Ga поданi у таблицi 3;
або

w1
0+w

1w1
1=w

1
11+(w2)2l−1ψ12w2

1+(w2)2lψ13w3
1+G

1,

w2
0+w

1w2
1=w

2
11−

w2

l
w1

1+(w2)lψ22w2
1+(w2)l+1ψ23w3

1+G
2,

w3
0+w

1w3
1=w

3
11+(w2)l−1ψ32w2

1+(w2)lψ33w3
1+G

3,

(44)
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причому Q1 = ∂w1 , Q2 = −w1∂w1 −
1
l
w2∂w2 , Q3 = 0, ψab(w3) — довiль-

нi функцiї, a, b = 1, 3, l 6= 0 — стала, значення якої, а також функ-
цiй wa, Ga поданi в таблицi 4.

Таблиця 2: Набiр значень l, wa, Ga для системи (42).

№ l wa Ga
:
:
:

1. l w1 = u1 G1 = 0
:
.
.

w2 = u2 − (u1)2

2
G2 = (w1

1)
2

w3 = u3
1
1

1
1
1

G3 = 0

2. 1 w1 = u1 G1 = 0
:
.
.

w2 = u2 − (u1)2

2
G2 = (w1

1)
2

w3 = eu
3

1
1

1
1
1

G3 = −(w3
1)

2

w3

3.
l

2
w1 = u1 G1 = 0

1
1
1
1

w2 = u2 − (u1)2

2
+ u3 ln

√
u3 G2 = (w1

1)
2 − (w3

1)
2

2w3

w3 = u3
1
1

1
1
1

G3 = 0

4. l w1 =
u2

u1

:
:
1
1
1

G1 =
2w1

1w
3
1

w3
− 2w2

w3
w3

1

w2 =
u3

u1
− 1

2

(
u2

u1

)2

G2 = (w1
1)

2 +
2w2

1w
3
1

w3

w3 = u1
1
1

1
1
1

G3 = 0

5.
1
3

w1 = u1 G1 = 0
1
1

1
1
1

w2 = u2 − (u1)2

2
G2 = (w1

1)
2

w3 = u3 − u1u2 +
(u1)3

3

1
1
1
1
1

G3 = 2w1
1w

2
1 − 2w2w2

1
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Таблиця 2: Набiр значень l, wa, Ga для системи (42).

№ l wa Ga
:
:
:

6. −1
2

w1 =
u2

u1

.
1
1
1
1

G1 =
2w1

1w
3
1

w3
− 2w2

w3
w3

1

w2=
u3

u1
−1

2

(
u2

u1

)2

− 1
2u1

lnu1 G2=(w1
1)

2+
2w2

1w
3
1

w3
− (w3

1)
2

2(w3)3
w3 = u1 G3 = 0

Таблиця 3: Набiр значень wa, Ga для системи (43).

№ wa Ga

1. w1 = u1 :
1
1

G1 = 0

w2 = u2 − (u1)2

2
G2 = (w1

1)
2

w3 = u3 G3 = 0

2. w1 =
u2

u1

.
1
1
1
1

G1 =
2w1

1w
3
1

w3
− 2w2

w3
w3

1

w2 =
u3

u1
− 1

2

(
u2

u1

)2

G2 = (w1
1)

2 +
2w2

1w
3
1

w3

w3 = u1 G3 = 0

Таблиця 4: Набiр значень l, wa, Ga для системи (44).

№ l wa Ga

1 2 3 4

1. 1 w1 = u1 :
:
:

G1 = 0

w2 = e−u2
G2 = −(w2

1)
2

w2

w3 = u3e−nu2

1
1
1
1
1

G3 = −2nw2
1w

3
1

w2
+
n2w3(w2

1)
2

(w2)2

2. 1 w1 = u1 + u3 lnu3

.
1
1
1
1

G1 = −(w2
1)

2

w2

w2 = u3 G2 = 0

w3 = u2 + lnu3 G3 =
(w2

1)
2

(w2)2
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1 2 3 4

3. 1 w1 = u1 G1 = 0
:
1

w2 = e−u2
G2 = −(w2

1)
2

w2

w3 = u3 − (u2)2

2
G3 =

(w2
1)

2

(w2)2

4. l w1 = u1 G1 = 0
:
1

w2 = u2 G2 = 0

w3 = u3(u2)n

.
1
1
1
1

G3=
n(n+1)w3(w2

1)
2

(w2)2
−2nw2

1w
3
1

w2

5. 1 w1 = u1 + u3 lnu3

.
1
1
1
1

G1 = −(w2
1)

2

w2

w2 = u3 G2 = 0

w3 = u2(u3)n G3=
n(n+1)w3(w2

1)
2

(w2)2
−2nw2

1w
3
1

w2

6. l w1 = u1 :
1

G1 = 0

w2 = u2 G2 = 0

w3 =
u3

u2
+ l lnu2 G3 =

2w2
1w

3
1

w2
− l(w2

1)
2

(w2)2

7. 1 w1 = u1 :
1

G1 = 0

w2 = e
u3

u2 G2 =
2w2

1w
3
1

w3
− (w2

1)
2

w2

w3 = u2 G3 = 0

8. 1 w1=u1+u2 lnu2+u3 lnu3

.
1
1
1
1

G1=−w
3(w2

1)
2

w2
−w

2(w3
1)

2

w3
−

w2 = u3 −(w2
1)

2

w2
−2w2

1w
3
1, G

2 = 0

w3 =
u2

u3
G3 =

2w2
1w

3
1

w2

9. 1 w1=u1+u3 lnu2+
1
2
u2 ln2 u2

.
1
1
1
1

G1=−w
3(w2

1)
2

w2
−2w2

1w
3
1+

(w2
1)

2

w2

w2 = u2 G2 = 0

w3 =
u3

u2
+ lnu2 G3 =

2w2
1w

3
1

w2
− (w2

1)
2

(w2)2
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1 2 3 4

10. 1 w1 = u1 :
1

G1 = 0

w2 = e−
1
m arctan

u3

u2 G2 = w2
1w

3
1 − (2n+ 1)

(w2
1)

2

w2

w3 = ln
((
u2

)2 +
(
u3

)2
)
− G3 =

(w3
1)

2

2
− 2(m2 + n2)

(w2
1)

2

(w2)2

−2n
m

arctan
u3

u2

У таблицi 4 m 6= 0, n — довiльнi сталi.

Доведення. Знайдемо функцiї F ab(U), при яких система (3) iнварiан-
тна вiдносно узагальненої алгебри Галiлея (24). Для цього використаємо
класифiкацiю зображень узагальненої алгебри Галiлея, описану в табли-
цi 1. Для знаходження функцiй F ab(U) необхiдно пiдставити вiдповiднi
ξµ, ηa (µ = 0, 1, a = 1, 3), одержанi iз зображень операторiв алгебри (24)
(тобто з таблицi 1), у систему визначальних рiвнянь (14) – (17), одержану
в лемi 2, та розв’язати її для кожного пункту таблицi 1.

Проiлюструємо доведення теореми на прикладi операторiв з першого
пункту таблицi 1 при (æ1,æ2) = (1, 1). Зображення операторiв Qi, запи-
саних у цьому пунктi, визначає базиснi оператори узагальненої алгебри
Галiлея:

∂0, ∂1, G = x0∂1 + ∂u1 + u1∂u2 ,

D = 2x0∂0 + x1∂1 − I − I23 + nu3∂u3 ,

Π = x2
0∂0 + x0x1∂1 + x1(∂u1 + u1∂u2)− x0(I + I23 − nu3∂u3) +m∂u2 ,

де n,m ∈ R — довiльнi сталi, та координати оператора X:

ξ0 = ax2
0 + 2æx0 + d0,

ξ1 = ax0x1 + æx1 + gx0 + d1,

η1 = a(x1 − x0u
1)− æu1 + g,

η2 = a(x1u
1 − 2x0u

2 +m)− 2æu2 + gu1,

η3 = (n− 2)(ax0 + æ)u3,

(45)

де a, æ, g, dµ — довiльнi сталi, µ = 0, 1.

Пiдставивши (45) у систему (14) – (17) бачимо, що рiвняння (14),
(15) виконуються тотожньо. Рiвняння (16) та (17) пiсля розщеплення
за змiнними x0, x1 зводяться до наступної системи для знаходження
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функцiй F (U) та уточнення координат iнфiнiтезимального оператора:

(δc1 + δc2)F ab
uc − δa2F

1b + δb1F
a2 + δab = 0, (46)(

−δc1u1 − 2δc2u2 + δc3(n− 2)u3
)
F ab

uc +δa1F
1b+2δa2F

2b−
− δa3(n− 2)F 3b−δb1F a1 − 2δb2F a2 + δb3(n− 2)F a3 + F ab = 0, (47)

mF ab
u2 + 2δa2δb1 = 0, (48)(

δb1 + δb2u
1
)
F ab + δa1u

1 + 2δa2u
2 − (n− 2)δa3u

3 = 0. (49)

Розв’язавши систему (46) – (49) при n 6= 2, отримуємо вигляд фун-
кцiй:

F 11 = −(λ12 + 1)u1;

F 12 = λ12;

F 13 = λ13

(
u3

)− 2
n−2−1 ;

F 21 = (1− λ12)
(
u1

)2 − 2u2 − λ22u
1
(
u3

)− 1
n−2 ;

F 22 = λ22

(
u3

)− 1
n−2 + (λ12 − 1)u1;

F 23 = λ23

(
u3

)− 3
n−2−1 + λ13u

1
(
u3

)− 2
n−2−1 ;

F 31 = (n− 2)u3 − λ32u
1
(
u3

) 1
n−2+1 ;

F 32 = λ32

(
u3

) 1
n−2+1 ;

F 33 = λ33

(
u3

)− 1
n−2 − u1.

Перепозначення константи 1/(2− n) = l та замiна

w1 = u1, w2 = u2 −
(
u1

)2

2
, w3 = u3 (50)

приводить нас до системи (42), де l, wa, Ga описанi у першому пунктi
таблицi 2.

Якщо n = 2, то систему (46) – (49) задовольняє стала m = 1 та
наступна функцiональна матриця

F =

 −(ψ + 1)u1 ψ 0
−2u2 + (1− ψ)

(
u1

)2 (ψ − 1)u1 0
0 0 −u1

 ,
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де ψ = ψ(u3) — довiльна гладка функцiя. Здiйснивши замiну змiн-
них (50), отримуємо систему (43), де wa, Ga описанi у першому пунктi
таблицi 3.

Аналогiчно розв’язавши систему визначальних рiвнянь для всiх зо-
бражень алгебри (24), описаних у таблицi 1, та пiдiбравши вiдповiднi за-
мiни, якi наведенi в таблицях 2, 3, 4, приходимо до систем (42), (43), (44).

Теорему 2 доведено.

7 Висновки

Проведено класифiкацiю лiнiйних зображень узагальненої алгебри Галi-
лея у випадку тривимiрного векторного поля. Для U ∈ R2 подiбна задача
розв’язана в [9]. Порiвнюючи результати, вiдзначимо значне збiльшення
кiлькостi зображень зi збiльшенням розмiрностi векторного поля. З кла-
су систем (3) видiлено тi, що iнварiантнi вiдносно узагальненої алгебри
Галiлея, та знайдено замiни, що значно спрощують вигляд цих систем.
Оскiльки данi системи володiють широкими симетрiями, то вони пре-
тендують на опис реальних фiзичних процесiв. Крiм того, порiвнявши
отриманi результати з результатами [7], [8], приходимо до висновку, що
кiлькiсть систем класу (3), iнварiантних вiдносно узагальненої алгебри
Галiлея, значно збiльшується при збiльшеннi рiзницi мiж розмiрнiстю
векторного поля U та кiлькiстю просторових змiнних.
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THE INVARIANCE OF A SYSTEM OF
CONVECTION-DIFFUSION EQUATIONS WITH

RESPECT TO A GENERALIZED GALILEAN ALGEBRA
IN CASE OF A THREE-DIMENSIONAL VECTOR FIELD

Mikola SEROV, Tamara KARPALYUK

Poltava National Technical Yuri Kondratyuk University
24 Pershotravneviy Av., Poltava 36011

Classification of linear representations for generalized Galilean algebra
is given and convection-diffusion equations being invariant with respect to
generalized Galilean algebra are obtained in the case of three-dimensional
vector field and unique space variable.


