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У роботi побудовано асимптотичний розв’язок першої крайової
задачi для лiнiйної сингулярно збуреної системи диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними елiптичного типу з виродженням.

1 Вступ

У серединi ХХ столiття М.I. Вишик та Л.А. Люстерник розробили за-
гальний метод побудови асимптотичних розвинень розв’язкiв лiнiйних
сингулярно збурених рiвнянь з частинними похiдними [1]. При цьому
розв’язок вiдповiдної крайової задачi з гладкою межею складався з двох
частин: регулярної та примежевої. Члени регулярної частини асимптоти-
ки визначались з алгебраїчних рiвнянь, а члени примежевої частини – зi
звичайних диференцiальних рiвнянь. Для розв’язування крайових задач
з негладкою межею В.Ф. Бутузов ввiв новий тип примежевих функцiй
– кутовi примежевi функцiї [2]. Це дозволило задовольнити вiдповiднi
крайовi умови.

Подiбнi iдеї використовувались в [3, 4] для побудови асимптотичних
розв’язкiв крайових задач Дiрiхле i Неймана для сингулярно збуреного
нелiнiйного рiвняння теплопровiдностi з iмпульсною дiєю.
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Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння з частинними похiдними гiперболiч-
ного типу у випадку повiльно змiнних коефiцiєнтiв розглядались С.Ф.
Фещенком та М.I. Шкiлем [3, с. 226 – 245]. Як i в [4, с. 70 – 125], С.Ф. Фе-
щенко та М.I. Шкiль розв’язок першої крайової задачi шукали у виглядi
ряду (метод Фур’є). При цьому збiжнiсть побудованого ряду не доводи-
лась.

Регулярно збуренi лiнiйнi системи диференцiальних рiвнянь з ча-
стинними похiдними i матрицею бiля старших похiдних дослiджувались
М.А. Сотнiченком та В.П. Яковцем. У випадку сталої кронекерової стру-
ктури граничної в’язки матриць ними було розроблено алгоритм побу-
дови асимптотичних розв’язкiв певних типiв зазначених систем [5].

2 Постановка задачi. Основнi припущення

Розглянемо першу крайову задачу

ε2B(t, ε)
∂2u

∂t2
= A(t, ε)

∂2u

∂x2
+ εC(x, t, ε)u + f(x, t, ε), (1)

t ∈ [0;T ], x ∈ [0;L],

u(0, t, ε) = a(t), u(L, t, ε) = b(t), (2)

u(x, 0, ε) = c(x), u(x, T, ε) = d(x), (3)

де u = u(x, t, ε) – шукана 2-вимiрна вектор-функцiя, A(t, ε), B(t, ε),
C(x, t, ε) – квадратнi матрицi 2-го порядку, f(x, t, ε), a(t), b(t), c(x), d(x)
– 2-вимiрнi вектор-функцiї з дiйсними або комплекснозначними компо-
нентами, ε ∈ (0; ε0], ε0 � 1.

Надалi припускаємо виконання таких умов:
1. Компоненти матриць A(t, ε), B(t, ε), C(x, t, ε) та вектор-функцiї
f(x, t, ε) допускають рiвномiрнi асимптотичнi розвинення за степенями
малого параметра ε, тобто

A(t, ε) =
∑
i≥0

εiAi(t), B(t, ε) =
∑
i≥0

εiBi(t), t ∈ [0;T ],

C(x, t, ε) =
∑
i≥0

εiCi(x, t), f(x, t, ε) =
∑
i≥0

εifi(x, t), (x, t) ∈ D,

де D = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ t ≤ T}.
2. Ai(t), Bi(t) ∈ C∞[0;T ], Ci(x, t), fi(x, t) ∈ C∞(D), i ≥ 0.
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3. a(t) ∈ C5[0;T ], b(t) ∈ C5[0;T ]; c(x) ∈ C4[0;L], d(x) ∈ C4[0;L].
4. a(2k)(0) = a(2k)(T ) = 0, b(2k)(0) = b(2k)(T ) = 0, k = 0, 1.
5. c(2k)(0) = c(2k)(L) = 0, d(2k)(0) = d(2k)(L) = 0, k = 0, 1.
6. f(0, t, ε) = f(L, t, ε) = 0, t ∈ [0;T ].
7. λ0(t) < 0, де λ0(t) – власне значення матрицi A0(t) вiдносно B0(t).

3 Алгоритм побудови класичного розв’язку

Нехай в’язка A0(t) − λB0(t) – регулярна, має один скiнченний i один
нескiнченний елементарний дiльник. Тодi iснують [6] неособливi матрицi
P (t, ε), Q(t, ε), (t, ε) ∈ K,

K = {(t, ε) : 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ ε ≤ ε1}, ε1 ≤ ε0,

компоненти яких допускають рiвномiрнi асимптотичнi розвинення за
степенями ε такi, що

P (t, ε)B(t, ε)Q(t, ε) = H(t, ε) ≡ diag{b(t, ε), e2(t, ε)},

P (t, ε)A(t, ε)Q(t, ε) = Ω(t, ε) ≡ diag{e1(t, ε), λ0(t, ε)},

де
ei(t, 0) = 1, i = 1, 2, b(t, 0) = 0, λ0(t, 0) = λ0(t)

. При цьому P (t, ε), Q(t, ε) ∈ C∞[0;T ].

Розв’язок u(1) = u(1)(x, t, ε) задачi (1), (3) такий, що

u(1)(0, t, ε) = 0, u(1)(L, t, ε) = 0,

шукатимемо у виглядi

u(1)(x, t, ε) =
∞∑

s=1

z(1)
s (t, ε)v(1)

s (x), (4)

де z
(1)
s (t, ε) – шукана 2-вимiрна вектор-функцiя, а v

(1)
s (x) – скалярна фун-

кцiя, що задовольняє рiвняння

(v(1)
s (x))′′ + ω2

s1v
(1)
s (x) = 0, (5)

ωs1 =
sπ

L
, з крайовими умовами

v(1)
s (0) = v(1)

s (L) = 0.
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Нехай

v(1)
s (x) =

√
2
L

sinωs1x, s ∈ N.

Тодi
L∫

0

v(1)
s (x)v(1)

k (x)dx = δsk,

де δsk – символ Кронекера.

Пiдставляючи (4) в (1), з урахуванням (5), домножуючи отриману
рiвнiсть на v

(1)
s (x) та iнтегруючи її обидвi частини за змiнною x в межах

вiд 0 до L, дiстаємо

ε2B(t, ε)(z(1)
s )′′ + ω2

s1A(t, ε)z(1)
s = ε

∞∑
k=1

Csk(t, ε)z
(1)
k + fs(t, ε), s ∈ N, (6)

де

Csk(t, ε) =

L∫
0

C(x, t, ε)v(1)
k (x)v(1)

s (x)dx, fs(t, ε) =

L∫
0

f(x, t, ε)v(1)
s (x)dx.

У системi (6) зробимо замiну z
(1)
s (t, ε) = Q(t, ε)rs(t, ε) i домножимо її

обидвi частини злiва на P (t, ε). Матимемо

ε2H(t, ε)r′′s + ω2
s1Ω(t, ε)rs = ε

∞∑
k=1

D0sk(t, ε)rk + ε2(D1(t, ε)rs + G(t, ε)r′s)+

+P (t, ε)fs(t, ε), (7)

де D0sk(t, ε) = P (t, ε)Csk(t, ε)Q(t, ε), s, k ∈ N , D1(t, ε) = −P (t, ε)B(t, ε)×
×Q′′(t, ε), G(t, ε) = −2P (t, ε)B(t, ε)Q′(t, ε).

Запишемо систему (7) наступним чином:

ε2H̃(t, ε)r′′ + Ω̃(t, ε)r = ε(D̃0(t, ε) + εD̃1(t, ε))r + ε2G̃(t, ε)r′ + f̃(t, ε), (8)

де r(t, ε) та f̃(t, ε) – нескiнченновимiрнi вектори з компонентами rs(t, ε)
та P (t, ε)fs(t, ε) вiдповiдно,

H̃(t, ε) = diag{H(t, ε),H(t, ε), ...}, Ω̃(t, ε) = diag{ω2
11Ω(t, ε), ω2

21Ω(t, ε), ...},
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D̃0(t, ε) – нескiнченна матриця, що складається з блокiв D0sk(t, ε), k, s ∈
N , D̃1(t, ε) = diag{D1(t, ε), D1(t, ε), ...}, G̃(t, ε) = diag{G(t, ε), G(t, ε), ...}.

Нехай

H̃(t, ε) =
∑
i≥0

εiH̃(i)(t), Ω̃(t, ε) =
∑
i≥0

εiΩ̃(i)(t), D̃0(t, ε) =
∑
i≥0

εiD̃
(i)
0 (t),

D̃1(t, ε) =
∑
i≥0

εiD̃
(i)
1 (t), f̃(t, ε) =

∑
i≥0

εif̃ (i)(t).

При цьому H̃(0)(t) ≡ H̃(0) = const.

Розв’язок системи (8) шукатимемо у виглядi

r(t, ε) = Π+(t, ε)ξ+(t, ε) + g(t, ε), (9)

де ξ+(t, ε) – нескiнченновимiрна вектор-функцiя, що є розв’язком задачi

ε
dξ+

dt
= Λ+(t, ε)ξ+, ξ+(T, ε) = a, (10)

a – нескiнченновимiрний вектор, всi компоненти якого дорiвнюють 1;
Π+(t, ε) – нескiнченна матриця, Λ+(t, ε) – нескiнченна дiагональна ма-
триця та g(t, ε) – нескiнченновимiрна вектор-функцiя вигляду

Π+(t, ε) =
m∑

i=0

εiΠ(i)
+ (t), Λ+(t, ε) =

m∑
i=0

εiΛ(i)
+ (t), g(t, ε) =

m∑
i=0

εig(i)(t).

(11)

Пiдставимо (9), враховуючи (10), до системи (8). Тодi зрiвнюючи кое-
фiцiєнти бiля ξ+(t, ε) i вiльнi члени, матимемо

H̃(t, ε)Π+(t, ε)Λ2
+(t, ε) + Ω̃(t, ε)Π+(t, ε) = ε(D̃0(t, ε) + εD̃1(t, ε))Π+(t, ε)+

+ε2G̃(t, ε)Π′+(t, ε) + εG̃(t, ε)Π+(t, ε)Λ+(t, ε)− ε2H̃(t, ε)Π′′+(t, ε)− (12)

−2εH̃(t, ε)Π′+(t, ε)Λ+(t, ε)− εH̃(t, ε)Π+(t, ε)Λ′+(t, ε),

Ω̃(t, ε)g(t, ε) = ε(D̃0(t, ε) + εD̃1(t, ε))g(t, ε) + ε2G̃(t, ε)g′(t, ε)+ (13)

+f̃(t, ε)− ε2H̃(t, ε)g′′(t, ε).

Розглянемо спочатку тотожнiсть (12). Зрiвнюючи в нiй коефiцiєнти
бiля однакових степенiв εi, i = 0,m, отримуємо:

H̃(0)Π(0)
+ (t)(Λ(0)

+ (t))2 + Ω̃(0)(t)Π(0)
+ (t) = 0, (14)
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H̃(0)Π(i)
+ (t)(Λ(0)

+ (t))2 + Ω̃(0)(t)Π(i)
+ (t) =

i−1∑
j=0

D̃
(j)
0 (t)Π(i−j−1)

+ (t)+

+
i−2∑
j=0

(
D̃

(j)
1 (t)Π(i−j−2)

+ (t) + G̃(j)(t)(Π(i−j−2)
+ (t))′ − H̃(j)(t)(Π(i−j−2)

+ (t))′′
)
+

+
i−1∑
j=0

i−j−1∑
k=0

(
G̃(j)(t)Π(k)

+ (t)Λ(i−k−j−1)
+ (t)− 2H̃(j)(t)(Π(k)

+ (t))′Λ(i−k−j−1)
+ (t)−

−H̃(j)(t)Π(k)
+ (t)(Λ(i−k−j−1)

+ (t))′
)
− H̃(0)Π(0)

+ (t)
(
2Λ(0)

+ (t)Λ(i)
+ (t)+ (15)

+
i−1∑
j=1

Λ(j)
+ (t)Λ(i−j)

+ (t)
)
− H̃(0)

i−1∑
j=1

i−j∑
k=0

Π(j)
+ (t)Λ(k)

+ (t)Λ(i−k−j)
+ (t)−

−
i∑

j=1

i−j∑
k=0

i−k∑
s=0

H̃(j)(t)Π(k)
+ (t)Λ(s)

+ (t)Λ(i−k−j−s)
+ (t)−

i∑
j=1

Ω̃(j)(t)Π(i−j)
+ (t),

i = 1,m, Π(k)
+ (t) ≡ 0, Λ(k)

+ (t) ≡ 0, t ∈ [0;T ], k < 0.

Доведемо розв’язнiсть матричних рiвнянь (14), (15). Нехай p
(0)
l+ (t),

l ∈ N , – стовпцi матрицi Π(0)
+ (t), Λ(0)

+ (t) = diag{0, λ
(0)
1+(t), 0, λ

(0)
2+(t), ...}.

Тодi систему (14) можна записати наступним чином:

(Ω̃(0)(t) + (λ(0)
l+ (t))2H̃(0))p(0)

2l+(t) = 0,

Ω̃(0)(t)p(0)
2l−1,+(t) = 0, l ∈ N.

Покладемо
λ

(0)
l+ (t) = ωl1

√
−λ0(t), l ∈ N,

p
(0)
2l−1,+(t) ≡ 0, {p(0)

2l+(t)}2j−1 ≡ 0, t ∈ [0;T ], j, l ∈ N,

{p(0)
2l+(t)}2j ≡ 0, t ∈ [0;T ], j 6= l, j, l ∈ N,

{p(0)
2l+(t)}2l, l ∈ N , визначимо далi.

За побудовою матрицi Π(0)
+ (t) i Λ(0)

+ (t) дiагональнi. А тому вiдповiднi
добутки нескiнченних матриць у (14) iснують i є дiагональними матри-
цями.
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Iз системи (15) отримуємо

(Ω̃(0)(t) + (λ(0)
l+ (t))2H̃(0))p(i)

2l+(t) = b
(i)
2l+(t),

Ω̃(0)(t)p(i)
2l−1,+(t) = b

(i)
2l−1,+(t), l ∈ N

, де

b
(i)
2l+(t)=

i−1∑
j=0

D̃
(j)
0 (t)p(i−j−1)

2l+ (t)+
i−2∑
j=0

(
D̃

(j)
1 (t)p(i−j−2)

2l+ (t)+G̃(j)(t)(p(i−j−2)
2l+ (t))′−

−H̃(j)(t)(p(i−j−2)
2l+ (t))′′

)
+

i−1∑
j=0

i−j−1∑
k=0

(
λ

(i−k−j−1)
l+ (t)G̃(j)(t)p(k)

2l+(t)−

−2λ
(i−k−j−1)
l+ (t)H̃(j)(t)(p(k)

2l+(t))′ − (λ(i−k−j−1)
l+ (t))′H̃(j)(t)p(k)

2l+(t)
)
−

−H̃(0)p
(0)
2l+(t)

(
2λ

(0)
l+ (t)λ(i)

l+(t) +
i−1∑
j=1

λ
(j)
l+ (t)λ(i−j)

l+ (t)
)
−

−H̃(0)
i−1∑
j=1

i−j∑
k=0

λ
(k)
l+ (t)λ(i−k−j)

l+ (t)p(j)
2l+(t)−

−
i∑

j=1

i−j∑
k=0

i−k∑
s=0

λ
(s)
l+ (t)λ(i−k−j−s)

l+ (t)H̃(j)(t)p(k)
2l+(t)−

i∑
j=1

Ω̃(j)(t)p(i−j)
2l+ (t),

l ∈ N ; p
(i)
l+(t), l ∈ N , i = 1,m, – стовпцi матрицi Π(i)

+ (t), Λ(i)
+ (t) =

diag{0, λ
(i)
1+(t), 0, λ

(i)
2+(t), ...}.

Тодi
p
(i)
2l−1,+(t) ≡ 0, t ∈ [0;T ], i = 1,m,

{p(i)
2l+(t)}2j−1 =

{b(i)
2l+(t)}2j−1

ω2
j1

, i = 1,m, j, l ∈ N,

{p(i)
2l+(t)}2j =

{b(i)
2l+(t)}2j

λ0(t)(ω2
j1 − ω2

l1)
, i = 1,m, j 6= l, j, l ∈ N,

{p(i)
2l+(t)}2l ≡ 0, t ∈ [0;T ], i = 1,m, l ∈ N,

λ
(i)
l+(t) =

1

2λ
(0)
l+ (t){p(0)

2l+(t)}2l

(
i−1∑
j=0

∞∑
h=1

{D̃(j)
0 (t)}2l,h{p

(i−j−1)
2l+ (t)}h+
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+
i−2∑
j=0

∞∑
h=1

(
{D̃(j)

1 (t)}2l,h{p
(i−j−2)
2l+ (t)}h + {G̃(j)(t)}2l,h{p

(i−j−2)
2l+ (t)}′h−

−{H̃(j)(t)}2l,h{p
(i−j−2)
2l+ (t)}′′h

)
+

+
i−1∑
j=0

i−j−1∑
k=0

∞∑
h=1

(
λ

(i−k−j−1)
l+ (t){G̃(j)(t)}2l,h{p

(k)
2l+(t)}h−

−2λ
(i−k−j−1)
l+ (t){H̃(j)(t)}2l,h{p

(k)
2l+(t)}′h−

−(λ(i−k−j−1)
l+ (t))′{H̃(j)(t)}2l,h{p

(k)
2l+(t)}h

)
− {p(0)

2l+(t)}2l

i−1∑
j=1

λ
(j)
l+ (t)λ(i−j)

l+ (t)−

−
i−1∑
j=1

i−j∑
k=0

λ
(k)
l+ (t)λ(i−k−j)

l+ (t){p(j)
2l+(t)}2l−

−
i∑

j=1

i−j∑
k=0

i−k∑
s=0

∞∑
h=1

λ
(s)
l+ (t)λ(i−k−j−s)

l+ (t){H̃(j)(t)}2l,h{p
(k)
2l+(t)}h−

−
i∑

j=1

∞∑
h=1

{Ω̃(j)(t)}2l,h{p
(i−j)
2l+ (t)}h

)
, i = 1,m, l ∈ N.

Розглянемо тепер тотожнiсть (13). Зрiвнюючи в нiй коефiцiєнти бiля
однакових степенiв εi, i = 0,m, отримуємо:

Ω̃(0)(t)g(0)(t) = f̃ (0)(t),

Ω̃(0)(t)g(i)(t) =
i−1∑
j=0

D̃
(j)
0 (t)g(i−j−1)(t) +

i−2∑
j=0

(
D̃

(j)
1 (t)g(i−j−2)(t)+

+G̃(j)(t)(g(i−j−2)(t))′− H̃(j)(t)(g(i−j−2)(t))′′
)
−

i∑
j=1

Ω̃(j)(t)g(i−j)(t)+ f̃ (i)(t),

i = 1,m, g(k)(t) ≡ 0, t ∈ [0;T ], k < 0.

Таким чином,
g(0)(t) = (Ω̃(0)(t))−1f̃ (0)(t),

g(i)(t) = (Ω̃(0)(t))−1

(
i−1∑
j=0

D̃
(j)
0 (t)g(i−j−1)(t) +

i−2∑
j=0

(
D̃

(j)
1 (t)g(i−j−2)(t)+
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+G̃(j)(t)(g(i−j−2)(t))′−H̃(j)(t)(g(i−j−2)(t))′′
)
−

i∑
j=1

Ω̃(j)(t)g(i−j)(t)+f̃ (i)(t)

)
,

i = 1,m.

Формули для визначення p
(i)
l+(t), λ

(i)
l+(t), l ∈ N , i = 1,m, отриманi

за умови iснування вiдповiдних нескiнченних матриць у системi (15).
Зупинимося на цьому питаннi докладнiше.

Вважатимемо, що пара натуральних чисел (j, l) належить множинi
A ((j, l) ∈ A), якщо j = 2q − 1, 2q; l = 2r − 1, 2r; q 6= r, q, r ∈ N .
8. Припустимо, що m = 1.

Нехай {p(0)
2l+(t)}2l ≡ {p(0)

2l+}2l = const, t ∈ [0;T ], l ∈ N . Тодi за побудо-
вою

{D̃(0)
0 (t)p(0)

2l+}k =


O(1){p(0)

2l+}2l

(ωj1 − ωl1)2
, (k, 2l) ∈ A,

O(1){p(0)
2l+}2l, (k, 2l) 6∈ A, k = 2j − 1, 2j; j, l ∈ N,

причому стала O(1) не залежить вiд j, l.

Отже, p
(1)
l+ (t), λ

(1)
l+ (t), l ∈ N , для всiх t ∈ [0;T ] iснують i

{p(1)
2l+(t)}2j−1 =


O(1){p(0)

2l+}2l

ω2
j1(ωj1 − ωl1)2

, (2j − 1, 2l) ∈ A,

O(1){p(0)
2l+}2l, (2j − 1, 2l) 6∈ A, j, l ∈ N ;

(16)

{p(1)
2l+(t)}2j =

O(1){p(0)
2l+}2l

(ω2
j1 − ω2

l1)(ωj1 − ωl1)2
, (2j, 2l) ∈ A, j, l ∈ N ; (17)

λ
(1)
l+ (t) = O(1)ωl1, l ∈ N, (18)

стала O(1) не залежить вiд j, l.

Оскiльки Ω̃(0)(t) – дiагональна матриця, то

{g(i)(t)}k =
O(1)
ω4

j1

, i = 0, 1; k = 2j − 1, 2j; j ∈ N,

зi сталою O(1), що не залежить вiд j.
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Нехай w+(t, ε) = Π+(t, ε)ξ+(t, ε) + g(t, ε). Аналогiчно визначаємо
w−(t, ε) = Π−(t, ε)ξ−(t, ε) + g(t, ε). При цьому вважатимемо ξ−(t, ε)
розв’язком задачi

ε
dξ−
dt

= Λ−(t, ε)ξ−, ξ−(0, ε) = a, (19)

i
λ

(0)
l− (t) = −ωl1

√
−λ0(t), l ∈ N.

Побудуємо вектор-функцiю

u
(1)
1 (x, t, ε) = Q(t, ε)

∞∑
s=1

(ws+(t, ε) + ws−(t, ε))v(1)
s (x), (20)

де

ws+(t, ε) =
(
{w+(t, ε)}2s−1

{w+(t, ε)}2s

)
, s ∈ N,

{w+(t, ε)}j =
∞∑
l=1

{Π+(t, ε)}jl{ξ+(t, ε)}l + {g(t, ε)}j , j = 2s− 1, 2s, s ∈ N.

Аналогiчно визначаємо ws−(t, ε).

Невiдомi {p(0)
2l+}2l i {p(0)

2l−}2l, l ∈ N , знаходимо iз системи

{w+(0, ε)}2l + {w−(0, ε)}2l =
2∑

j=1

{Q−1(0, ε)}2j{cl}j ,

{w+(T, ε)}2l + {w−(T, ε)}2l =
2∑

j=1

{Q−1(T, ε)}2j{dl}j ,

(21)

l ∈ N , де {cl}j i {dl}j – компоненти, вiдповiдно, векторiв

cl =

L∫
0

c(x)v(1)
l (x)dx, dl =

L∫
0

d(x)v(1)
l (x)dx, l ∈ N.

Використовуючи формули Крамера, запишемо систему (21) насту-
пним чином

{p(0)
2l+}2l = f1

(
{p(0)

2l+}2l, {p
(0)
2l−}2l

)
,

{p(0)
2l−}2l = f2

(
{p(0)

2l+}2l, {p
(0)
2l−}2l

)
,

(22)
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l ∈ N , де

∥∥∥fi

(
{p(0)

2l+}2l, {p
(0)
2l−}2l

)∥∥∥ ≤ M1

ω4
l1

+ εM2

∞∑
h=1
h 6=l

|{p(0)
2h+}2h|+ |{p(0)

2h−}2h|
|ω2

l1 − ω2
h1|(ωl1 − ωh1)2

, i = 1, 2,

сталi M1, M2 не залежать вiд l.

А тому на множинi Sl4, де

Sl4 =
{

({p(0)
2l+}2l, {p

(0)
2l−}2l) ∈ R2 : max{|{p(0)

2l+}2l|, |{p
(0)
2l−}2l|} ≤

M

ω4
l1

}
,

l ∈ N , система (22) має єдиний розв’язок. При цьому

‖p(0)
2l+‖ ≤

M

ω4
l1

, ‖p(0)
2l−‖ =

M

ω4
l1

, l ∈ N

(стала M не залежить вiд l).

Надалi припускаємо виконання таких умов:
9. Компоненти {p(0)

2l+}2l, {p
(0)
2l−}2l, l ∈ N , розв’язку системи (22) вiдмiннi

вiд нуля.
10.

{w+(0, ε)}2l−1 + {w−(0, ε)}2l−1 =
2∑

j=1

{Q−1(0, ε)}1j{cl}j ,

{w+(T, ε)}2l−1 + {w−(T, ε)}2l−1 =
2∑

j=1

{Q−1(T, ε)}1j{dl}j ,

l ∈ N .

Для знайдених {p(0)
2l+}2l та {p(0)

2l−}2l ряд (20) збiгається абсолютно i
рiвномiрно у прямокутнику D. При цьому можливе почленне диферен-
цiювання ряду (20) до двох разiв включно; отриманi таким чином ряди
збiгаються абсолютно i рiвномiрно для всiх (x, t) ∈ D.

За побудовою

u
(1)
1 (x, 0, ε) = c(x), u

(1)
1 (x, T, ε) = d(x).

Вектор-функцiя ws+(t, ε)+ws−(t, ε) задовольняє систему (7) з точнi-

стю O

(
ε2

ω2
s1

)
, s ∈ N . Сталу в O

(
ε2

ω2
s1

)
позначимо через k0.
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У системi (7) зробимо замiну

rs(t, ε) = ws+(t, ε) + ws−(t, ε) + y(1)
s (t, ε). (23)

Матимемо

ε2H(t, ε)(y(1)
s )′′ + ω2

s1Ω(t, ε)y(1)
s = ε

∞∑
k=1

D0sk(t, ε)y
(1)
k +

+ε2(D1(t, ε)y(1)
s + G(t, ε)(y(1)

s )′) + O

(
ε2

ω2
s1

)
, s ∈ N. (24)

Покладемо
y(1)

s (0, ε) = 0, y(1)
s (T, ε) = 0, s ∈ N. (25)

Запишемо систему (24) у координатнiй формi:

ε2b(t, ε)(y(1)
s1 )′′ + ω2

s1e1(t, ε)y
(1)
s1 = ε

∞∑
k=1

2∑
j=1

{D0sk(t, ε)}1jy
(1)
kj +

+ε2
2∑

j=1

(
{D1(t, ε)}1jy

(1)
sj + {G(t, ε)}1j(y

(1)
sj )′

)
+ O

(
ε2

ω2
s1

)
, (26)

ε2e2(t, ε)(y
(1)
s2 )′′ + ω2

s1λ0(t, ε)y
(1)
s2 = ε

∞∑
k=1

2∑
j=1

{D0sk(t, ε)}2jy
(1)
kj +

+ε2
2∑

j=1

(
{D1(t, ε)}2jy

(1)
sj + {G(t, ε)}2j(y

(1)
sj )′

)
+ O

(
ε2

ω2
s1

)
, (27)

s ∈ N , де y
(1)
si – i-та компонента вектор-функцiї y

(1)
s .

11. Припустимо, що b(t, ε) = εb1(t, ε), b1(t, 0) < 0, t ∈ [0;T ].

Тодi

y
(1)
si (t, ε) =

1
ε2

T∫
0

G
(1)
i (t, τ, ε)h(1)

si (τ, ε)dτ, i = 1, 2, s ∈ N, (28)

де G
(1)
1 (t, τ, ε), G

(1)
2 (t, τ, ε) – функцiї Грiна однорiдних крайових задач

(y(1)
s1 )′′ +

ω2
s1

ε3b1(t, 0)
y

(1)
s1 = 0,
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y
(1)
s1 (0, ε) = 0, y

(1)
s1 (T, ε) = 0,

s ∈ N , та

(y(1)
s2 )′′ +

ω2
s1λ0(t)

ε2
y

(1)
s2 = 0,

y
(1)
s2 (0, ε) = 0, y

(1)
s2 (T, ε) = 0,

s ∈ N , вiдповiдно, а

h
(1)
s1 (τ, ε) = ω2

s1O(1)y(1)
s1 +

ε

b(τ, ε)

( ∞∑
k=1

2∑
j=1

{D0sk(t, ε)}1jy
(1)
kj +

+ε
2∑

j=1

(
{D1(t, ε)}1jy

(1)
sj + {G(t, ε)}1j(y

(1)
sj )′

)
+ O

(
ε

ω2
s1

))
,

h
(1)
s2 (τ, ε) = ω2

s1O(ε)y(1)
s2 +

ε

e2(τ, ε)

( ∞∑
k=1

2∑
j=1

{D0sk(t, ε)}2jy
(1)
kj +

+ε

2∑
j=1

(
{D1(t, ε)}2jy

(1)
sj + {G(t, ε)}2j(y

(1)
sj )′

)
+ O

(
ε

ω2
s1

))
,

s ∈ N .

Нехай

0 < β < min
0≤t≤T

{√
−λ0(t),

1√
−b1(t, 0)

}
.

Тодi iснує [7, c. 83, 84] така додатна стала d1 така, що

|G(1)
1 (t, τ, ε)| ≤


ε
√

εd1

ωs1
exp

(
βωs1

ε
√

ε
(τ − t)

)
, 0 ≤ τ ≤ t,

ε
√

εd1

ωs1
exp

(
βωs1

ε
√

ε
(t− τ)

)
, t ≤ τ ≤ T,

|(G(1)
1 (t, τ, ε))′τ | ≤


d1 exp

(
βωs1

ε
√

ε
(τ − t)

)
, 0 ≤ τ ≤ t,

d1 exp
(

βωs1

ε
√

ε
(t− τ)

)
, t ≤ τ ≤ T,
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|G(1)
2 (t, τ, ε)| ≤


εd1

ωs1
exp

(
βωs1

ε
(τ − t)

)
, 0 ≤ τ ≤ t,

εd1

ωs1
exp

(
βωs1

ε
(t− τ)

)
, t ≤ τ ≤ T,

|(G(1)
2 (t, τ, ε))′τ | ≤


d1 exp

(
βωs1

ε
(τ − t)

)
, 0 ≤ τ ≤ t,

d1 exp
(

βωs1

ε
(t− τ)

)
, t ≤ τ ≤ T,

.

З наведених оцiнок випливає, що для таких достатньо великих k2,
що

k2 >
2d1k0

β
max

0≤t≤T

{
1,− 1

b1(t, 0)

}
,

оператор, визначений за допомогою (28), вiдображує опуклу компактну
множину D

(2)
s4 , де

D
(2)
s4 =

{
y(1)

s (t, ε) ∈ C[0;T ] : ||y(1)
s (t, ε)|| ≤ k2ε

2

ω4
s1

}
, s ∈ N, ε ∈ [0; ε1],

в себе i є неперервним на нiй. А тому вiн має нерухомi точки на множинi
Ds4 [8, с. 628].

Отже, система (28) сумiсна. При цьому мають мiсце рiвностi (25).

Використовуючи метод доведення вiд супротивного, показуємо єди-
нiсть знайденого розв’язку системи (28) [9, с. 147 – 149].

Розв’язок u(2) = u(2)(x, t, ε) задачi (1), (2) такий, що

u(2)(x, 0, ε) = 0, u(2)(x, T, ε) = 0,

шукатимемо у виглядi

u(2)(x, t, ε) =
∞∑

s=1

z(2)
s (x, ε)v(2)

s (t), (29)

де z
(2)
s (x, ε) – шукана 2-вимiрна вектор-функцiя, а

v(2)
s (t) =

√
2
T

sinωs2t, ωs2 =
sπ

T
, s ∈ N.
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Згiдно умови 7 detA(t, ε) 6= 0, t ∈ [0;T ]. А тому, пiдставляючи (29)
в (1), домножуючи отриману рiвнiсть на A−1(t, ε) злiва та на v

(2)
s (t),

iнтегруючи її обидвi частини за змiнною t в межах вiд 0 до T , дiстаємо

(z(2)
s )′′ = −ε

∞∑
k=1

Usk(x, ε)z(2)
k + ε2

∞∑
k=1

ω2
k2Vsk(ε)z

(2)
k − hs(x, ε), s ∈ N, (30)

де

Usk(x, ε) =

T∫
0

A−1(t, ε)C(x, t, ε)v(2)
k (t)v(2)

s (t)dt,

Vsk(ε) =

T∫
0

A−1(t, ε)B(t, ε)v(2)
k (t)v(2)

s (t)dt,

hs(x, ε) =

T∫
0

A−1(t, ε)f(x, t, ε)v(2)
s (t)dt, s, k ∈ N

.

Систему (30) запишемо наступним чином

(z(2))′′ = −εŨ(x, ε)z(2) + ε2Ṽ (ε)z(2) − h̃(x, ε), (31)

де z(2)(x, ε) та h̃(x, ε) – нескiнченновимiрнi вектори з компонентами
z
(2)
s (x, ε) та hs(x, ε) вiдповiдно, Ũ(x, ε) та Ṽ (ε) – нескiнченнi матрицi,

що складаються з блокiв Usk(x, ε) та ω2
k2Vsk(ε), s, k ∈ N .

Розв’язок системи (31) шукаємо у виглядi

z(2)(x, ε) = p(x, ε), (32)

де p(x, ε) – нескiнченновимiрна вектор-функцiя така, що

p(x, ε) =
m∑

i=0

εip(i)(x). (33)

Пiдставляючи (32) до системи (31), дiстаємо

p′′(x, ε) = −εŨ(x, ε)p(x, ε) + ε2Ṽ (ε)p(x, ε)− h̃(x, ε). (34)

Зрiвнюючи в тотожностi (34) коефiцiєнти бiля однакових степенiв εi,
i = 0,m, отримуємо:

(p(0)(x))′′ = −h̃(0)(x), (35)
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(p(i)(x))′′ = −
i−1∑
j=0

Ũ (j)(x)p(i−j−1)(x) +
i−2∑
j=0

Ṽ (j)p(i−j−2)(x)− h̃(i)(x), (36)

i = 1,m, p(k)(x) ≡ 0, x ∈ [0;L], k < 0, де

Ũ(x, ε) =
∑
i≥0

εiŨ (i)(x), Ṽ (ε) =
∑
i≥0

εiṼ (i), h̃(x, ε) =
∑
i≥0

εih̃(i)(x).

Таким чином,

p(0)(x) = a0 + b0x−
x∫

0

 x∫
0

h̃(0)(x)dx

 dx, (37)

де a0 та b0 – нескiнченновимiрнi вектори зi сталими компонентами, що
будуть знайденi нижче; p(i)(x), i = 1,m, рекурентним чином визначають-
ся iз системи (36). При цьому вважається, що сталi, якi виникають пiд
час iнтегрування, дорiвнюють нулю, тобто

p(i)(x) = −
x∫

0

( x∫
0

( i−1∑
j=0

Ũ (j)(x)p(i−j−1)(x)−
i−2∑
j=0

Ṽ (j)p(i−j−2)(x)+

+h̃(i)(x)
)

dx

)
dx, i = 1,m. (38)

Надалi припускаємо виконання таких умов:
12.

∂2k+1A−1(0, ε)C(x, 0, ε)
∂t2k+1

=
∂2k+1A−1(T, ε)C(x, T, ε)

∂t2k+1
=0, x ∈ [0;L], k = 0, 1.

13.
∂A−1(0, ε)B(0, ε)

∂t
=

∂A−1(T, ε)B(T, ε)
∂t

= 0.

14.

∂2kA−1(0, ε)f(x, 0, ε)
∂t2k

=
∂2kA−1(T, ε)f(x, T, ε)

∂t2k
= 0, x ∈ [0;L], k = 0, 1.

Тодi

{Usk(x, ε)}ij =
O(1)

(ωk2 − ωs2)5
, {Vsk(ε)}ij =

O(1)
(ωk2 − ωs2)4

,
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{hs(x, ε)}ij =
O(1)
ω5

s2

,

i, j = 1, 2; k 6= s; k, s ∈ N , причому стала O(1) не залежить вiд k, s.

Припускаючи виконання умови 8, побудуємо вектор-функцiю

u
(2)
1 (x, t, ε) =

∞∑
s=1

ws(x, ε)v(2)
s (t), (39)

де

ws(x, ε) =
(
{w(x, ε)}2s−1

{w(x, ε)}2s

)
, s ∈ N,

{w(x, ε)}j = {p(x, ε)}j , j = 2s− 1, 2s, s ∈ N.

Вектори a0 та b0 пiдберемо так, щоб

u
(2)
1 (0, t, ε) = a(t), u

(2)
1 (L, t, ε) = b(t),

тобто, щоб
ws(0, ε) = as, ws(L, ε) = bs, s ∈ N, (40)

as =

T∫
0

a(t)v(2)
s (t)dt, bs =

T∫
0

b(t)v(2)
s (t)dt, s ∈ N .

Запишемо систему (40) наступним чином

a0 = ã, (41)

(E + T0(ε))b0 = T1(ε), (42)

де

T0(ε) = − ε

L

L∫
0

 x∫
0

xŨ (0)(x)dx

 dx,

T1(ε) =
1
L

b̃− a0 +

L∫
0

 x∫
0

(
h̃(0)(x) + εh̃(1)(x)

)
dx

 dx+

+ε

L∫
0

 x∫
0

Ũ (0)(x)

a0 −
x∫

0

 τ∫
0

h̃(0)(t)dt

 dτ

 dx

 dx

 ,

де ã та b̃ – нескiнченновимiрнi вектори з компонентами as, bs вiдповiдно.
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За побудовою

{a0}l =
O(1)
ω5

l2

, l ∈ N,

зi сталою O(1), що не залежить вiд l.

Позначимо

||T0(ε)|| = sup
i∈N

∞∑
j=1

|{T0(ε)}ij |.

Оскiльки ||T0(ε)|| = O(ε), то рiвняння (42) вiдносно b0 сумiсне, при-
чому

{b0}l =
O(1)
ω5

l2

, l ∈ N,

стала O(1) не залежить вiд l [10, с. 43].

Тодi ряд (39) збiгається абсолютно i рiвномiрно у прямокутнику D.
При цьому можливе почленне диференцiювання ряду (39) до двох разiв
включно; отриманi таким чином ряди збiгаються абсолютно i рiвномiрно
для всiх (x, t) ∈ D.

Вектор-функцiя ws(x, ε) задовольняє систему (30) з точнiстю

O

(
ε2

ω3
s2

)
, s ∈ N .

У системi (30) зробимо замiну

z(2)
s (x, ε) = ws(x, ε) + y(2)

s (x, ε). (43)

Матимемо

(y(2)
s )′′ = −ε

∞∑
k=1

Usk(x, ε)y(2)
k + ε2

∞∑
k=1

ω2
k2Vsk(ε)y

(2)
k + O

(
ε2

ω3
s2

)
, (44)

s ∈ N .

Покладемо
y(2)

s (0, ε) = 0, y(2)
s (L, ε) = 0, s ∈ N. (45)

15. Припустимо, що

{Q(t, 0)}12{Q(t, 0)}21

det Q(t, 0)
< 0,

{Q(t, 0)}11{Q(t, 0)}22

det Q(t, 0)
< 0, t ∈ [0;T ].

Запишемо систему (44) у координатнiй формi:

(y(2)
si )′′ + ε2ω2

s2{Vss(0)}iiy
(2)
si = ε2ω2

s2

(
O(ε)y(2)

si + {Vss(ε)}i,1+δi1
y

(2)
s,1+δi1

)
−
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−ε
∞∑

k=1

2∑
j=1

{Usk(x, ε)}ijy
(2)
kj + ε2

∞∑
k=1
k 6=s

2∑
j=1

ω2
k2{Vsk(ε)}ijy

(2)
kj + O

(
ε2

ω3
s2

)
,

i = 1, 2; s ∈ N .

Згiдно припущень 11, 15 iснує таке s0 ∈ N , що для всiх s ≥ s0

{Vss(0)}ii < 0, i = 1, 2.

Тодi

y
(2)
si (x, ε) =

L∫
0

G
(2)
i (x, τ, ε)h(2)

si (τ, ε)dτ, i = 1, 2, s ≥ s0, (46)

де G
(2)
i (x, τ, ε) – функцiя Грiна вiдповiдної однорiдної крайової задачi, а

h
(2)
si (τ, ε) = ε2ω2

s2

(
O(ε)y(2)

si + {Vss(ε)}i,1+δi1
y

(2)
s,1+δi1

)
−

−ε

∞∑
k=1

2∑
j=1

{Usk(τ, ε)}ijy
(2)
kj + ε2

∞∑
k=1
k 6=s

2∑
j=1

ω2
k2{Vsk(ε)}ijy

(2)
kj + O

(
ε2

ω3
s2

)
,

i = 1, 2; s ∈ N .

За побудовою

|G(2)
i (x, τ, ε)| ≤ 1

2εωs2

√
−{Vss(0)}ii

×

×


exp

(
εωs2

√
−{Vss(0)}ii(τ − x)

)
, 0 ≤ τ ≤ x,

exp
(
εωs2

√
−{Vss(0)}ii(x− τ)

)
, x ≤ τ ≤ L,

i = 1, 2.

Надалi припускаємо виконання таких умов:
16.

1
|{Vss(0)}ii|

max
0≤t≤T

∣∣∣∣{Q(t, 0)}ii{Q(t, 0)}i,1+δi1

λ0(t) det Q(t, 0)

∣∣∣∣ ≤ d

3
, d < 1, i = 1, 2, s ≥ s0.

17.

2k1T

π
√
−{Vss(0)}ii

(
1 + 16

(
T

π

)4
)
≤ d

3
,

18k′1
|{Vss(0)}ii|

(
T

π

)4

≤ d

3
,
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i = 1, 2, s ∈ N , де

||Uss(t, ε)|| ≤ k1, ||Usk(t, ε)|| ≤
k1

(ωs2 − ωk2)4
,

||Vss(t, ε)|| ≤ k′1, ||Vsk(t, ε)|| ≤
k′1

(ωs2 − ωk2)4
,

s 6= k; s, k ∈ N .

Тодi для таких достатньо великих k2, що

k2 >
k0

1− d
max

{
1√

−{Vss(0)}11

,
1√

−{Vss(0)}22

}
,

на множинi D
(1)
s4 , де

D
(1)
s4 =

{
y(2)

s (x, ε) ∈ C[0;L] : ||y(2)
s (x, ε)|| ≤ k2ε

ω4
s2

}
, s ∈ N, ε ∈ [0; ε1],

система (46) сумiсна. При цьому мають мiсце рiвностi (45).

Для 1 ≤ s ≤ s0 iснує таке ε1, що для всiх ε, 0 < ε < ε1, система (46)
на множинi D

(1)
s4 має розв’язок. Єдинiсть знайденого розв’язку системи

(28) випливає з [9, с. 147 – 149].

За побудовою

ε2B(t, ε)
∞∑

k=1

(z(1)
k (t, ε))′′

L∫
0

v
(1)
k (x)v(1)

s (x)dx+

+A(t, ε)
∞∑

k=1

ω2
k1z

(1)
k (t, ε)

L∫
0

v
(1)
k (x)v(1)

s (x)dx ≡

≡ε
∞∑

k=1

 L∫
0

C(x, t, ε)v(1)
k (x)v(1)

s (x)dx

z
(1)
k (t, ε)+

L∫
0

f(x, t, ε)v(1)
s (x)dx, s ∈ N,

i
∞∑

k=1

(z(2)
k (x, ε))′′

T∫
0

v
(2)
k (t)v(2)

s (t)dt ≡
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≡ −ε

∞∑
k=1

 T∫
0

A−1(t, ε)C(x, t, ε)v(2)
k (t)v(2)

s (t)dt

 z
(2)
k (x, ε)+

+ε2
∞∑

k=1

ω2
k2

 T∫
0

A−1(t, ε)B(t, ε)v(2)
k (t)v(2)

s (t)dt

 z
(2)
k (x, ε)−

−
T∫

0

A−1(t, ε)f(x, t, ε)v(2)
s (t)dt, s ∈ N,

або

L∫
0

(
ε2B(t, ε)

∂2u(1)(x, t, ε)
∂t2

−A(t, ε)
∂2u(1)(x, t, ε)

∂x2
− εC(x, t, ε)u(1)(x, t, ε)−

−f(x, t, ε)
)

v(1)
s (x)dx ≡ 0,

T∫
0

(
∂2u(2)(x, t, ε)

∂x2
+ εA−1(t, ε)C(x, t, ε)u(2)(x, t, ε)−

−ε2A−1(t, ε)B(t, ε)
∂2u(2)(x, t, ε)

∂t2
+ A−1(t, ε)f(x, t, ε)

)
v(2)
s (t)dt ≡ 0,

s ∈ N , де вектор-функцiї u(1)(x, t, ε), u(2)(x, t, ε) визначено згiдно формул
(4), (29).

Покладемо

q(1)(x, t, ε) = ε2B(t, ε)
∂2u(1)(x, t, ε)

∂t2
−A(t, ε)

∂2u(1)(x, t, ε)
∂x2

−

−εC(x, t, ε)u(1)(x, t, ε)− f(x, t, ε)

та

q(2)(x, t, ε) =
∂2u(2)(x, t, ε)

∂x2
+ εA−1(t, ε)C(x, t, ε)u(2)(x, t, ε)−

−ε2A−1(t, ε)B(t, ε)
∂2u(2)(x, t, ε)

∂t2
+ A−1(t, ε)f(x, t, ε).
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Розглянемо ряди
∞∑

s=1

q(1)
s (t, ε)v(1)

s (x),
∞∑

s=1

q(2)
s (x, ε)v(2)

s (t),

де

q(1)
s (t, ε) =

L∫
0

q(1)(x, t, ε)v(1)
s (x)dx, q(2)

s (x, ε) =

T∫
0

q(x, t, ε)v(2)
s (t)dt, s ∈ N.

За побудовою q
(1)
s (t, ε) ≡ 0, t ∈ [0;T ], q

(2)
s (x, ε) ≡ 0, x ∈ [0;L], s ∈ N .

Оскiльки вектор-функцiя q(1)(x, t, ε) неперервна за змiнною x, x ∈
[0;L], (t, ε вважаємо параметрами) i

q(1)(0, t, ε) = q(1)(L, t, ε) = 0,

то продовжуючи непарним способом компоненти q(1)(x, t, ε) на вiдрiзок
[−L; 0] приходимо до висновку, що q(1)(x, t, ε) ≡ 0, (x, t) ∈ D [11, с. 578].
Аналогiчно показуємо, що q(2)(x, t, ε) ≡ 0, (x, t) ∈ D.

Таким чином, вектор-функцiя

u(x, t, ε) = Q(t, ε)
∞∑

s=1

(ws+(t, ε) + ws−(t, ε) + y(1)
s (t, ε))v(1)

s (x)+

+
∞∑

s=1

(ws(x, ε) + y(2)
s (x, ε))v(2)

s (t) (47)

є розв’язком задачi (1) – (3). При цьому можливе почленне диферен-
цiювання ряду (47) до двох разiв включно; отриманi таким чином ряди
збiгаються абсолютно i рiвномiрно для всiх (x, t) ∈ D.

4 Основний результат

Теорема. Нехай Ai(t), Bi(t) ∈ Cm+4[0;T ], Ci(x, t), fi(x, t) ∈ Cm+4(D),
i ≥ 0, в’язка матриць A0(t) − λB0(t) на вiдрiзку [0;T ] регулярна, має
один скiнченний елементарний дiльник та один нескiнченний елемен-
тарний дiльник i виконуються умови 1, 3 – 17. Тодi iснує таке ε2,
ε2 ≤ min{ε0, ε1}, що задача (1) – (3) у прямокутнику D для всiх
0 < ε ≤ ε2 має єдиний розв’язок (47), для якого справджується оцiнка

||u(x, t, ε)− u1(x, t, ε)|| = O(ε), (48)



Асимптотичне iнтегрування сингулярно збурених систем... 265

де

u1(x, t, ε) = Q(t, ε)
∞∑

s=1

(ws+(t, ε) + ws−(t, ε))v(1)
s (x) +

∞∑
s=1

ws(x, ε)v(2)
s (t).

5 Висновки

Побудовано асимптотичний розв’язок першої крайової задачi для лiнiй-
ної сингулярно збуреної системи диференцiальних рiвнянь з частинними
похiдними елiптичного типу з виродженням, що має певну асимптотичну
оцiнку.
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ASYMPTOTICAL INTEGRATION OF THE
SINGULARLY PERTURBED SYSTEMS OF ELLIPTIC

PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH
DEGENERATION
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The asymptotic solution to the first boundary value problem for the
linear singularly perturbed system of elliptic partial differential equations
with degeneration is obtained.


