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Çàïðîïîíîâàíî çàãàëüíèé ïiäõiä äî ïîáóäîâè êâàíòîâî-ãîëî-
íîìíîãî îá÷èñëþâàëüíîãî àëãîðèòìó íà îñíîâi ïîòîêiâ òèïó Ëà-
êñà íà ìíîãîâèäàõ Ãðàñìàíà, ìåòîäó ðåäóêöi¨ äëÿ âiäîáðàæåííÿ
ìîìåíòà òà òåîði¨ çâ'ÿçíîñòåé. Ïîêàçàíî, ùî àñîöiéîâàíi ãðóïè ãî-
ëîíîìié ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîáóäîâè àëãîðèòìiâ êâàí-
òîâèõ îá÷èñëåíü øèðîêîãî ñïåêòðó ïðàêòè÷íèõ çàäà÷.

1. ÊÂÀÍÒÎÂI ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß: ÅËÅÌÅÍÒÀÐÍÈÉ ÂÑÒÓÏ

1.1. Ðîçãëÿíåìî äâîâèìiðíèé ïiäïðîñòið F (2) ⊂ H äåÿêîãî êîìïëåêñíî-
ãî ãiëüáåðòîâîãî íåñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó H, ÿêèé íàçèâàòèìåìî
äàëi ïðîñòîðîì îäíîãî êâàíòîâîãî áiòó (êóáiòó), ÿê

F (2) = span
C

{|0 >, |1 >∈ H}
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ç îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ âåêòîðiâ |0 >, |1 >∈ H ñòîñîâíî ñêàëÿðíîãî
äîáóòêó < ·, · > â H, à òàêîæ éîãî n-é òåíçîðíèé ñòåïiíü

H(n) = ⊗
(nðàçiâ)

F (2),

ùî ¹ òåæ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì ðîçìiðíîñòi dimH(n) = 2n, ÿêèé íàçè-
âà¹òüñÿ n-êóáiòîâèì îá÷èñëþâàëüíèì ñåðåäîâèùåì.

Ðîçãëÿíåìî ÿê íàéïðîñòiøó îá÷èñëþâàëüíó çàäà÷ó iìïëåìåíòàöiþ ó
öå ñåðåäîâèùå äîâiëüíó êëàñè÷íó ïîëiíîìiàëüíî-îá÷èñëþâàëüíó ôóí-
êöiþ f : R → R, òîáòî îá÷èñëèìî óñi çíà÷åííÿ f(x), x ∈ R, îäíî÷àñíî ç
ïîòðiáíîþ òî÷íiñòþ.

Âiçüìåìî äîâiëüíå ÷èñëî x ∈ R i çîáðàçèìî éîãî â äâiéêîâié {0, 1} �
ñèñòåìi, òèì ñàìèì, ìè ìîæåìî çàäàòè ái¹êöiþ

x ↔ (x1, x2, . . . , xn)2,

äå, çà îçíà÷åííÿì,
x =

∑

i∈Z

xi2i,

à xi ∈ {0, 1} äëÿ âñiõ i ∈ Z. Òàêà ïîñëiäîâíiñòü (x1, x2, . . . , xn)2 ìîæå áóòè
ái¹êòèâíî çàíóðåíà â ñêîíñòðóéîâàíèé âèùå ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H(n) n-
êóáiòîâèõ ñòàíiâ:

R 3 x ↔ (x1, x2, . . . , xn)2 ↔ |x1, x2, . . . , xn) >∈ H(n).

Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ R ìîæíà ñêîíñòðóþâàòè n-êóáiòîâèé ñòàí çà
äîïîìîãîþ iíäóêîâàíîãî âiäîáðàæåííÿ

R 3 x ↔ |x1, x2, . . . , xn >:= |(x) >∈ H(n). (1)

Íà ìíîæèíi {0, 1} ⊂ Z2 ¹ çâè÷àéíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨: ÿêùî x, y ∈
Z2, òî

x⊕ y = x + y(mod2),

àáî

0⊕ 0 = 0, 1⊕ 1 = 0, 0⊕ 1 = 1, 1⊕ 0 = 1, 1 · 1 = 1, 1 · 0 = 0.

Îçíà÷åííÿ. Óíiòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó
H(n+k) âèãëÿäó

Uf : |(x), (a) >→ |(x), (a)⊕ (f(x)) >, (2)
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äå (f(x)) òà (a) âiäïîâiäíî ïîçíà÷àþòü (f1(x), f2(x), . . . , fk(x))2 òà
(a1, a2, . . . , ak)2 ñòîñîâíî âiäîáðàæåííÿ (1) íàçèâà¹òüñÿ êâàíòîâèì îá-
÷èñëåííÿì ñòîñîâíî áóäü-ÿêîãî âåêòîðà |(a) >∈ H(k), k ∈ Z+.

Öå îá÷èñëåííÿ çàçâè÷àé âèðàæà¹òüñÿ ãðàôi÷íî ó âèãëÿäi

|(x) >→ → |(x) >Uf|(a) >→ → |(a)⊕ (f(x)) > .

Iç (2) íà îñíîâi ëiíiéíîñòi îòðèìó¹ìî, ùî

Uf :
∑

x∈R

|(x), (a) >→
∑

x∈R

|(x), (a)⊕ (f(x)) > .

Òàêèì ÷èíîì, âèäíî, ùî îïåðàòîð Uf : H(n+k) → H(n+k) îá÷èñëþ¹ óñi
ïàðè |(x), (f(x)) >, x ∈ R, òîáòî ãðàôiê âiäîáðàæåííÿ f : R → R, ùî é
áóëî âèõiäíîþ çàäà÷åþ.

Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, [20], ëîãi÷íå âiäîáðàæåííÿ f : R → {0, 1} ⊂
R, òàêå, ùî f(x) = 1, ÿêùî çíàê åëåìåíòà x ∈ X1 çìiíþ¹òüñÿ íà ïðîòè-
ëåæíèé, i f(x) = 0, ÿêùî çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííèì, äå, çà âèçíà÷åííÿì,
R = X0 ∪X1, X0 ∩X1 = ∅. Âiçüìåìî åëåìåíò |(a) >∈ H(1) ó âèãëÿäi

|(a) >=
1√
2
(|0 > −|1 >)

i îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ

Uf

(∑

x∈R

αx|(x) > ⊗ 1√
2
(|0 > −|1 >)

)
=

=
1√
2


 ∑

x∈X0

αx|(x), 0 > −
∑

x∈X0

αx|(x), 1 >


+

+
1√
2


 ∑

x∈X1

αx|(x), 1 > −
∑

x∈X1

αx|(x), 0 >


 =

=


 ∑

x∈X0

αx|(x) > −
∑

x∈X1

αx|(x) >


⊗ 1√

2
(|0 > −|1 >) . (3)

Ç (3) âèäíî, ùî îïåðàòîð Uf äiéñíî çìiíèâ çíàêè óñiõ åëåìåíòiâ x ∈
X1 íà ïðîòèëåæíèé.
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Àëãîðèòìè îá÷èñëåíü, ïîäiáíi äî (3), âèðiøóþòü, ÿê âiäîìî [20], íà-
ñòóïíi âàæëèâi äëÿ çàñòîñóâàíü ïðîáëåìè, íå ðîçâ'ÿçàíi äîñi ó çàãàëüíî-
ìó âèïàäêó çà ðîçóìíèé ïðîìiæîê ÷àñó çà äîïîìîãîþ êëàñè÷íèõ êîì-
ï'þòåðiâ:

i) ðîçêëàä íà ïðîñòi ìíîæíèêè (ôàêòîðèçàöiÿ) äîñòàòíüî âåëèêîãî
öiëîãî ÷èñëà x ∈ Z+ (P.Shor, 1994);

ii) ïîøóêîâèé àáî ñîðòóâàëüíèé àëãîðèòì äëÿ çíàõîäæåííÿ îá'¹êòà â
ñòðóêòóðîâàíîìó àáî íåñòðóêòóðîâàíîìó ñåðåäîâèùi äàíèõ (L.K.Grover,
1996; T.Hegg, 1997);

iii) øâèäêå äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ (P.Shor,1994);
iv) çíàõîäæåííÿ ìiíiìàëüíèõ ïåðiîäiâ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié (P. Shor,

1994, A. Kitayev, 1995) òà iíøi ïðîáëåìè.
Âàæëèâèì êîìïîíåíòîì êâàíòîâèõ îá÷èñëþâàëüíèõ àëãîðèòìiâ ¹ ïî-

áóäîâà âiäïîâiäíèõ óíiòàðíèõ ïåðåòâîðåíü òà ïîäàëüøå êîíòðîëþâàííÿ
¨õ äié íà âåêòîð-iíôîðìàöiéíèõ äàíèõ ç âiäïîâiäíîãî êâàíòîâîãî îá÷è-
ñëþâàëüíîãî ñåðåäîâèùà.

Íàñòóïíå ñïîñòåðåæåííÿ çàâäÿêè [19], [21] âèÿâèëîñü îñîáëèâî ïëi-
äíèì äëÿ ïîáóäîâè íîâîãî ïiäõîäó äî ðåàëiçàöi¨ êâàíòîâèõ îá÷èñëþâàëü-
íèõ àëãîðèòìiâ. À ñàìå, âiçüìåìî äîâiëüíèé ñàìîñïðÿæåíèé ïðîåêöiéíèé
îïåðàòîð P : H → H, P 2 = P i ïîáóäó¹ìî îïåðàòîð

U := 1− 2P.

Òîäi, U+U = 1, òîáòî âiäîáðàæåííÿ U : H → H ¹ óíiòàðíèì. Âîíî çâå-
òüñÿ [19] ½þíiòîíîì� i ìà¹ âåëèêå çíà÷åííÿ äëÿ êîíñòðóþâàííÿ òàê çâà-
íèõ áàçîâèõ êâàíòîâèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ½âîðiò� (gates). Îñêiëüêè öi ïðî-
åêöiéíi îïåðàòîðè, áóäó÷è çàëåæíèìè ó çàãàëüíîìó âèïàäêó âiä äåÿêîãî
ïðîñòîðó ïàðàìåòðiâ, íàëåæàòü äî ìíîãîâèäó ïåòåëü Ãðàñìàíà Gr(H)
[1], [19], ïðîáëåìà ¨õ âèâ÷åííÿ ñòîñîâíî êîäóâàííÿ çàäàíî¨ iíôîðìàöi¨ â
êâàíòîâå iíôîðìàöiéíå ñåðåäîâèùå òà ¨¨ êâàíòîâå îá÷èñëåííÿ ñòà¹ îñî-
áëèâî âàæëèâîþ [19], [21].

Ñòîñîâíî öüîãî îá÷èñëþâàëüíîãî àñïåêòó íà îñíîâi àñîöiéîâàíèõ
ìíîãîâèäiâ Ãðàñìàíà, ìè âèâ÷èìî íèæ÷å äåÿêi âëàñòèâîñòi ãàìiëüòîíî-
âèõ ïîòîêiâ òèïó Ëàêñà [10], [22] íà ñèïëåêòè÷íèõ ãðàñìàíiàíàõ ïåòåëü
â ðàìêàõ ñõåìè ðåäóêöi¨ Ìàðñäåíà�Âàéíñòåéíà, äóàëüíèõ âiäîáðàæåíü
ìîìåíòà òà òåîði¨ çâ'ÿçíîñòi. Íèæ÷å ìè êîíñòðóþ¹ìî òàê çâàíå êâàíòîâî-
ãîëîíîìíå îá÷èñëþâàëüíå ïåðåòâîðåííÿ, ùî äi¹ â ìåæàõ êâàíòîâîãî îá-
÷èñëþâàëüíîãî ñåðåäîâèùà, âèêîðèñòîâóþ÷è ñïåöiàëüíi iíâàðiàíòè Êà-
çiìiðà êàíîíi÷íî¨ ñèìïëåêòè÷íî¨ ñòðóêòóðè íà ãðàñìàíiàíi ïåòåëü, íàäi-
ëåíîìó òàê çâàíîþ çâ'ÿçíiñòþ Óëüìàíà [13].
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2. ÃÐÀÑÌÀÍÎÂI ÌÍÎÃÎÂÈÄÈ ÏÅÒÅËÜ

2.1. ßê âiäîìî [1], ìíîãîâèä Ãðàñìàíà àñîöiéîâàíèé ç ëiíiéíèì åðìiòî-
âèì ïðîñòîðîì H íàä C, ùî ¹ ïðèêëàäîì êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó, âèçíà-
÷à¹òüñÿ ÿê

G(H) :=
⋃
m

Gm(H),

äå Gm(H), m = 1, dimH, ¹ ìíîæèíîþ óñiõ åðìiòîâèõ ìàòðèöü, ùî çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâó:

Gm(H) := {P ∈ Hom(H) : P = P 2, P = P+, SpP = m ∈ Z+}.

Ñïðÿæåííÿ ” + ” âçÿòî âiäíîñíî çâè÷àéíîãî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó < ·, · >
íà H. Êâàäðàòè÷íå îáìåæåííÿ îçíà÷à¹, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðè÷íîãî
îïåðàòîðà P : H → H ¹ 0 àáî 1. Êîæíó êîìïîíåíòó Gm(H) Ãðàñìàíiàíà
G(H) ìîæíà òàêîæ ðîçãëÿäàòè ÿê ôàêòîð-ïðîñòið óíiòàðíî¨ ãðóïè U(H):

Gm(H) = U(H)/(U(m)× U(H⊥)),

äå ïðîñòið H⊥ ⊂ H ¹ îðòîãîíàëüíèì äî U(m)H, òîáòî U(m)H⊥ = 0, i
ãðóïà U(H) äi¹ òðàíçèòèâíî íà êîæíó êîìïîíåíòó Gm(H) ÿê:

ad a : P→aPa+, a ∈ U(H). (4)

2.2. Îñêiëüêè íàñ öiêàâëÿòü iíòåãðîâíi ïîòîêè íà Ãðàñìàíiàíi G(H),
íåîáõiäíî âèçíà÷èòè ìîæëèâi iíâàðiàíòíi ñèìïëåêòè÷íi ñòðóêòóðè ÿê íà
êîìïàêòíîìó ãðàñìàíîâîìó ìíîãîâèäi M := G(H), òàê i íà Ãðàñìàíiàíi
ïåòåëü CS1(M) = Πx∈S1G(H), ïàðàìåòðèçîâàíîìó òî÷êàìè êîëà S1. Íàé-
ïðîñòiøó ñèìïëåêòè÷íó ñòðóêòóðó íà G(H) ìîæíà çàïèñàòè [2]

ω(2) := Sp(PdP ∧ dPP ), (5)

i âîíà ¹ iíâàðiàíòíîþ ñòîñîâíî íàòóðàëüíî¨ U(H)-äi¨ (4). Íàñòóïíà ëåìà
ñòâåðäæó¹, ùî 2-ôîðìà (5) ¹ äiéñíî ñèìïëåêòè÷íîþ.

Ëåìà 1. 2-ôîðìà (5) íà G(H) ¹ çàìêíåíîþ i íåâèðîäæåíîþ.
Ëåìà 2. Äiÿ (4) óíiòàðíî¨ ãðóïè ïåòåëü CS1(U(H)) íà ìíîãîâèäi ïå-

òåëü Ãðàñìàíà CS1(M) ¹ ãàìiëüòîíîâîþ ç åêâiâàðiàíòíèì âiäîáðàæåí-
íÿì ìîìåíòó l := CS1(M) → CS1(u∗(H)), ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëàìè

il(P ) = P, l2(P ) + il(P ) = 0 (6)



90 À.Ïðèêàðïàòñüêèé, À.Ñàìîéëåíêî, Ì.Êîïè÷, Ó.Òàíåði, Ä.Áëåêìîð

äëÿ óñiõ P ∈ CS1(M), äå CS1(u∗(H))− ñïðÿæåíèé ïðîñòið äî Ëi-àëãåáðè
ïåòåëü CS1(u(H)) óíiòàðíî¨ ãðóïè Ëi ïåòåëü CS1(U(H)).

ßê íàñëiäîê ìîæíà ïîáóäóâàòè âåêòîðíå ïîëå

K : CS1(M) → T (CS1(M)),

ïîðîäæåíå ïåâíîþ ôóíêöi¹þ Ãàìiëüòîíà. Çà îçíà÷åííÿì

iKΩ(2) = −dHX(P ),

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî äëÿ ôiêñîâàíîãî X ∈ CS1(u(H))

dP/dt := K[P ] = i[P, X]. (7)

Ðåçóëüòàò (7) öiëêîì çáiãà¹òüñÿ ç îòðèìàíèìè â [2], [4], [5], ìàþ÷è ïîòði-
áíó ñòðóêòóðó òèïó Ëàêñà [6�10]. Öÿ ôîðìà òóò âçàãàëi íå âèêîðèñòîâó¹
ïåòëåâó ñòðóêòóðó ôàçîâîãî ïðîñòîðó CS1(M). Ùîá ïîáóäóâàòè ïîòîêè
òèïó Ëàêñà íà Ãðàñìàíiàíi ïåòåëü CS1(M), äàëi áóäå ðîçãëÿíóòî íîâèé
ïîòóæíèé àïàðàò, ùî áàçó¹òüñÿ íà òåîði¨ äóàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ ìî-
ìåíòó, çàïðîïîíîâàíîãî ó [8].

3. ÑÈÌÏËÅÊÒÈ×ÍI ÑÒÐÓÊÒÓÐÈ ÍÀ ÃÐÀÑÌÀÍÎÂÈÕ
ÌÍÎÃÎÂÈÄÀÕ ÏÅÒÅËÜ

3.1. Òî÷êà P ∈ CS1(M), ñïðàâäæóþ÷è êâàäðàòè÷íå îáìåæåííÿ P 2 = P ,
ìîæå áóòè âêëàäåíà çãiäíî ç ëåìîþ 2 ó ïðè¹äíàíèé ïðîñòið CS1(u∗(H)).
Çîáðàçèìî îòðèìàíó ñõåìó:

»»»»»»»»»9

g∗ ←− CS1(M) ←−: G× CS1(M)

↓ π id

CS1(M)

äå G := CS1(U(H)), g∗ � âiäïîâiäíèé ñïðÿæåíèé ïðîñòið äî Ëi-àëãåáðè
g := CS1(u(H)) ñòîñîâíî êîiíâàðiàíòíî¨ ñèìåòðè÷íî¨ i íåâèðîäæåíî¨ ôîð-
ìè Êiëiíãà, π : g∗ → CS1(M) � âiäïîâiäíà ïðîåêöiÿ íà CS1(M), ãåíåðî-
âàíà îáìåæåííÿì l2 + il = 0 äëÿ l ∈ g∗ çãiäíî (6). Ðîçãëÿíåìî ñèìïëå-
êòè÷íó ñòðóêòóðó (5) ÿê ðåäóêöiþ íàòóðàëüíî¨ ñòðóêòóðè Ëi�Ïóàññîíà
íà g∗, [6�10]. Íà ïðîñòîði g∗ iñíó¹ ñòðóêòóðà Ëi�Ïóàññîíà

{γ, µ}Lie := (l, [∇γ(l),∇µ(l)]), (8)
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âèçíà÷åíà äëÿ áóäü-ÿêèõ ãëàäêèõ ôóíêöiîíàëiâ γ i µ ∈ D(g∗), äå ∇ � âiä-
ïîâiäíå ãðàäi¹íòíå âiäîáðàæåííÿ. Çàñòîñîâóþ÷è çãàäàíå âèùå êâàäðàòè-
÷íå îáìåæåííÿ il2 + l = 0 äëÿ l ∈ g∗, ç (8) ìîæíà îá÷èñëèòè ìåòîäàìè
òåîði¨ ñòàíäàðòíî¨ ðåäóêöi¨ Äiðàêà òàêó æ ñèìïëåêòè÷íó ñòðóêòóðó, ÿê
(5). Öå äîâîäèòü òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Äóæêà Ïóàññîíà íà ïðîñòîði D(CS1(M)) ïîðîäæåíà
ñèìïëåêòè÷íîþ ñòðóêòóðîþ (5) ¹ ðåäóêöi¹þ çà Äiðàêîì ïðèðîäíî¨ äóæ-
êè Ëi�Ïóàññîíà (8) íà D(g∗) ñòîñîâíî âiäîáðàæåííÿ ìîìåíòà i êâàäðà-
òè÷íîãî îáìåæåííÿ (6).

3.2. Îïèñàíèé âèùå ïiäõiä äî ðåäóêöié ìîæíà óçàãàëüíèòè íà âè-
ïàäîê, êîëè Ëi-àëãåáðó ïåòåëü g ðîçøèðèòè â òåðìiíàõ ñòàíäàðòíîãî
êîöèêëó Ìàóðåðà�Êàðòàíà [6]. Âiäïîâiäíà äóæêà Ëi�Ïóàññîíà íà ðîç-
øèðåíîìó ñïðÿæåíîìó ïðîñòîði ĝ∗ ìà¹ âèãëÿä

{γ, µ}0 := (l, [∇γ(l),∇µ(l)]) + (∇γ(l), d∇µ(l)/dx). (9)

Òîìó äóæêà Ëi�Ïóàññîíà (9) ïiñëÿ íàêëàäàííÿ îáìåæåííÿ (6) ïðîäóêó¹
íîâó ñèìëåêòè÷íó ñòðóêòóðó Ω̂(2)

0 ∈ Λ2(CS1(M)), óçàãàëüíþþ÷è ñèìïëå-
êòè÷íó ñòðóêòóðó (5) íà Ãðàñìàíiàíi ïåòåëü CS1(M). Çðîáèìî öiêàâå i
êîðèñíå ðîçøèðåííÿ îïèñàíî¨ âèùå êîíñòðóêöi¨.

Ëåãêî äîâåñòè [7], ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî λ ∈ C \ {0} äóæêè

{γ, µ}λ := (` + λJ, [∇γ(`),∇µ(`)]) + (∇γ(`), d∇µ(`)/dx),

{γ, µ}λ := (`, [∇γ(`),∇µ(`)]) + λ−1(∇γ(`), d∇µ(`)/dx) (10)

âèçíà÷àþòü íà ĝ∗ ïó÷êè äóæîê Ïóàññîíà, ÿêi òåæ ìîæíà çðåäóêóâàòè
íà Ãðàñìàíiàí ïåòåëü CS1(M), ÿêùî ìàòðèöÿ J ∈ g∗ ¹ ñòàëîþ. ßê íà-
ñëiäîê, îòðèìó¹òüñÿ ïó÷îê ñèìïëåêòè÷íèõ ñòðóêòóð Ω̂(2)

λ ∈ Λ2(CS1(M)),
λ ∈ C, ïàðàìåòðèçîâàíèé ñòàëèìè ìàòðèöÿìè J ∈ ĝ∗. Âiäïîâiäíi ïîòîêè
òèïó Ëàêñà íà Ãðàñìàíiàíi CS1(M) áóäóþòüñÿ ÿê ãàìiëüòîíîâi ñèñòå-
ìè CS1(M), ãåíåðîâàíi ôóíêöiîíàëàìè Êàçiìiðà ïó÷êà äóæîê Ïóàññîíà
(10), çðåäóêîâàíîãî íà CS1(M). Iíâàðiàíòè Êàçiìiðà äóæêè (10) ðîçãëÿ-
äàþòüñÿ ó [6], [7] ÿê ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Íîâiêîâà�Ìàð÷åíêà:

d∇H(λ)(`)/dx = [` + λJ,∇H(λ)(l)],

d∇H(λ)(`)/dx = λ[`,∇H(λ)(l)],

äå H(λ) ∈ Iλ(ĝ∗), λ ∈ C � ôóíêöiîíàë Êàçiìiðà äóæêè (10). Âðàõîâóþ÷è
äàëi, ùî äóæêà Ïóàññîíà {·, ·}1 := d/dλ{·, ·}λ|λ=0 âîëîäi¹ iíâàðiàíòîì



92 À.Ïðèêàðïàòñüêèé, À.Ñàìîéëåíêî, Ì.Êîïè÷, Ó.Òàíåði, Ä.Áëåêìîð

Êàçiìiðà h0 ∈ I1(ĝ∗), ìîæíà ñïðîáóâàòè ïîáóäóâàòè àñèìïòîòè÷íå ïðè
|λ| → ∞ ðîçâèíåííÿ ôóíêöiîíàëà H(λ) ∈ Iλ(ĝ∗) ç ãîëîâíèì ÷ëåíîì
H0 ∈ I1(ĝ∗) âèãëÿäó

H(λ) ' H0 +
∑

j≥1

Hjλ
−j . (11)

Êîåôiöi¹íòè Hj ∈ D(ĝ∗), j ∈ Z+, óòâîðþþòü iíâîëþòèâíó i¹ðàðõiþ ôóí-
êöiîíàëiâ ñòîñîâíî äóæîê {·, ·}0 i {·, ·}1. Öåé ôàêò ¹ ñïðàâåäëèâèì òà-
êîæ äëÿ âiäïîâiäíèõ çðåäóêîâàíèõ íà Ãðàñìàíiàí CS1(M) ñèìïëåêòè-
÷íèõ ñòðóêòóð Ω̂(2)

0 i Ω̂(2)
1 .

Íàãàäà¹ìî, ùî çíàõîäæåííÿ àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó (11) ¹ äîñòà-
òíüî ñêëàäíîþ, ùå íå âèðiøåíîþ â çàãàëüíîìó âèãëÿäi àíàëiòè÷íîþ çà-
äà÷åþ. Îäèí ç ìîæëèâèõ ïiäõîäiâ äî öüîãî çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ ó âiäøó-
êàííi äåÿêî¨ äîäàòêîâî¨ iíâàðiàíòíî¨ ðåäóêöi¨ ôàçîâîãî ïðîñòîðó ĝ∗ íà
âiäïîâiäíèé ïiäïðîñòið ĝ∗red ⊂ ĝ∗, âèçíà÷åíèé ÿê ôàêòîð-ïðîñòið ñòîñîâ-
íî øàðóâàííÿ, ñïðè÷èíåíîãî äåÿêèì ðîçïîäiëîì [7] íà ĝ∗. Íàïðèêëàä,
ïîçíà÷èìî ÷åðåç ĝ∗J ∈ ĝ∗ ìàêñèìàëüíèé ôiêñîâàíèé iíòåãðàëüíèé ïiäì-
íîãîâèä ðîçïîäiëó

D1 := {K ∈ T (ĝ∗) : K(l) = [J,∇γ(l)], l ∈ ĝ∗, γ ∈ D(ĝ∗)}, (12)

ÿêèé ¹ iíòåãðîâíèì, [D1, D1] ⊂ D1. Âèçíà÷èìî iíøèé ðîçïîäië D0 íà ĝ∗:

D0 := {K ∈ T (ĝ∗) : K(l) = [l − d/dx,∇h0], l ∈ ĝ, h0 ∈ I1(ĝ∗)}, (13)

ÿêèé òàêîæ ¹ iíòåãðîâíèì íà ĝ∗, òîáòî [D0, D0] ⊂ D0. Ìíîæèíà ìàêñè-
ìàëüíèõ iíòåãðîâíèõ ïiäìíîãîâèäiâ ðîçïîäiëó (13) óòâîðþ¹ øàðóâàííÿ
ĝ∗J/D0, ëèñòàìè ÿêîãî ¹ ëiíi¨ ïåðåòèíó ĝ∗J ç âiäïîâiäíèìè ëèñòàìè ðîçïî-
äiëó (13). Ïðèïóñêàþ÷è, ùî øàðóâàííÿ ĝ∗J/D0 ¹ äîñòàòíüî ðåãóëÿðíèì,
ìîæíà âèçíà÷èòè ôàêòîð-ìíîãîâèä ĝ∗red := ĝ∗J/(ĝ∗J/D0). Ç (12) âèïëè-
âà¹, ùî ĝ∗J = ĝ⊥J , äå ĝ⊥J ⊂ ĝ∗ � içîòðîïíà ïiäàëåáðà Ëi ñòîñîâíî åëåìåíòà
J ∈ ĝ∗, òîáòî ad∗ĝj

J = 0, i ĝ⊥J ⊂ ĝ∗ � ¨¨ îðòîãîíàëüíèé ïiäïðîñòið ñòîñîâíî
çâè÷àéíîãî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó Êiëiíãà íà ĝ. Äëÿ òîãî, ùîá ôàêòîð ĝ∗red

âèçíà÷àâñÿ iíâàðiàíòíî, íåîáõiäíî, ùîá óìîâà D0(ĝ∗J) ⊂ ĝ∗J âèêîíóâàëàñÿ
äëÿ âèáðàíîãî åëåìåíòà J ∈ ĝ∗, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ çà ïðèïóùåííÿì.

4. ÂÍÓÒÐIØÍß ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ ÃÐÀÑÌÀÍIÀÍÀ ÏÅÒÅËÜ I
ÄÓÀËÜÍI ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÍß ÌÎÌÅÍÒÀ

4.1. Âiäîìî [6], [7], [10], ùî âåëèêèé êëàñ iíòåãðîâíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì
íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó ìíîãîâèäi ìîæíà îòðèìàòè, áóäóþ÷è âiäîáðàæå-
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ííÿ ìîìåíòà ó äóàëüíi ïðîñòîðè äåÿêèõ àëãåáð Ëi ïåòåëü çà äîïîìî-
ãîþ Ëi�àëãåáðè÷íîãî ïiäõîäó. Ùîá óñïiøíî âèêîðèñòàòè êîíñòðóêöiþ ó
âèïàäêó ãðàñìàíîâîãî ìíîãîâèäó ïåòåëü CS1(M), ïðåäñòàâèìî ìíîãî-
âèä CS1(M) ÿê òàêèé, ùî âêëàäåíèé ó ìàòðè÷íèé ìíîãîâèä C̃S1(M) :=
CS1(Mm,N )×CS1(Mm,N ), ç êàíîíi÷íîþ ñèìïëåêòè÷íîþ ñòðóêòóðîþ, ÿêà
óçàãàëüíþ¹ âèêîðèñòàíó ðàíiøå ó [8], [16] ñòðóêòóðó

Ω̃(2) :=

2π∫

0

dxSp(dF ∧ dQT ), (14)

äå T � òðàíñïîíóâàííÿ, (F,Q) ∈ CS1(Mm,N )× CS1(Mm,N ) � ïðîñòið óñiõ
ìàòðèöü ïåòåëü ç Hom(CN ;Cm) ç ðàíãîì m, m = 1, N . Äîâiëüíó òî-
÷êó ç CS1(M) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê êîìïîçèöiþ (F, Q) → P := QT F ç
îáìåæåííÿìè:

F T Q = (QT F )∗, F T QF T Q = F T Q, (15)

ùî çàäîâîëüíÿþòü âêëàäåííÿ P ∈ CS1(M), äå ”∗” � çâè÷àéíå êîìïëåêñíå
ñïðÿæåííÿ. Ó âèïàäêó, êîëè Q = F ∗ ∈ CS1(Mm,N ), îòðèìó¹ìî, ùî P =
F+F ∈ CS1(M), ÿêùî F+FF+F = F+F äëÿ áóäü-ÿêèõ F ∈ CS1(M) çi
ñêàëÿðíèì îáìåæåííÿì Sp(F+F ) = m, ñòàëèì íà CS1(M).

Iñíó¹ ïðèðîäíà ñèìïëåêòè÷íà äiÿ êîíòóðíî¨ ãðóïè Ëi G = CS1(U(H))
íà ïðîñòið C̃S1(M), âèçíà÷åíà ÿê

a : (F, Q) → (Fa, Qa), (16)

äå
Fa := Fa+, Qa := aQT

äëÿ áóäü-ÿêèõ a ∈ G, (F, Q) ∈ C̃S1(M).
Òåîðåìà 2. Äiÿ (16) íà C̃S1(M) ¹ ãàìiëüòîíîâîþ ç åêâiâàðiàíòíèì

âiäîáðàæåííÿì ìîìåíòà l : C̃S1(M) → ĝ∗, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

l(F, Q) = QT F. (17)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè áàçó¹òüñÿ íà ìiðêóâàííÿõ, ïîäiáíèõ äî òèõ, ÿêi
âèêîðèñòîâóâàëèñü äëÿ äîâåäåííÿ ëåìè 2 ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó.

4.2. Îñêiëüêè íà ïðè¹äíàíîìó ïðîñòîði ĝ∗ iñíó¹ ïðèðîäíà ñòðóêòóðà
Ëi�Ïóàññîíà (8), ¨¨ ðåäóêöiÿ íà ìíîãîâèä C̃S1(M) ïîðîäæó¹ ñèìïëåêòè-
÷íó ñòðóêòóðó (14). Áåðó÷è äî óâàãè îáìåæåííÿ (15) i ðåçóëüòàò (17),
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ìîæíà çíàéòè ïó÷îê ñèìïëåêòè÷íèõ ñòðóêòóð íà Ãðàñìàíiàíi ïåòåëü
CS1(M), ðåäóêóþ÷è ïó÷îê äóæîê Ïóàññîíà (10) ñòîñîâíî îáìåæåíü

l+ = −l, l2 + il = 0, iSp l = m, m ∈ Z+. (18)

Âiäîáðàæåííÿ (17) äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè ñõåìó:

³³³³³1
G× C̃S1(M) : −→ C̃S1(M) π̃−→ CS1(M),

↓ l π

ĝ∗
(19)

äå ïðîåêöi¨ π i π̃ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó π ◦ l = π̃ ñòîñîâíî îáìåæåíü
(18). Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ ìîìåíòà (17) íå ií'¹êòèâíå, ¹ òðóäíîùi ïðè
çíàõîäæåííi ïó÷êà ñèìïëåêòè÷íèõ ñòðóêòóð Ω̃(2)

λ ∈ Λ2(C̃S1(M)), λ ∈ C,
âiäïîâiäíîãî äî ïó÷êà äóæêè Ïóàññîíà (10) íà g∗, i ïðè óçàãàëüíåííi
çðåäóêîâàíî¨ äóæêè (14) ñòîñîâíî îáìåæåííÿ F T Q = (QT F )∗. ßê çãàäó-
âàëîñÿ âèùå, êîíñòðóêöiÿ ñòà¹ òðèâiàëüíîþ, êîëè Q = F ∗, ïîðîäæóþ÷è
îðèãiíàëüíó ñèìïëåêòè÷íó ñòðóêòóðó

Ω̃(2) :=

2π∫

0

dxSp(dF ∧ dF+) (20)

íà ïðîñòîði ïåòåëü C̃S1(M∗) :=
{

(F, Q = F ∗) ⊂ C̃S1(M)
}
. Î÷åâèäíî, ùî

ñèìïëåêòè÷íó ñòðóêòóðó (20) îòðèìàíî ç äóæêè Ëi�Ïóàññîíà (8) íà g∗

ñòîñîâíî äiàãðàìè (19) ç âèêîðèñòàííÿì çàãàëüíèõ ôîðìóë:

iδγ/δF = (δγ/δl)T QT , iδγ/δQ = (δγ/δl)F T ,

äå il = il(F,Q) := QT F ∈ g∗ i γ ∈ D(g∗) � äîâiëüíèé ãëàäêèé ôóíê-
öiîíàë. Ðåäóêóþ÷è çà Äiðàêîì ñèìïëåêòè÷íó ñòðóêòóðó (20) íà ïiä-
ìíîãîâèä CS1(M) ñòîñîâíî äðóãîãî îáìåæåííÿ F+F = F+FF+F , äå
(F, F+) ∈ C̃S1(M), ìîæíà çíàéòè òî÷íó ñèìïëåêòè÷íó ñòðóêòóðó, ÿêó
äàëi ìîæíà çðåäóêóâàòè äî ñèìïëåêòè÷íî¨ ñòðóêòóðè (5).

Çàóâàæèìî, ùî îðèãiíàëüíà ñèìïëåêòè÷íà ñòðóêòóðà (14) ¹ iíâàði-
àíòíà òàêîæ ùîäî íàñòóïíî¨ G(m)-êîíòóðíî¨ ãðóïîâî¨ äi¨:

F :−→ Fa := aF, QT :−→ QT
a := QT a+, (21)

äå a ∈ G(m) := CS1(U(m)), m := rank(F, Q). Äiÿ (21) ïîðîäæó¹ òàêå
âiäîáðàæåííÿ ìîìåíòà íà ìíîãîâèä C̃S1(M) 3 (F, Q):

q : (F, Q) −→ FQT ∈ g∗(m). (22)
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Ç âiäîáðàæåííÿì (22) ïîâ'ÿçàíà íàñòóïíà äiàãðàìà:

³³³³³1
G(m)× C̃S1(M) : −→ C̃S1(M) π̃−→ CS1(M)

↓ q π

ĝ∗(m)
(23)

Îñêiëüêè rank(F, Q) = m, òî î÷åâèäíî, ùî rank(F, QT ) = m, det q 6= 0 i
Sp q = m. Ïðèïóñêàþ÷è äàëi, ùî q ≡ 1, ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïîïåðå-
äí¹ âiäîáðàæåííÿ ìîìåíòà l(F,Q) ∈ g∗ çàäîâîëüíÿ¹ îáìåæåííÿ il2+l = 0
òîòîæíî. Òîìó ìîæíà ðåäóêóâàòè ìíîãîâèä ïåòåëü C̃S1(M) íà ìíîãîâèä
ïåòåëü Ãðàñìàíà CS1(M) ñòîñîâíî îáìåæåíü FQT = 1, FQT = Q∗F+.
Âiäïîâiäíà ðåäóêîâàíà ñèìïëåêòè÷íà ñòðóêòóðà íà ìíîãîâèäi CS1(M)
ñïiâïàäà¹ ç (5), ÿêùî íàêëàäåíî äîñòàòíþ óìîâó Q = F ∗ äëÿ îáìåæåí-
íÿ −l+ = l. Êðiì òîãî, çàâäÿêè ïîäiáíîñòi äiàãðàì (19) i (23) ñòîñîâíî
âçà¹ìíèõ ãðóïîâèõ äié, ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Äóæêà Ëi�Ïóàññîíà (8), çðåäóêîâàíà íà ìíîãîâèä Ãðà-
ñìàíà CS1(M) ùîäî îáìåæåííÿ il2 + l = 0 i âiäîáðàæåííÿ ìîìåíòà
il(F, F+) = F+F = P ∈ CS1(M), çáiãà¹òüñÿ ç äóæêîþ Ïóàññîíà, ïîðî-
äæåíîþ ñèìïëåêòè÷íîþ ñòðóêòóðîþ (20), iíâàðiàíòíî çðåäóêîâàíîþ
íà CS1(M) ùîäî îáìåæåííÿ ïåðøîãî êëàñó q(F, F+) = FF+ ≡ 1 çàâäÿ-
êè çâè÷àéíié ïðîöåäóði Ìàðñäåíà�Âåéíñòàéíà [3].

ßê íàñëiäîê ç öi¹¨ òåîðåìè ìîæíà ïîáóäóâàòè ïîòðiáíó ñèìïëåêòè-
÷íó ñòðóêòóðó íà C̃S1(M), ïîðîäæåíó äóæêîþ Ïóàññîíà (9) íà ïðè-
¹äíàíîìó ïðîñòîði ĝ∗ äî öåíòðàëüíî ðîçøèðåíîãî êîíòóðà àëãåáðè Ëi
ĝ = g ⊕ C â ðîçóìiííi ñòàíäàðòíîãî 2-êîöèêëó Ìàóðåðà�Êàðòàíà íà
g. Çíàõîäæåííÿ i¹ðàðõi¨ ôóíêöiîíàëiâ Êàçiìiðà çà ñõåìîþ, îïèñàíîþ â
ðîçäiëi 3, äîçâîëÿ¹ ïðàâèëüíî ïîáóäóâàòè iíòåãðîâíi ïîòîêè òèïó Ëàêñà
íà ìíîãîâèäi ïåòåëü Ãðàñìàíà CS1(M). Ïîâåðòàþ÷èñü äî äiàãðàìè (23),
ñïðîáó¹ìî âèâ÷èòè ïðèðîäíó çâ'ÿçíiñòü, ùî âèíèêà¹ íà âiäïîâiäíîìó ãî-
ëîâíîìó ðîçøàðóâàííi ìåòîäîì, çàïðîïîíîâàíèì ó [11], [12]. Ñïðàâäi,
îáìåæåííÿ FF+ = 1, íàêëàäåíå íà ìíîãîâèä ïåòåëü C̃S1(M∗), âèçíà-
÷à¹ ií'¹êòèâíó ïðîåêöiþ π̃ : C̃S1(M∗) → CS1(M) íà ìíîãîâèä ïåòåëü
Ãðàñìàíà CS1(M) ç ñèìïëåêòè÷íîþ ñòðóêòóðîþ Ω̂(2) ∈ Λ2(CS1(M)), ÿêà
îòðèìàíà ìåòîäîì ðåäóêöié Äiðàêà ç äóæêè Ëi�Ïóàññîíà (9) íà ĝ∗. Äëÿ
òîãî, ùîá òî÷íî çíàéòè çâ'ÿçíiñòü íàä C̃S1(M∗), ïîòðiáíî îçíà÷èòè ïðè-
ðîäíèì ÷èíîì äîòè÷íèé ïðîñòið äî øàðiâ ðîçøàðóâàííÿ (23) ó òî÷öi
(F, F+) ∈ CS1(M) × G(m) íàä åëåìåíòîì P = F+F ∈ CS1(M). Îòðè-
ìàíèé ïðè îá÷èñëåííÿõ âåêòîð Xv ∈ T (C̃S1(M∗)) ¹ âåðòèêàëüíèì òîäi
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i òiëüêè òîäi, êîëè π̃∗(Xv) = 0 ó áóäü-ÿêié òî÷öi (F, F+) ∈ C̃S1(M∗), äå
π̃(F, F+) := F+F = P ∈ CS1(M), òîáòî X+

v F + F+Xv = 0.
Áóäåìî íàçèâàòè âåêòîð Xh ∈ T (C̃S1(M∗)) ãîðèçîíòàëüíèì, ÿêùî

âií ¹ îðòîãîíàëüíèì ñòîñîâíî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó Sp-òèïó äî ïðîñòîðó
âåðòèêàëüíèõ âåêòîðiâ, îçíà÷åíèõ âèùå. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

2π∫

0

dxSp(X+
h ·AF ) = 0 (24)

äëÿ âñiõ A ∈ CS1(u(m)) ó òî÷öi (F, F+) ∈ C̃S1(M∗). Îñêiëüêè A+ = −A
äëÿ áóäü-ÿêîãî A ∈ CS1(u(m)), ç (24) çíàõîäèìî, ùî FX+

h −XhF+ = 0.
Ñôîðìóëþ¹ìî öi ðåçóëüòàòè â ëåìi.

Ëåìà 3. Äîòè÷íèé ïðîñòið T (C̃S1(M∗)) ìîæå áóòè ðîçùåïëåíèì
iíâàðiàíòíî ñòîñîâíî G(m) × G− äi¨ íà ìíîãîâèäi C̃S1(M∗) ó ïðÿìó
ñóìó Th(C̃S1(M∗))⊕ Tv(C̃S1(M∗)) = T (C̃S1(M∗)), äå

Th(C̃S1(M∗)) =
{

X ∈ C̃S1(M∗) : XF+ − FX+ = 0
}

,

Tv(C̃S1(M∗)) =
{

X ∈ C̃S1(M∗) : X+F + F+X = 0
}

ó áóäü-ÿêié òî÷öi (F, F+) ∈ C̃S1(M∗) ç óìîâîþ FF+ = 1.
Îñêiëüêè ãîðèçîíòàëüíèé ïiäïðîñòið Th(C̃S1(M∗)) ¹ G-iíâàðiàíòíèì,

ùî îçíà÷à¹ FaF
+
a = 1 i XaF

+
a − FaX

+
a = 0, äå Fa := F−1

a , F+
a := aF i

Xa := Xa+, X+
a := aX+ äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ G := CS1(U(H)), òî ìîæíà

âèçíà÷èòè 1-ôîðìó çâ'ÿçíîñòi ω ∈ Λ1(C̃S1(M∗))⊗ g(m), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè ω(Xh = FB+) = 0, ω(Xv = AF ) = A äëÿ óñiõ Xh ∈ Th(C̃S1(M∗)),
Xv ∈ Tv(C̃S1(M∗)), ç A ∈ g(m), B ∈ g. Êîðèñòóþ÷èñü ðåçóëüòàòàìè
[11], [13], ïîáóäó¹ìî âèðàç òèïó Óëüìàíà, ùî âèçíà÷à¹ ôîðìó çâ'ÿçíîñòi
ω ∈ Λ1(C̃S1(M∗))⊗ g(m) íàñòóïíèì ÷èíîì:

dFF+ − FdF+ =
1
2

(
FF+ω + ωFF+

)
. (25)

Àíàëîãi÷íî äî [11], [12] 1-ôîðìà çâ'ÿçíîñòi ω, çíàéäåíà ç (25), çàäîâîëü-
íÿ¹ íåîáõiäíó âëàñòèâiñòü êàëiáðóâàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ

r∗aω = a+da + ad∗(a+)ω

äëÿ óñiõ a ∈ G(m). ßêùî íîðìóþ÷à óìîâà FF+ = 1 âèêîíó¹òüñÿ íà
C̃S1(M∗), òî ðiâíÿííÿ (25) ðàçîì ç òîòîæíiñòþ äëÿ 1-ôîðìè

dFF+ + FdF+ = 0
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âèçíà÷à¹ øóêàíó 1-ôîðìó çâ'ÿçíîñòi. Çàóâàæèìî, ùî ïîáóäîâàíà âèùå
çâ'ÿçíiñòü îòðèìàíà ç äiàãðàìè (23) ó âèïàäêó, êîëè ãðóïà Ëi ïåòåëü
G(m) äi¹ íà ìíîãîâèäi ïåòåëü C̃S1(M∗), íåõòóþ÷è ñòðóêòóðó éîãî öåí-
òðàëüíîãî ðîçøèðåííÿ, ââåäåíó âèùå. ßêùî áðàòè äî óâàãè öåíòðàëü-
íå ðîçøèðåííÿ ãðóïè ïåòåëü G(m), òî äëÿ òî÷íîãî îá÷èñëåííÿ âiäïî-
âiäíèõ ãîðèçîíòàëüíèõ i âåðòèêàëüíèõ âåêòîðiâ ç äîòè÷íîãî ïðîñòîðó
T (C̃S1(M∗)) òðåáà âèêîðèñòàòè ðåçóëüòóþ÷ó ñèìïëåêòè÷íó ñòðóêòóðó
Ω̂(2) ∈ Λ2(C̃S1(M∗)). Ïðè öüîìó îáìåæåííÿ FF+ = 1, íàêëàäåíå íà ìíî-
ãîâèä C̃S1(M∗), ¹ iíâàðiàíòíèì ñòîñîâíî çâè÷àéíî¨ ðåäóêöi¨ Äiðàêà ñèì-
ïëåêòè÷íî¨ ñòðóêòóðè (20) çàâäÿêè òîòîæíîñòi

{Q(A), Q(B)} = Q([A, B]) :
q=I
=⇒ 0

äëÿ áóäü-ÿêèõ A,B ∈ g(m), äå Q(·) = (Q, ·). Öÿ iíâàðiàíòíiñòü ïîðóøó¹-
òüñÿ, êîëè ðåäóêóâàòè âiäïîâiäíó öåíòðàëüíî ðîçøèðåíó ñèìïëåêòè÷íó
ñòðóêòóðó Ω̂(2) ∈ Λ2(C̃S1(M∗)), îòðèìàíó ç äóæêè Ëi�Ïóàññîíà (9) ñïðî-
åêòîâàíó íà ìíîãîâèä ïåòåëü (C̃S1(M∗)). Çàóâàæèìî, ùî ïîòîêè òèïó
Ëàêñà íà ìíîãîâèäàõ òèïó Ãðàñìàíà ðîçãëÿäàëèñÿ, êðiì [2], [4], [5], [16],
òàêîæ â ñòàòòÿõ [14], [15], [17], ãðóíòóþ÷èñü â îñíîâíîìó íà êëàñè÷íîìó
àëãåáðè÷íîìó ïiäõîäi. Öiêàâèì ðåçóëüòàòîì ç [15] ¹ äîâåäåííÿ iíòåãðîâ-
íîñòi çà Ëàêñîì íåëiíiéíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè

dP/dt = 2[Pxx, P ] (26)

íà ìíîãîâèäi ïåòåëü Ãðàñìàíà CS1(M). Áóëî á âàðòèì óâàãè ðåçóëüòàòîì
îòðèìàòè ïîòîêè òàêîãî æ òèïó çà äîïîìîãîþ íàøîãî ïiäõîäó äóàëüíîãî
âiäîáðàæåííÿ ìîìåíòó.

5. ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ ÃÐÓÏ ÃÎËÎÍÎÌIÉ ÊÂÀÍÒÎÂÎÃÎ ÎÁ×È-
ÑËÞÂÀËÜÍÎÃÎ ÑÅÐÅÄÎÂÈÙÀ

5.1. Ðîçãëÿíåìî ãîëîâíèé ðîçøàðîâàíèé ïðîñòið G(m) × C̃S1(M∗) π̃→
CS1(M∗), äå, çà îçíà÷åííÿì,

π̃(F, F̃ ) := F+F ∈ CS1(M∗)

äëÿ êîæíî¨ ïàðè (F, F+) ∈ C̃S1(M∗). Îñêiëüêè ìíîãîâèä C̃S1(M∗) ¹ ñèì-
ïëåêòè÷íèì ç ñèìïëåêòè÷íîþ ñòðóêòóðîþ (20), ìîæíà ¨¨ ðåäóêóâàòè íà
ìíîãîâèä ïåòåëü Øòiôåëÿ StS1(M∗) [1] ñòîñîâíî âiäîáðàæåííÿ ìîìåíòà
q : C̃S1(M∗) → g∗(m), ïîêëàâøè q(F, F+) = 0, Sp(FF+) = m. Òèì ñàìèì
îòðèìó¹ìî, ùî

StS1(M∗) = {(F, F+) ∈ C̃S1(M∗) : FF+ = 1m}.
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Òàê ÿê ãðóïà ïåòåëü G(m) äi¹ òàêîæ íà ìíîãîâèä Øòiôåëÿ StS1(M∗), çà-
ëèøàþ÷è éîãî iíâàðiàíòíèì, ìîæíà îáìåæèòè ïðîåêöiþ π̃ : C̃S1(M∗) →
CS1(M∗) íà ìíîãîâèä StS1(M∗), îòðèìóþ÷è íîâå òàê çâàíå óíiâåðñàëüíå
ãðàñìàíîâå ãîëîâíå ðîçøàðóâàííÿ ïåòåëü

G(m)× StS1(M∗) π̃→ CS1(M) (27)

ç áàçîþ, ùî ñïiâïàäà¹ ç ãðàñìàíîâèì ìíîãîâèäîì ïåòåëü CS1(M).
Ïðèïóñòèìî, ùî åëåìåíò P ∈ CS1(M) äi¹ íà óíiòàðíèé âåêòîð-ïðî-

ñòið H(N) ðîçìiðíîñòi dimH(N) = 2N i ðîçãëÿíåìî ïiäïðîñòið îáðàçó
ImP ⊂ H(N), òîáòî äëÿ êîæíîãî f ∈ ImP âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Pf = f .
Öèì øëÿõîì ìîæíà ñêîíñòðóþâàòè àñîöiéîâàíå ç (27) âåêòîðíå ðîçøà-
ðóâàííÿ

G(m)× CS1(M ;H) π̃→ CS1(M),

äå, çà îçíà÷åííÿì,

CS1(M ;H) := {(P, ImP ) : P ∈ CS1(M)}
i ãðóïîâà äiÿ A : (P, ImP ) → (P, ImP ◦A) äëÿ áóäü-ÿêîãî A ∈ G(m) çàäà-
¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé âåêòîðè fj ∈ ImP , j = 1,m, óòâîðþþòü
äåÿêó áàçó ïðîñòîðó ImP , òîáòî êîæåí âåêòîð f ∈ ImP ðîçêëàäà¹òüñÿ
ÿê f =

m∑
j=1

fjcj(f) ç äåÿêèìè êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè cj(f) ∈ C,

j = 1,m. Òîäi äiÿ f ◦ A :=
m∑

j,k=1

fjAjkck(f) äëÿ áóäü-ÿêîãî m-âèìiðíîãî

ìàòðè÷íîãî çîáðàæåííÿ A ∈ G(m). Ç iíøîãî áîêó, ðîçãëÿíåìî óíiâåð-
ñàëüíå ãðàñìàíîâå ðîçøàðóâàííÿ ïåòåëü (27) i îá÷èñëèìî íàñòóïíó âå-
ëè÷èíó:

PF+ = (F+F )F+ = F+(FF+) = F+,

îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïàðè (F, F+) ∈ StS1(M∗) âèêîíó¹òüñÿ FF+ = 1m.
Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà îòîòîæíèòè ìàòðèöþ F+ ∈ CS1(MN+m) ç ìàòðè-
öåþ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç áàçîâèõ âåêòîðiâ fj ∈ ImP , j = 1,m, ïîáóäîâàíèõ
âèùå, òîáòî ìîæíà ïîçíà÷èòè ìàòðèöþ

F+ := (f1, f2, . . . , fm) := |F >

äëÿ êîæíî¨ ïàðè (F, F+) ∈ StS1(M∗) i çàïèñàòè íàñòóïíi âèðàçè:

P = |F >< F |, ImP = span
C

|F > .
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5.2. Ïåðåéäåìî äî âèâ÷åííÿ äåÿêèõ ñïåöiàëüíèõ ïîòîêiâ íà ãðàñìàíî-
âîìó ìíîãîâèäi ïåòåëü CS1(M), ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç ôóíêöiîíàëàìè Êàçiìiðà
äðóãîãî ïó÷êà ñèìïëåêòè÷íèõ ñòðóêòóð (10), à ñàìå

{γ, µ}λ := (`, [∇γ(`),∇µ(`)]) + λ−1(∇γ(`), d∇µ(`)/dx) (28)

äëÿ óñiõ λ ∈ C \ {0} òà γ, µ ∈ D(J̃ ∗). Âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ íà ôóíêöi¨
Êàçiìiðà ¹

d∇H(λ; `)/dx = λ[`,∇H(λ; `)], (29)

äëÿ óñiõ λ ∈ C òà ` ∈ J̃ ∗. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç òèïó (11), ç (29)
îòðèìó¹ìî, ùî ïðè i` = P

d∇Hj+1(P )/dx = [P,∇Hj(P )]

äëÿ j ∈ Z+, ∇H0(P ) = P . Ñòîñîâíî ñòðóêòóðè Ïóàññîíà (28), ðåäóêî-
âàíî¨ íà ãðàñìàíiâ ìíîãîâèä ïåòåëü CS1(M), ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíó
íåñêií÷åííó i¹ðàðõiþ ãàìiëüòîíîâèõ ïîòîêiâ íà CS1(M):

dP/dtj = [P,∇Hj(P )], (30)

äå tj ∈ R, j ∈ Z+, ¹ âiäïîâiäíèìè åâîëþöiéíèìè ïàðàìåòðàìè. Ïðè j = 1
ç (30) ìîæíà îòðèìàòè íåëiíiéíèé ãàìiëüòîíîâèé ïîòiê íà CS1(M), ùî
òî÷íî ñïiâïàäà¹ ç (26).

Iç (30) âèäíî, ùî âåëè÷èíà SpP = dim(ImP ) = m ¹ iíâàðiàíòîì
ñòîñîâíî âñiõ ïîòîêiâ d/dtj , j ∈ Z+. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî tj ∈ R,
j ∈ Z+,

P (tj) = W+(tj)P0W (tj), (31)

äå ìàòðèöÿ P0 ∈ CS1(M) ¹ ñòàëîþ i W (tj) ∈ G = CS1(U(H(N))) çàäî-
âîëüíÿ¹ íàñòóïíó óìîâó, ùî âèïëèâà¹ ç (30):

∇Hj(P ) = W+(tj)dWj(tj)/dtj . (32)

Âèðàçè (32) ¹ âàæëèâèìè äëÿ òàê çâàíèõ [19], [20], [21] êâàíòîâî-ãîëî-
íîìíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ àëãîðèòìiâ. 1-ôîðìà çâ'ÿçíîñòi íà ãîëîâíîìó
øòiôåëåâîìó ðîçøàðóâàííi ïåòåëü (27) ó ôiêñîâàíié òî÷öi (F0, F

+
0 ) ∈

StS1(M∗) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

ω(F0, F
+
0 ) = −F0dF+

0 ∈ J (m). (33)

Íàãàäà¹ìî, ùî G = CS1(U(H)) äi¹ ïðèðîäíèì ÷èíîì íà øòiôåëiâ ìíî-
ãîâèä ïåòåëü StS1(M∗) ÿê W0(F0, F

+
0 ) = (F0W,W+F+

0 ), äå W ∈ G i
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(F, F+
0 ) ∈ StS1(M∗). Ïðè öié äi¨ åëåìåíò P0 := F+

0 F0 ∈ CS1(M) ïåðåòâî-
ðþ¹òüñÿ â åëåìåíò W0P0 = W+F+

0 F0W = W+P0W ∈ CS1(M), W ∈ G,
ùî ñïiâïàäà¹ ç ïåðåòâîðåííÿìè (4) òà (31). Ç iíøîãî áîêó, 1-ôîðìà çâ'ÿ-
çíîñòi (32) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ, âiäïîâiäíî, ó

ω(W (F0, F
+
0 )) = ω(F0, F

+
0 )+ < F0|dWW+|F0 > (34)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïàðè (F0, F
+
0 ) ∈ StS1(M∗) òà W ∈ G. ßê ðåçóëüòàò âèðàçiâ

(34) òà (32), îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ P0 = F+
0 F0 ó òî÷öi P = W+P0W ∈

CS1(M)

ω(W (F0, F
+
0 )) = ω(F0, F

+
0 ) +

∑

j∈Z+

< F0|W∇Hj(P )W+|P0 > dtj .

Ç iíøîãî áîêó, âèêîðèñòîâóþ÷è (34), ìîæíà îá÷èñëèòè âiäïîâiäíó 2-
ôîðìó êðèâèíè

Ω(W (F0, F
+
0 )) := dω +ω∧ω =< F |W+dW ∧ (P −1(N))W

+dW |F >, (35)

äå ïîêëàäåíî F := F0W , W ∈ G. Îñêiëüêè ç (32) îòðèìó¹ìî, ùî íà
ïàðàìåòðè÷íîìó ïiäìíîãîâèäi CS1(M(t)) ⊂ CS1(M), ìàòðè÷íà äèôåðåí-
öiàëüíà 1-ôîðìà

W+(t)dW (t) =
∑

j∈Z+

W+(t)
∂W (t)

∂tj
dtj =

∑

j∈Z+

∇Hj(P )dtj ,

òî âèðàç (35) çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíî¨ ìàòðè÷íî¨ 2-ôîðìè:

Ω(F, F+) =
∑

j,k∈Z+

< F |∇Hj(P )(P − 1(N))∇Hk(P )|F > dtj ∧ dtk.

Âiçüìåìî áóäü-ÿêó ïåòëþ σ íà ïàðàìåòðè÷íîìó ïiäìíîãîâèäi CS1(M(t)),
ïîáóäîâàíîìó âèùå. Òîäi ìîæíà îá÷èñëèòè âiäïîâiäíå âiäîáðàæåííÿ ãðó-
ïè ãîëîíîìié [12] ó íàñòóïíié õðîíîëîãi÷íî-âïîðÿäêîâàíié ñèìâîëi÷íié
ôîðìi:

Γω(σ) := P exp





∮

σ

ω



 ∈ Hol(ω; G(m)) (36)

ÿê ðåçóëüòàò ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ òî÷êè (F0, F
+
0 ) ∈ StS1(M∗), òà-

êî¨, ùî P0 = F+
0 F0 ∈ CS1(M(t)), âçäîâæ öi¹¨ ïåòëi. Íàéïðîñòiøèé âèïà-

äîê ¹ òîäi, êîëè ïåòëÿ σ ⊂ CS1(M(t)) çàëåæèòü 2π-ïåðiîäè÷íî ëèøå âiä
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äâîõ ïàðàìåòðiâ ÿê x, t ∈ R. Òîäi âiäîáðàæåííÿ ãðóïè ãîëîíîìié (36)
çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíîãî ñèìâîëi÷íîãî âèðàçó:

Γω(σ) := P exp





∮

σ

ω



 = P exp





∫

D(σ)

Ω(F, F+)





=

= P exp





∫

D(σ)

< F |∇H0(P )(P − 1(N))∇H1(P )|F > dx ∧ dt





,

äå D(σ)− äîâiëüíèé êóñêîâî-ãëàäêèé äâîâèìiðíèé äèñê íà ïàðàìåòðè-
÷íîìó ïiäìíîãîâèäi CS1(M(t)), òàêèé, ùî éîãî ãðàíèöÿ ∂D(σ) = σ. Òà-
êèì ÷èíîì, â ðàìêàõ ãîëîíîìíî-êâàíòîâîãî îá÷èñëþâàëüíîãî ñåðåäîâè-
ùà G(m) × StS1(M∗) π̃→ CS1(M(t)) ïîáóäîâàíî âèùå â íàòóðàëüíèé ñïî-
ñiá äâà âàæëèâi îá'¹êòè: ïåðøèì ¹ êîäóâàííÿ iíôîðìàöi¨ ó ½âàêóóìíèé�
ïðîñòið ImP0 ⊂ H(N), ùî õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïàðîþ ìàòðèöü (F, F+) ∈
StS1(M∗), i äðóãèì ¹ îáðîáêà, àáî îá÷èñëåííÿ iíôîðìàöi¨ ÿê âiäîáðàæå-
ííÿ

Γω(σ) : f → f ◦ Γω(σ)

äëÿ áóäü-ÿêîãî iíôîðìàöiéíîãî âåêòîðà f ∈ ImP0 òà âiäïîâiäíî¨ ïåòëi
σ ⊂ CS1(M(t)). Öi äâi îïåðàöi¨ â ðàìêàõ êâàíòîâî-ãîëîíîìíîãî ñåðåäî-
âèùà G(m)× StS1(M∗) π̃→ CS1(M(t)) ïîâèííi áóòè åôåêòèâíî ðåàëiçîâà-
íi, âèêîðèñòîâóþ÷è ñòàíäàðòíi þíiòîííi ½âõîäè� [20] òà ¨õ àäàïòàöiþ äî
ïðîáëåìíî-îði¹íòîâàíèõ îá÷èñëåíü.
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