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Для лiнiйного диференцiального рiвняння другого порядку з
регулярною особливою точкою в нулi та властивiстю експоненцi-
альної дихотомiї на нескiнченностi побудовано iнтегральнi пред-
ставлення неперервно диференцiйовних на додатнiй пiвосi розв’яз-
кiв, якi зникають на нескiнченностi.

1 Постановка задачi

Розглянемо на пiвосi R+ := [0,∞) лiнiйне диференцiальне рiвняння дру-
гого порядку з особливою точкою першого роду

x2y′′+x (a1 + xb1(x)) y′+
(
a2 + a3x + x2b2(x)

)
y = α1+α2x+x2f0(x). (1)

Тут ak (k = 1, 2, 3) та αk (k = 1, 2) — дiйснi числа, bk(x) (k = 1, 2) та
f0(x) — неперервнi обмеженi на R+ функцiї.

Поставимо для такого рiвняння сингулярну крайову задачу: знайти
розв’язок класу C2((0,∞) 7→R) ∩C1(R+ 7→R), який задовольняє крайовi
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умови
y(+0) = λ, y(∞) = 0, (2)

де λ — або фiксоване дiйсне число, або параметр, який також пiдлягає
визначенню.

Задачi такого типу природно виникають при розв’язаннi низки ва-
жливих питань математичної фiзики. Детальнiшi роз’яснення з цього
приводу та огляд вiдповiдних лiтературних джерел можна знайти в [1–6].
Зокрема, в [6] аналогiчна задача розглядалася для лiнiйної системи ди-
ференцiальних рiвнянь, коефiцiєнти якої мають полюс першого порядку
в точцi x = 0 i залишаються обмеженими при x →∞. При стандартному
переходi вiд рiвняння (1) до двовимiрної системи, коефiцiєнти останньої
матимуть полюс другого порядку в точцi 0. Якщо скористатися реце-
птом iз [7], можна одержати лiнiйну систему з полюсом першого поряд-
ку. Однак до одержаної у такий спосiб системи не вдається застосувати
результати з [6].

З метою подолання цiєї проблеми уведемо двi новi шуканi функцiї
y1(x) та y2(x) за формулами

y = y1, y′ =
(x + 1)y2

x
.

Тодi дiстанемо систему вигляду

y′ =
(

A

x
+ B(x)

)
y +

a
x

+ f(x), (3)

де

y =
(

y1

y2

)
, A :=

(
0 1
−a2 1− a1

)
,

B(x) :=

(
0 1

a2−a3−xb2(x)
x+1 − 1

x+1 − b1(x)

)
,

a :=
(

0
α1

)
, f(x) :=

(
0

α2−α1+xf0(x)
x+1

)
.

Зауважимо, що характеристичний полiном матрицi A збiгається з ха-
рактеристичним полiномом рiвняння Ейлера x2y′′ + a1xy′ + a2y = 0, а
отже, власнi числа матрицi A є коренями так званого визначального
рiвняння для лiнiйного однорiдного рiвняння, асоцiйованого з (1) (див.,
наприклад, [8]).
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Надалi вважатимемо, що система задовольняє тi самi умови, що й
у [6], а саме:

A: матриця A не має власного числа, рiвного 1, тобто a1 + a2 6= 0;

B: система

y′1 = y2, y′2 = −b2(x)y1 − b1(x)y2, (4)

еквiвалентна рiвнянню

y′′ + b1(x)y′ + b2(x)y = 0,

експоненцiально дихотомiчна на пiвосi [x0,∞) [9, 10], де x0 — деяке (до-
вiльне) додатне число (випадки екпоненцiальної стiйкостi та нестiйкостi
системи не виключаються).

C: лiнiйна алгебрична система Ay = a сумiсна, тобто якщо a2 = 0,
то й α1 = 0;

D: f0(x) → 0, коли x →∞.

Без обмеження загальностi мiркувань можемо покласти x0 = 1.

2 Класифiкацiя розв’язкiв лiнiйної однорiдної
системи

Вiдповiдно до [6] для розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи

y′ =
(

A

x
+ B(x)

)
y (5)

апрiорi на площинi можна видiлити шiсть лiнiйних пiдпросторiв Li (i =
1, . . . , 6), якi характеризуються такими властивостями:

1) y(1) ∈ L1 тодi i лише тодi, коли

‖y(x)‖ ≤ c0

(x

s

)1+α
‖y(s)‖, 0 < x ≤ s ≤ 1, (6)

i
‖y(x)‖ ≤ c∗e

−γ(x−s)‖y(s)‖, 1 ≤ s ≤ x, (7)

де c0, c∗, α, γ — деякi додатнi сталi;
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2) y(1) ∈ L2 тодi i лише тодi, коли знайдеться вектор ζ ∈ ker A \ {0}
такий, що

y(x) =
(
E + x(E −A)−1B(0)

)
ζ + o(x), x → +0, (8)

i справджується нерiвнiсть (7);

3) y(1) ∈ L3 тодi i лише тодi, коли не iснує правої похiдної y′(+0) i
справджуються нерiвностi

‖y(x)‖ ≤ c0

(x

s

)1−α
‖y(s)‖, 0 < s ≤ x ≤ 1, (9)

та (7);

4) y(1) ∈ L4 тодi i лише тодi, коли справджуються нерiвностi (6) та

‖y(x)‖ ≤ c∗e
γ(x−s)‖y(s)‖, 1 ≤ x ≤ s; (10)

5) y(1) ∈ L5 тодi i лише тодi, коли розв’язок допускає представлення
(8) i задовольняє нерiвнiсть (10);

6) y(1) ∈ L6 тодi i лише тодi, коли не iснує правої похiдної y′(+0) i
справджуються нерiвностi (9) та (10).

Очевидно, що одночасно нетривiальними можуть бути не бiльше нiж
два з пiдпросторiв Li, причому, якщо таких простори два, то вони одно-
вимiрнi i площина є їх прямою сумою. Простори L2 та L5 можуть бути
нетривiальними лише за умови, що a2 = 0, а тодi α1 = 0. Якщо ж a2 6= 0,
то ker A = {0} й iснує єдиний вектор η =

(
−α1/a2

0

)
∈ im A∗ такий, що

Aη + a = 0, а з рiвностi a2 = 0 випливає η = 0.

Розглянемо випадок, коли нетривiальними є простори Li та Lj

(i ≤ j). Утворимо фундаментальну матрицю Y (x; i, j), стовпцями якої
є розв’язки y(x; i) та y(x; j), такi, що y(1; i) ∈ Li та y(1; j) ∈ Lj . При
цьому, якщо i = j i dim Li = 2, то вiдповiднi лiнiйно незалежнi розв’язки
позначимо через y(x̄; i) та y(x̃; i). Без обмеження загальностi мiркувань
надалi вважаємо, що det Y (1; i, j) = 1.

Першi компоненти розв’язкiв y(x; i), y(x̄; i), y(x̃; i), якi позначати-
мемо вiдповiдно через y(x; i), ȳ(x; i), ỹ(x; i), при i = 1, . . . , 6 утворюють
шiсть можливих типiв розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння.
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3 Основний результат: iснування та iнтегральнi
зображення розв’язкiв крайової задачi

Уведемо позначення

g(x) :=

{
a2(α2−2α1)+a3α1+x[a2f0(x)+α1b2(x)]

a2(x+1) , якщо a2 6= 0,
α2+xf0(x)

x+1 , якщо a2 = 0,
(11)

η :=

{
−α1/a2, якщо a2 6= 0,

0 якщо a2 = 0,
W (x) = x−a1e−

∫ x
1 b1(s) ds.

Зауважимо, що за формулою Остроградського – Лiувiлля функцiя W (x)
— це вронскiан det Y (x; i, j), який набуває значення 1 при x = 1, i тому
не залежить вiд i, j.

Теорема 1. Нехай виконуються умови A – D. Тодi справджуються такi
твердження:

1. Якщо dim Li = 2, де i = 1, 2, то при i = 1 задача (1), (2) розв’язна
лише коли λ = η, а при i = 2 — для довiльного λ. При цьому розв’язки
утворюють (3− i)-параметричну сiм’ю вигляду

y = η + c1ȳ(x; i) + c2ỹ(x; i) +
∫ x

2−i

ỹ(x; i)ȳ(s; i)− ȳ(x; i)ỹ(s; i)g(s)
W (s)

ds,

де c1, c2 — довiльнi сталi, якщо i = 1, a якщо i = 2, то c1 i c2 пов’язанi
рiвнiстю c1ȳ(0; 2) + c2ỹ(0; 2) = λ− η.

2. Якщо dim Li = 2 при i = 3, 4, 5, то задача (1), (2) розв’язна лише
при

λ = η − δi5

∫ ∞

0

ỹ(0; 5)ȳ(s; 5)− ȳ(0; 5)ỹ(s; 5)g(s)
W (s)

ds

(тут δji — символ Кронекера) i має єдиний розв’язок вигляду

y = η +
∫ x

ω

ỹ(x; i)ȳ(s; i)− ȳ(x; i)ỹ(s; i)g(s)
W (s)

ds, (12)

де ω = 0 при i = 3 та ω = ∞ при i = 4, 5.

3. Якщо dim L6 = 2, то задача (1), (2) розв’язна лише при λ = η i за
додаткової умови ортогональностi∫ ∞

0

u(x)g(s)
W (s)

dx = 0, (13)
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де u(x) — довiльний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння, асоцiйо-
ваного з (1). При цьому розв’язок єдиний i визначається формулою (12)
при i = 6, ω = ∞.

4. Якщо dim L1 = dim L2 = 1, а тодi α1 = a2 = 0, то для довiльного λ
задача (1), (2) має однопараметричну сiм’ю розв’язкiв

y = η + cy(x; 1) +
λ− η

y(0; 2)
y(x; 2)−

−
∫ x

1

y(x; 1)y(s; 2)g(s)
W (s)

ds +
∫ x

0

y(x; 2)y(s; 1)g(s)
W (s)

ds,

де c — довiльна стала.

5. Якщо dim L1 = dim Lj = 1 при j = 3, 4, 5, то задача (1), (2) розв’я-
зна лише при

λ = η − δj5y(0; 5)
∫ ∞

0
W−1(s)y(s; 1)g(s) ds,

а її розв’язки утворюють однопараметричну сiм’ю

y = η + cy(x; 1)−
∫ x

1

y(x; 1)y(s; j)g(s)
W (s)

ds+

+
∫ x

ω

y(x; j)y(s; 1)g(s)
W (s)

ds, (14)

де c — довiльна стала, ω = 0 при j = 3 i ω = ∞ при j = 4, 5.

6. Якщо dim L2 = dim Lj = 1 при j = 3, 4, 5, то для довiльного λ
задача (1), (2) має єдиний розв’язок

y = η + c∗(λ)y(x; 2)−
∫ x

0

y(x; 2)y(s; j)g(s)
W (s)

ds+

+
∫ x

ω

y(x; j)y(s; 2)g(s)
W (s)

ds, (15)

де ω = 0 при j = 3 i ω = ∞ при j = 4, 5, а

c∗(λ) =
1

y(0, 2)

(
λ− η + δj5y(0; 5)

∫ ∞

0
W−1(s)y(s; 2)g(s) ds

)
.

7. Якщо dim Li = dim Lj = 1 при 3 ≤ i < j ≤ 5, то задача (1), (2) має
розв’язок лише при

λ = η − δj5y(0; 5)
∫ ∞

0
W−1(s)y(s; i)g(s) ds,
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вiн єдиний i має вигляд

y = η −
∫ x

ω

y(x; i)y(s; j)g(s)
W (s)

ds−
∫ ∞

x

y(x; j)y(s; i)g(s)
W (s)

ds, (16)

де ω = 0 при i = 3 i ω = ∞ при i = 4.

8. Якщо dim Li = dim L6 = 1, i = 2, . . . , 5, то необхiдною умовою
iснування розв’язкiв задачi (1), (2) є рiвнiсть (13) при u(x) = y(x, i). При
цьому: якщо i = 1, то задача розв’язна лише при λ = η, а її розв’язки
утворюють однопараметричну сiм’ю вигляду (1) при j = 6, ω = ∞; якщо
i = 2, то для довiльного λ задача має єдиний розв’язок вигляду (1) при
j = 6, ω = ∞, c∗(λ) = (λ − η)/y(0; 2); якщо i = 3, 4, 5, то задача має
розв’язок лише при

λ = η + δi5y(0; 5)
∫ ∞

0
W−1(s)y(s; 6) ds,

вiн єдиний i має вигляд (16) при j = 6 i ω = 0, якщо i = 3, та ω = ∞,
якщо i = 4, 5.

Доведення. Уведемо проекцiйнi матрицi Pk = Y (1; i, j)ΠkY
−1(1; i, j)

(k = i, j), де

Πi =
(

1 0
0 0

)
, Πj =

(
0 0
0 1

)
, якщо i < j, Πi =

(
1 0
0 1

)
, якщо i = j.

Тодi згiдно з теоремою 2 роботи [6] система (3) має неперервно ди-
ференцiйовнi на [0,∞) розв’язки, якi прагнуть до нуля при x →∞, тодi
i лише тодi, коли виконана рiвнiсть∫ ∞

0
Π6Y

−1(x; i, j)g(x) dx = 0, (17)

де g(s) :=
[
f(x) + B(x)η

]
, η =

(
−α1/a2

0

)
, i всi такi розв’язки допускають

представлення

y = η + Y (x; i, j) (Π1 + Π2) c +
∫ ∞

0
G(x, s; i, j)g(s) ds,



212 Л. Процак

де c ∈ R2 — довiльний вектор, G(x, s; i, j) := G1(x, s; i, j) + G2(x, s; i, j),

G1(x, s; i, j) :=


Y (x; i, j)Π1Y

−1(s; i, j), (x, s) ∈ D ∩D+,

−Y (x; i, j)Π1Y
−1(s; i, j), (x, s) ∈ D ∩D−,

0, (x, s) ∈ (D+ ∪D−) \D,

G2(x, s; i, j) :=

{
Y (x; i, j)(Π2 + Π3)Y −1(s; i, j), (x, s) ∈ D+,

−Y (x; i, j)(Π4 + Π5 + Π6)Y −1(s; i, j), (x, s) ∈ D−,

D := {(x, s) : 0 < x < s < 1} ∪ {(x, s) : 1 ≤ s ≤ x},
D+ := {(x, s) : 0 < s ≤ x}, D− := {(x, s) : 0 < x < s},

або, що те саме,
y = η + Y (x; i, j) (Π1 + Π2) c+

+
∫ x

1
Y (x; i, j)Π1Y

−1(s; i, j)g(s) ds+

+
∫ x

0
Y (x; i, j)(Π2 + Π3)Y −1(s; i, j)g(s) ds−

−
∫ ∞

x
Y (x; i, j)(Π4 + Π5 + Π6)Y −1(s; i, j)g(s) ds, (18)

причому в цих формулах ненульовими можуть бути лише проектори Πi

та Πj .

Перша компонента вектор-функцiї в (18) є шуканим розв’язком кра-
йової задачi. Знайдемо її. Оскiльки

Y (x; i, j) =
(

y(x; i) y(x; j)
y′(x; i) y′(x; j)

)
, Y −1(s; i, j) =

1
W (s)

(
y′(x; j) −y(x; j)
−y′(x; i) y(x; i)

)
i перша компонента вектор-функцiї g(x) дорiвнює нулю, а друга дорiв-
нює g(x), то першi компоненти вектор-функцiй

Y (x; i, j) Πi Y −1(s; i, j) g(s),

Y (x; i, j) Πj Y −1(s; i, j) g(s),

Y (x; i, i) Y −1(s; i, i) g(s)

дорiвнюють вiдповiдно

−y(x; i)y(s; j)g(s)
W (s)

,
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y(x; j)y(s; i)g(s)
W (s)

,

[ỹ(x; j)ȳ(s; i)− ȳ(x; i)ỹ(s; j)] g(s)
W (s)

.

Звiдси випливають усi наведенi у формулюваннi теореми формули
для розв’язкiв крайової задачi. З цих же формул легко знайти гра-
ницi розв’язкiв при x → +0. Залишилося зауважити, що у випадку
dim L6 = 1, dim Li = 1, де i = 1, . . . , 5, умова (17) еквiвалентна рiв-
ностi (13) при u(x) = y(x; i), а у випадку dim L6 = 2 зазначена умо-
ва еквiвалентна рiвностi (13), де u(x) — довiльний розв’язок лiнiйного
однорiдного рiвняння, асоцiйованого з (1).

4 Висновки

З’ясовано, що iснування та структура розв’язкiв дослiджуваної сингу-
лярної крайової задачi суттєво залежить вiд того, якi два з шести мо-
жливих типiв розв’язкiв вiдповiдного однорiдного рiвняння утворюють
його фундаментальну систему. В залежностi вiд цього задача може мати
2-,1-параметричнi сiм’ї розв’язкiв або єдиний розв’язок. Встановлено, в
яких випадках ця задача розв’язна при довiльному значеннi λ = y(+0);
наведено перелiк випадкiв, коли вона розв’язна лише при певних значе-
ннях λ.
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For a second order differential equation with regular singular point at zero
and exponential dichotomy at infinity, we construct integral representations
of continuously differentiable on the positive half-line solutions which vanish
at infinity.


