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Розглянуто деякi власнi фактори вiльних добуткiв двох копiй
довiльної скiнченної моногенної напiвгрупи. Вказано скiнченно ста-
новi зображення таких напiвгрупи. Обчислено їх рiст.

1 Вступ

Напiвгрупи перетворень просторiв скiнченних та нескiнченних слiв
над скiнченним алфавiтом, породженi iнiцiальними автоматами-
трансляторами над цим алфавiтом, є класичним об’єктом дослiдження
алгебраїчної теорiї автоматiв (див. [1–3]). У категорному розумiннi Бера
серед скiнченно породжених напiвгруп такого виду бiльшiсть є вiльни-
ми, тобто мають експонентцiйний рiст, вказано явнi приклади таких на-
пiвгруп, породжених, зокрема, i скiнченними автоматами [4]. Скiнченнi
автомати використовувалися i для побудови напiвгруп промiжного росту
з додатковими цiкавими властивостями [5].

Для дослiдження напiвгруп, породжених скiнченними автоматами,
можна використовувати декiлька рiзних технiк обчислень, зокрема те-
хнiку нескiнченно iтерованих вiнцевих степенiв та скiнченно станових
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вiнцевих степенiв напiвгруп перетворень, яка використана в данiй стат-
тi. В нiй розглядаються скiнченно становi вiнцевi степенi моногенних
напiвгруп з приєднаною одиницею, iндекс яких бiльший за одиницю.
Побудованi двопородженi пiднапiвгрупи в таких вiнцевих степенях, якi є
власними факторами вiльного добутку двох моногенних напiвгруп. Для
кожної з побудованих напiвгруп знайдено канонiчний запис елементiв
через твiрнi елементи. Обчислено рiст цих напiвгруп.

2 Вiнцевi степенi напiвгруп перетворень

Нехай X — деяка непорожня множина, яку будемо називати алфавiтом.
Символами X∗ та Xω позначимо множини всiх скiнченних слiв (вклю-
чаючи порожнє слово Λ) та нескiнченних слiв вiдповiдно над алфавiтом
X. Довжину слова w ∈ X∗ позначатимемо |w|. Множину всiх слiв дов-
жини n ототожнюватимемо з n-тим декартовим степенем Xn алфавiту
X, n ≥ 0. Тодi X∗ =

⋃∞
n=0 Xn.

Нехай (T,X) — деяка напiвгрупа перетворень, тобто пiднапiвгрупа
T повної напiвгрупи перетворень TX множини X. Для кожного i ≥ 1
розглянемо її iзоморфну копiю (T (i), X(i)). Вiнцевий добуток

n

o
i=1

(T (i), X(i))

будемо називати n-тим вiнцевим степенем напiвгрупи перетворень (T,X)
i позначати Wn(T,X), n ≥ 2. Нехай W 1(T,X) = (T,X).

Нескiнченним вiнцевим степенем напiвгрупи перетворень (T,X) на-
зивається напiвгрупа W∞(T,X) усiх нескiнченних наборiв вигляду

t̄ = [t1; t2(x1); t3(x1, x2); . . .], (1)

де t1 ∈ T , t2(x) : X → T, t3(x1, x2) : X2 → T, . . ..

Вiнцевий степiнь W∞(T,X) дiє на обох множинах X∗ та Xω за пра-
вилом

ut̄ = at1
1 a

t2(a1)
2 a

t3(a1,a2)
3 . . . (2)

для довiльного скiнченного чи нескiнченного слова u = a1a2a3 . . ..

Для елементiв t̄, s̄ ∈ W∞(T,X), де t̄ заданий рiвнiстю (1), а

s̄ = [s1; s2(x1); s3(x1, x2); . . .],
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їх добуток t̄s̄ обчислюється за правилом

t̄s̄ = [t1s1; t2(x1)s2(xt1
1 ); t3(x1, x2)s3(xt1

1 , x
t2(x1)
2 ); . . .]. (3)

Для кожного елемента t̄ ∈ W∞(T,X) i слова u ∈ X∗ визначимо еле-
мент t̄|u ∈ W∞(T,X) за таким правилом. Покладемо t̄|Λ = t̄. Для непо-
рожнього слова u = a1 . . . ak ∈ X∗ i елемента t̄, заданого рiвнiстю (1),
символом t̄|u позначимо набiр

[tk+1(a1, . . . , ak); tk+2(a1, . . . , ak, xk+1); tk+3(a1, . . . , ak, xk+1, xk+2); . . .].

Новий набiр t̄|u також має вигляд (1), тобто справдi належить напiв-
групi W∞(T,X). Елемент t̄|u називається станом елемента t̄ у словi u.
Позначимо символом States(t̄) множину всiх станiв елемента t̄.

Лема 1. Для довiльних елементiв t̄, s̄ ∈ W∞(T,X) i слова u ∈ X∗ має
мiсце рiвнiсть (t̄s̄)|u = t̄|us̄|ut̄.

Доведення. Користуючись рiвностями (2) та (3), необхiдне твердження
виводиться безпосередньо з означення стану.

Нехай

FW∞(T,X) = {t̄ ∈ W∞(T,X) : |States(t̄)| < ∞}.

З леми 1 випливає, що вказана пiдмножина замкнена вiдносно множен-
ня, а тому утворює пiднапiвгрупу напiвгрупи W∞(T,X).

Означення 1. Напiвгрупа FW∞(T,X) називається скiнченно стано-
вим вiнцевим степенем напiвгрупи перетворень (T,X).

Для довiльних t̄ ∈ W∞(T,X) i n ≥ 1 позначимо символом pn(t̄)
скiнченний набiр [t1; . . . ; tn(x1, . . . , xn−1)], а також визначимо функцiю
qn(t̄) : Xn → W∞(T,X) рiвнiстю

qn(t̄)(u) = t̄|u, u ∈ Xn.

Тодi правило
t̄ 7→ [pn(t̄); qn(t̄)]

встановлює iзоморфiзм напiвгруп перетворень W∞(T,X) та

Wn(T,X) oW∞(T,X).
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Тому для елемента t̄ ∈ W∞(T,X) будемо також користуватись записом

t̄ = [pn(t̄); qn(t̄)], (4)

i називатимемо його n-тою вiнцевою рекурсiєю t̄.

Має мiсце

Лема 2. Нехай t̄, s̄ ∈ W∞(T,X). Якщо iснує таке n ≥ 1, що pn(t̄) =
pn(s̄) i для кожного слова u ∈ Xn знайдеться слово v, |v| < |u|, для
якого виконанi рiвностi

t̄|u = t̄|v, s̄|u = s̄|v,

то t̄ = s̄.

Доведення. Елементи t̄, s̄ рiвнi тодi й лише тодi, коли для кожного m ≥ 1
виконанi рiвностi pm(t̄) = pm(s̄). Тому для доведення досить показати,
що з виконання вказаної умови для числа n випливає її виконання i для
числа n + 1. Пiсля цього залишиться застосувати iндукцiю за m ≥ n.

Зафiксуємо довiльне слово u ∈ Xn. Тодi для деякого слова v, |v| < n,
з рiвностей

t̄|u = t̄|v, s̄|u = s̄|v

маємо рiвностi

p1(t̄|u) = p1(t̄|v), p1(s̄|u) = p1(s̄|v),

звiдки, з урахуванням рiвностi pn(t̄) = pn(s̄), випливає рiвнiсть значень
(n + 1)-их компонент елементiв pn+1(t̄) i pn+1(s̄) на словi u. Оскiльки
слово u довiльне, то звiдси маємо рiвнiсть цих компонент, а вiдтак i
рiвнiсть pn+1(t̄) = pn+1(s̄).

Крiм того, кожне слово u1 ∈ Xn+1 має вигляд u1 = ux для деяких
u ∈ Xn, x ∈ X. Тодi для деякого слова v, |v| < n, матимемо рiвностi

t̄|u1 = (t̄|u)|x = (t̄|v)|x = t̄|vx,

s̄|u1 = (s̄|u)|x = (s̄|v)|x = s̄|vx.

Оскiльки |vx| < n + 1, то слово v1 = vx для u1 є шуканим.
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3 Пiднапiвгрупи скiнченно станових вiнцевих
степенiв моногенних напiвгруп

Зафiксуємо натуральнi числа m > 1 та r. Нехай M(m, r) — це моногенна
напiвгрупа з iндексом m та перiодом r. Будемо позначати твiрний еле-
мент цiєї напiвгрупи символом a. Нехай також M(m, r)1 — вiдповiдний
моногенний моноїд. Тодi

M(m, r)1 = {1, a, . . . , am+r−1}.

Для натурального числа z визначимо функцiю

ν(z) =

{
z, якщо z < m

m + rm(z −m, r) в iншому випадку
,

де символом rm(x, y) позначається остача вiд дiлення числа x на y. Тодi
0 < ν(z) < m + r. Зауважимо також, що ν(z) = z для z < m + r, а тому
ν(ν(z)) = ν(z). Маємо рiвнiсть ak = aν(k), k ≥ 1.

Введемо позначення a0 = 1, ai = ai, 1 ≤ i ≤ m + r − 1, та визначимо
алфавiт X = {a0, a1, . . . , am+r−1}. Будемо розглядати праву регулярну
дiю моноїда M(m, r)1 на множинi X, задану правилом

aa
i = ai+1, 0 ≤ i ≤ m + r − 2, aa

m+r−1 = am.

Далi у вiнцевому степенi FW∞(M(1, r)1, X) буде вказано двi дво-
породженi напiвгрупи. Для визначення цих напiвгруп розглянемо деякi
допомiжнi конструкцiї.

Спочатку визначимо функцiю f : X → M(m, r)1 таким правилом:

f(x) =

{
a, якщо x = a0,

1, в iншому випадку.

Тодi j-тий степiнь f j = f · . . . · f︸ ︷︷ ︸
j

цiєї функцiї для кожного j ≥ 1 має

вигляд:

f j(x) =

{
ap(j), якщо x = a0,

1, в iншому випадку.

Таким чином, моногенна пiднапiвгрупа, породжена цiєю функцiєю в на-
пiвгрупi за множенням усiх функцiй з X в M(m, r)1, буде мати iндекс
m та перiод r.
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Розглянемо два елементи b1, b2 вiнцевого степеня W 2(M(m, r)1, X):

b1 = [a; 1],
b2 = [1; f(x)].

Тут i надалi всi сталi функцiї зi значеннями у M(m, r)1 будуть по-
значатися тими самими символами, якими позначаються тi значення,
яких цi функцiї набувають. Символом B позначимо пiднапiвгрупу в
W 2(M(m, r)1, X), породжену елементами b1 та b2.

Лема 3. Напiвгрупа B має задання твiрними i визначальними спiввiд-
ношеннями вигляду

B = 〈b1, b2 : b1b2 = b1, b
m+r
i = bm

i , i = 1, 2〉.

Має мiсце рiвнiсть

B = {bi
1, b

i
2, b

i
2b

j
1 : 1 ≤ i, j ≤ m + r − 1} (5)

i кожна з моногенних напiвгруп

〈b1〉, 〈b2〉 та 〈bi
2b1〉, 1 ≤ i ≤ m + r − 1,

iзоморфна M(m, r).

Доведення. Рiвнiсть b1b2 = b1 випливає з правила множення елементiв
вiнцевого добутку напiвгруп перетворень. Оскiльки значення степенiв
елементiв b1 та b2 обчислюються покоординатно, то мають мiсце рiвно-
стi bm+r

i = bm
i , i = 1, 2. Таким чином, моногеннi напiвгрупи 〈b1〉, 〈b2〉 ма-

ють iндекс m i перiод r, а твiрнi напiвгрупи B задовольняють вказаним
спiввiдношенням. Зауважимо, що в напiвгрупi B виконуються рiвностi:

bi1
2 bj1

1 · bi2
2 bj2

1 = bi1
2 bj1+j2

1 , 1 ≤ i1, i2, j1, j2 ≤ m + r − 1,

звiдки випливає, що кожна з напiвгруп 〈bi
2b1〉, 1 ≤ i ≤ m + r− 1, iзомор-

фна M(m, r). Використовуючи цi рiвностi, довiльний елемент B можна
записати у виглядi bi

1 = [ai; 1], bi
2 = [1; f i(x)] чи bi

2b
j
1 = [aj ; f i(x)] для де-

яких i, j таких, що 1 ≤ i, j ≤ m + r− 1. Оскiльки перерахованi елементи
є попарно рiзними, то звiдси випливає рiвнiсть (5). Також звiдси маємо,
що вказанi спiввiдношення є визначальними.
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У подальшому нам знадобляться твердження про динамiку дiй напiв-
груп 〈b1〉1 та 〈b2〉1 на множинi X2. Визначимо такi пiдмножини множини
X2:

O1 = {aja0 : 1 ≤ j ≤ m + r − 1},
O2 = {a0aj : 1 ≤ j ≤ m + r − 1},

M1 = {aiaj : 0 ≤ i ≤ m + r − 1, 1 ≤ j ≤ m + r − 1},
M2 = O1.

Лема 4. 1. Має мiсце розбиття

X2 = M1 ∪M2 ∪ {a0a0}.

2. Множина Oi є траекторiєю слова a0a0 пiд дiєю напiвгрупи 〈bi〉,
i = 1, 2.

3. Мають мiсце рiвностi

M1 = O
〈b1〉1
2 , M2 = O

〈b2〉1
1 .

4. Кожна з множин M1,M2 та їх доповнення в X2 є iнварiантними
вiдносно дiї напiвгруп 〈b1〉1 та 〈b2〉1.

Доведення. Перше твердження прямо випливає з означення множин M1

та M2.

Оскiльки (a0a0)bj
1 = aja0 та (a0a0)bj

2 = a0aj , 1 ≤ j ≤ m + r− 1, то має
мiсце й друге твердження.

Маємо рiвнiсть

O
〈b1〉1
2 = O2 ∪ {(a0aj)bi

1 : 1 ≤ i, j ≤ m + r − 1} = M1.

Оскiльки b1b2 = b1, то
O
〈b2〉1
1 = O1 = M2,

i третє твердження доведено.

Останнє твердження леми 4 тепер одразу випливає з попереднiх двох.

Тепер визначимо потрiбнi напiвгрупи. Розглянемо елементи

s̄1, s̄2, t̄1, t̄2 ∈ W∞(M(m, r)1, X),
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заданi їхнiми другими вiнцевими рекурсiями:

s̄i = [p2(s̄i); q2(s̄i)], t̄i = [p2(t̄i); q2(t̄i)], i = 1, 2,

де p2(s̄i) = 1, p2(t̄i) = bi та

q2(s̄i)(u) = q2(t̄i)(u) =

{
t̄i, якщо u ∈ Mi,

s̄i, в iншому випадку.

Символами Sm,r i Tm,r позначимо напiвгрупи, породженi парами еле-
ментiв s̄1, s̄2 i t̄1, t̄2 вiдповiдно.

Лема 5. Напiвгрупи Sm,r i Tm,r мiстяться у скiнченно становому сте-
пенi FW∞(M(m, r)1, X).

Доведення. Твердження леми випливає з того, що довiльний стан ко-
жного з елементiв s̄1, s̄2, t̄1, t̄2 збiгається зi станом цього елемента у де-
якому словi довжини 0 чи 1. Тобто кiлькiсть станiв кожного з твiрних
елементiв напiвгруп Sm,r i Tm,r не перевищує 2(m + r + 1).

Лема 6. Моногеннi напiвгрупи, породженi кожним з елементiв
s̄1, s̄2, t̄1, t̄2, мають iндекс m i перiод r.

Доведення. Зафiксуємо i, i = 1, 2. Квадрати елементiв s̄i та t̄i записую-
ться у виглядi таких рекурсiй:

s̄2
i = [1; q2(s̄2

i )], t̄2i = [b2
i ; q2(t̄2i )].

При цьому для довiльного слова u ∈ X2 маємо:

(q2(s̄2
i ))(u) = (q2(t̄2i ))(u) = (q2(t̄i))(u) · (q2(t̄i))(usi) = ((q2(t̄i))(u))2,

оскiльки, за лемою 4, u ∈ Mi тодi й лише тодi, коли ubi ∈ Mi. Отже,
q2(s̄2

i ) = q2(t̄2i ) = q2(t̄i)2 i тому, за лемою 2,

s̄j
i = [1; q2(s̄i)j ], t̄ji = [bj

i ; q2(t̄i)j ], j ≥ 1. (6)

Таким чином, обидвi напiвгрупи 〈s̄i〉 i 〈t̄i〉 iзоморфнi 〈bi〉, звiдки випливає
потрiбне твердження.
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Слово W (x1, x2) над деяким алфавiтом {x1, x2} назвемо (m, r)-
моногенним, якщо воно мiстить не бiльше m+r−1 послiдовних входжень
кожного з символiв x1, x2. Кожне (m, r)-моногенне слово має вигляд

W (x1, x2) = xα1
i1

. . . xαk
ik

, (7)

де k ≥ 1, 1 ≤ α1, . . . , αk ≤ m + r − 1, кожен з iндексiв i1, . . . , ik дорiвнює
1 чи 2, причому сусiднi iндекси є рiзними. Для кожного j, 1 ≤ j ≤ k− 1,
нехай

Wj(x1, x2) = x
αj+1

ij+1
. . . xαk

ik
, i Wk(x1, x2) = Λ.

Лема 7. Нехай W (x1, x2) = xα1
i1

. . . xαk
ik

— (m, r)-моногенне слово, u ∈
X2. Мають мiсце такi рiвностi:

1. W (s̄1, s̄2)|u = W (t̄1, s̄2)|u = W (s̄1, t̄2)|u = W (t̄1, t̄2)|u =

=

{
W (t̄1, s̄2), якщо u ∈ M1,

W (s̄1, t̄2), якщо u ∈ M2;

2. W (s̄1, s̄2)|a0a0 = W (s̄1, s̄2);

3. W (t̄1, s̄2)|a0a0 =

{
W (s̄1, t̄2), якщо i1 = 1,

sα1
2 W1(s̄1, t̄2), якщо i1 = 2;

4. W (s̄1, t̄2)|a0a0 =

{
sα1
1 W1(t̄1, s̄2), якщо i1 = 1,

W (t̄1, s̄2), якщо i1 = 2;

5. W (t̄1, t̄2)|a0a0 =

{
W (s̄1, t̄2), якщо i1 = 1,

W (t̄1, s̄2), якщо i1 = 2.

Доведення. Iндукцiя за k.

База iндукцiї k = 1. Нехай i1 = 1. У цьому випадку W (x1, x2) = xα1
1 ,

W (t̄1, s̄2) = W (t̄1, t̄2) = t̄α1
1 i W (s̄1, s̄2) = W (s̄1, t̄2) = s̄α1

1 . За лемами 1 i 4
маємо

t̄α1
1 |u = t̄1|u · t̄α1−1

1 |ub1 =

=


s̄1t̄

α1−1
1 |ub1 , якщо u = a0a0,

t̄1t̄
α1−1
1 |ub1 , якщо u ∈ M1,

s̄1t̄
α1−1
1 |ub1 , якщо u ∈ M2,

=


s̄α1
1 , якщо u = a0a0,

t̄α1
1 , якщо u ∈ M1,

s̄α1
1 , якщо u ∈ M2.
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Аналогiчно

s̄α1
1 |u = s̄1|u · s̄α1−1

1 |u =

=


s̄1s̄

α1−1
1 |u, якщо u = a0a0,

t̄1s̄
α1−1
1 |u, якщо u ∈ M1,

s̄1s̄
α1−1
1 |u, якщо u ∈ M2,

=


s̄α1
1 , якщо u = a0a0,

t̄α1
1 , якщо u ∈ M1,

s̄α1
1 , якщо u ∈ M2.

Звiдси видно, що всi вказанi в умовi рiвностi в цьому випадку виконанi.
Випадок i1 = 2 розглядається аналогiчно.

Iндуктивний крок. Маємо рiвнiсть W (x1, x2) = xα1
i1

W1(x1, x2). Прове-
демо тепер, наприклад, доведення рiвностi 3. Iншi рiвностi доводяться
аналогiчно. Нехай i1 = 1. У цьому випадку W (t̄1, s̄2) = t̄α1

1 W1(t̄1, s̄2).
Використовуючи лему 1, базу iндукцiї, лему 4 i припущення iндукцiї,
отримуємо

W (t̄1, s̄2)|a0a0 = t̄α1
1 |a0a0 ·W1(t̄1, s̄2)|

(a0a0)b
α1
1

= s̄α1
1 ·W1(s̄1, t̄2) = W (s̄1, t̄2),

що й потрiбно було довести.

Якщо ж i1 = 2, то W (t̄1, s̄2) = s̄α1
2 W1(t̄1, s̄2) i аналогiчно

W (t̄1, s̄2)|a0a0 = s̄α1
2 |a0a0 ·W1(t̄1, s̄2)|a0a0 = s̄α1

2 ·W1(s̄1, t̄2),

оскiльки, згiдно означення (m, r)-моногенного слова, в цьому випадку
першою лiтерою слова W1(x1, x2) є x2.

Таким чином, рiвнiсть 3 виконується, i лему 7 доведено.

Лема 8. Нехай W (x1, x2) = xα1
i1

. . . xαk
ik

— (m, r)-моногенне слово.

1. Для кожного j, 1 ≤ j ≤ k, має мiсце рiвнiсть

W (t̄1, t̄2)|(a0a0)j =

{
s̄α1
i1

. . . s̄
αj

ij
Wj(s̄1, t̄2), якщо ij = 1,

s̄α1
i1

. . . s̄
αj

ij
Wj(t̄1, s̄2), якщо ij = 2.

Крiм того,

W (t̄1, t̄2)|(a0a0)j = W (s̄1, s̄2), j > k.
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2. Для кожного j, 1 ≤ j ≤ k, має мiсце рiвнiсть

W (s̄1, t̄2)|(a0a0)j =

=


s̄α1
i1

. . . s̄
αj

ij
Wj(s̄1, t̄2), якщо i1 = 1, j парне,

s̄α1
i1

. . . s̄
αj

ij
Wj(t̄1, s̄2), якщо i1 = 1, j непарне ,

W1(s̄1, t̄2), якщо i1 = 2, j парне,
W (t̄1, s̄2), якщо i1 = 2, j непарне.

3. Для кожного j, 1 ≤ j ≤ k, має мiсце рiвнiсть

W (t̄1, s̄2)|(a0a0)j =

=


s̄α1
i1

. . . s̄
αj

ij
Wj(s̄1, t̄2), якщо i1 = 2, j непарне,

s̄α1
i1

. . . s̄
αj

ij
Wj(t̄1, s̄2), якщо i1 = 2, j парне,

W1(s̄1, t̄2), якщо i1 = 1, j непарне,
W (t̄1, s̄2), якщо i1 = 1, j парне.

4. Для довiльних слiв u ∈ X∗ парної довжини та v ∈ X2, v 6= a0a0,
справджуються рiвностi

W (s̄1, s̄2)|uv = W (t̄1, s̄2)|uv =

= W (s̄1, t̄2)|uv = W (t̄1, t̄2)|uv =

{
W (t̄1, s̄2), якщо v ∈ M1,

W (s̄1, t̄2), якщо v ∈ M2.

Доведення. Доведемо твердження 1. Iндукцiя за j.

База iндукцiї j = 1. Необхiдне твердження випливає з рiвностi 5
леми 7.

Iндуктивний крок. Нехай 1 < j ≤ k. Розглянемо випадок ij = 1. Тодi
ij−1 = 2. За припущенням iндукцiї та лемами 1, 4 i 7 маємо

W (t̄1, t̄2)|(a0a0)j = (W (t̄1, t̄2)|(a0a0)j−1)|a0a0 =

= (s̄α1
i1

. . . s̄
αj−1

ij−1
Wj−1(t̄1, s̄2))|a0a0 =

= (s̄α1
i1

. . . s̄
αj−1

ij−1
)|a0a0 ·Wj−1(t̄1, s̄2)|a0a0 =

= s̄α1
i1

. . . s̄
αj−1

ij−1
s̄
αj

ij
·Wj(s̄1, t̄2).

Випадок ij = 2 розглядається аналогiчно.
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Якщо ж j > k, то необхiдна рiвнiсть вiдразу випливає з рiвностi 2
леми 7.

Аналогiчно, базуючись на рiвностях 3 i 4 леми 7, твердження 2 i 3
доводяться iндукцiєю за j .

Твердження 4 тепер доводиться iндукцiєю за довжиною слова u з
використанням леми 7 та тверджень 1, 2 i 3.

Лему 8 доведено.

Теорема 1. Нехай

U(x1, x2) = xα1
i1

. . . xαk
ik

, V (x1, x2) = xβ1
j1

. . . xβl
jl

—

(m, r)-моногеннi слова. В напiвгрупi Tm,r має мiсце рiвнiсть

U(t̄1, t̄2) = V (t̄1, t̄2)

тодi й лише тодi, коли k = l, i1 = j1, . . . , ik = jk, для кожного i, 1 ≤
i ≤ k, виконана рiвнiсть

ν

[(k−i)/2]∑
j=0

αi+2j

 = ν

[(k−i)/2]∑
j=0

βi+2j

 ,

i, якщо i1 = j1 = 2, то α1 = β1.

Доведення. Необхiднiсть. Для довiльного слова u ∈ X∗ з рiвностi

U(t̄1, t̄2) = V (t̄1, t̄2)

випливає рiвнiсть
U(t̄1, t̄2)|u = V (t̄1, t̄2)|u,

звiдки, зокрема, отримуємо рiвнiсть

p2(U(t̄1, t̄2)|u) = p2(V (t̄1, t̄2)|u).

Припустимо тепер, що k < l. Не обмежуючи загальностi, будемо вважа-
ти, що jk = 1. Тодi за лемою 8

p2(U(t̄1, t̄2)|(a0a0)k) = p2(U(s̄1, s̄2)) = 1,

в той час як

p2(V (t̄1, t̄2)|(a0a0)k) = p2(s̄
β1
j1

. . . s̄
βk−1

jk−1
Vk(s̄1, t̄2)) = b

[(l−k−1)/2]∑
j=0

βk+1+2j

2 6= 1,
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оскiльки βk+1 6= 0. Отже, k ≥ l. Мiркуючи аналогiчно, одержимо нерiв-
нiсть k ≤ l, а тому k = l.

Якщо тепер припустити, що ik 6= jk, то з тих самих мiркувань отри-
маємо

p2(U(t̄1, t̄2)|(a0a0)k−1) = bαk
ik

6= bβk
jk

= p2(V (t̄1, t̄2)|(a0a0)k−1).

Отже, ik = jk, звiдки, за означенням (m, r)-моногенного слова, виплива-
ють рiвностi i1 = j1, . . . , ik−1 = jk−1.

Далi, користуючись лемою 8, для довiльного i такого, що 2 ≤ i ≤ k,
маємо рiвностi

p2(U(t̄1, t̄2)|(a0a0)i−1) =

= b

[(k−i)/2]∑
j=0

αi+2j

ji
= b

[(k−i)/2]∑
j=0

βi+2j

ji
= p2(V (t̄1, t̄2)|(a0a0)i−1). (8)

Звiдси отримуємо рiвнiсть

a

[(k−j)/2]∑
i=0

αj+2i

= a

[(k−j)/2]∑
i=0

βj+2i

,

яка рiвносильна потрiбнiй рiвностi

ν

[(k−i)/2]∑
j=0

αi+2j

 = ν

[(k−i)/2]∑
j=0

βi+2j

 .

Аналогiчна рiвнiсть для i = 1 випливає з рiвностей

p2(U(t̄1, t̄2)|u) = b

[(k−1)/2]∑
j=0

α1+2j

j1
= b

[(k−1)/2]∑
j=0

β1+2j

j1
= p2(V (t̄1, t̄2)|u), (9)

де слово u належить множинi Mi1 .

Нарештi, у випадку, коли i1 = j1 = 2, з рiвностей

p2(U(t̄1, t̄2)) = bα1
2 b

[(k−2)/2]∑
j=0

α2+2j

1 = bβ1
2 b

[(k−2)/2]∑
j=0

β2+2j

j1
= p2(V (t̄1, t̄2)) (10)

i леми 3 буде випливати й рiвнiсть α1 = β1.

Достатнiсть. Для доведення рiвностi

U(t̄1, t̄2) = V (t̄1, t̄2)
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скористаємось лемою 2. Покажемо, що в позначеннях цiєї леми досить
взяти n = 2k + 2. Справдi, для довiльного слова u ∈ Xn з леми 8 випли-
вають рiвностi

U(t̄1, t̄2)|u = U(t̄1, t̄2)|v,

V (t̄1, t̄2)|u = V (t̄1, t̄2)|v

для деякого слова v, |v| ≤ 2k. Бiльше того, слово v можна вибрати ви-
гляду (a0a0)j , 1 ≤ j ≤ k, або довжини 2.

Для доведення рiвностi

pn(U(t̄1, t̄2)) = pn(V (t̄1, t̄2))

досить показати, що для кожного слова u парної довжини ≤ n справ-
джується рiвнiсть

p2(U(t̄1, t̄2)|u) = p2(V (t̄1, t̄2)|u).

Але з леми 8 маємо, що кожна така рiвнiсть рiвносильна однiй iз рiвно-
стей (8), (9), (10). Всi вони виконуються внаслiдок умов, що накладенi
на слова U, V . Теорему 1 доведено.

Аналогiчно доводиться

Теорема 2. Нехай U(x1, x2) = xα1
i1

. . . xαk
ik

, V (x1, x2) = xβ1
j1

. . . xβl
jl

—
(m, r)-моногеннi слова. В напiвгрупi Sm,r має мiсце рiвнiсть

U(t̄1, t̄2) = V (t̄1, t̄2)

тодi й лише тодi, коли k = l, i1 = j1, . . . , ik = jk, i для кожного i,
1 ≤ i ≤ k, виконана рiвнiсть

ν

[(k−i)/2]∑
j=0

αi+2j

 = ν

[(k−i)/2]∑
j=0

βi+2j

 .

З теорем 1 i 2 та означення функцiї ν вiдразу отримуємо

Наслiдок 1. Кожен елемент напiвгрупи Tm,r (напiвгрупи Sm,r) одно-
значно записується у виглядi W (t̄1, t̄2) (у виглядi W (s̄1, s̄2)), де

W (x1, x2) = xα1
i1

. . . xαk
ik

—
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таке (m, r)-моногенне слово, що для кожного i, 2 ≤ i ≤ k−2 (вiдповiдно,
1 ≤ i ≤ k − 2), а якщо i1 = 1, то й для i = 1, виконана нерiвнiсть

αi ≤ max{r,
[(k−i)/2]∑

j=1

αi+2j}.

Звiдси, зокрема, випливає

Наслiдок 2. Напiвгрупа Tm,r є власним фактором напiвгрупи Sm,r, яка,
в свою чергу, є власним фактором вiльного добутку двох копiй моно-
генної напiвгрупи M(m, r).

Рiст побудованих напiвгруп характеризує

Теорема 3. Якщо моногенна напiвгрупа M(m, r) є нiльпотентною, то
напiвгрупи Sm,r та Tm,r мають лiнiйний рiст. В iншому випадку кожна
з напiвгруп Sm,r та Tm,r мiстить вiльну некомутативну пiднапiвгру-
пу, тобто має експонентцiйний рiст.

Доведення. Проведемо доведення для напiвгрупи Tm,r. Для Sm,r мiрку-
вання аналогiчнi.

Зауважимо, що нiльпотентнiсть напiвгрупи M(m, r) рiвносильна рiв-
ностi r = 1.

Нехай r = 1. Тодi з наслiдку 1 випливає, що для деякого натурально-
го N кожен елемент напiвгрупи Tm,r, який подається у виглядi добутку
не менше, нiж N твiрних, можна однозначно отримати множенням злiва
на твiрний з деякого елемента, у розкладi якого множникiв на 1 менше.
Таким чином, iснує певна стала C така, що для кожного n ≥ N напiвгру-
па Tm,r мiстить не бiльше C елементiв, котрi розкладаються в добуток
n твiрних цiєї напiвгрупи. Звiдси одержимо, що кiлькiсть елементiв, якi
розкладаються в добуток ≤ n твiрних — лiнiйна функцiя вiд n.

Нехай r > 1. Виберемо елементи z1 = t̄1t̄2 та z2 = t̄2t̄1 i покажемо,
що пiднапiвгрупа напiвгрупи Tm,r, породжена цими елементами, буде
вiльною напiвгрупою з базисом {z1, z2}.

Розглянемо довiльнi напiвгруповi слова

U(x1, x2) = xα1
i1

. . . xαk
ik

i V (x1, x2) = xβ1
j1

. . . xβl
jl

,

де k, l ≥ 1, iндекси i1, . . . , ik, j1, . . . , jl ∈ {1, 2}, причому

ij 6= ij+1 (1 ≤ j ≤ k − 1)
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i
ji 6= ji+1 (1 ≤ i ≤ l − 1),

а степенi α1, . . . , αk, β1, . . . , βl ≥ 1. Нехай

ik+1, jl+1 ∈ {1, 2}

i
ik+1 6= ik, jl+1 6= jl.

Не обмежуючи загальностi вважаємо, що k ≤ l. Тодi

U(z1, z2) = zα1
i1

. . . zαk
ik

= (t̄i1 t̄i2)
α1 . . . (t̄ik t̄ik+1

)αk ,

V (z1, z2) = zβ1
j1

. . . zβk
jk

= (t̄j1 t̄j2)
β1 . . . (t̄jl

t̄jl+1
)βl .

Припустимо, що U(z1, z2) = V (z1, z2). З наслiдку 1 послiдовно отримуємо
рiвностi:

2(α1 + . . . + αk)− k + 1 = 2(β1 + . . . βl) + l − 1
i1 = j1, i2 = j2, α1 = β1, . . . , ik = jk,

αk−1 = βk−1, ik+1 = jk+1, αk = βk,

звiдки k = l i, остаточно,

U(x1, x2) = V (x1, x2).

Теорему 3 доведено.

4 Висновки

В роботi розглянуто скiнченно становi вiнцевi степенi скiнченних моно-
генних напiвгруп з приєднаною одиницею, iндекс яких не менший двох.
В кожному такому степенi побудовано нескiнченний власний фактор
вiльного добутку двох моногенних напiвгруп. Для кожної з побудованих
напiвгруп знайдено канонiчний запис елементiв через твiрнi елементи.
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