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Проведено порiвняльний аналiз циклiв динамiчних систем, по-
роджених композицiями двох неперервних вiдображень iнтервалу
в себе. Доведено, що множини типiв циклiв цих динамiчних систем
можуть суттєво вiдрiзнятися, незважаючи на те, що множини пе-
рiодiв циклiв систем спiвпадають.

1 Вступ

Топологiчна динамiка одновимiрних систем розвинена достатньо повно
[1, 2], а теорiя систем вищих порядкiв ще далека вiд свого завершен-
ня. Тому важливим є дослiдження класiв систем вищих порядкiв, якi
в тiй чи iншiй мiрi редукуються до одновимiрних. Один з таких класiв
n-вимiрних динамiчних систем породжує вiдображення F : Rn 7→ Rn
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вигляду

F :


x1 7→ f1(xπ(1)),
... ... ............
xi 7→ fi(xπ(i)),
... ... ............
xn 7→ fn(xπ(n)),

(1)

де (x1, ..., xi, ..., xn) ∈ Rn, а π – циклiчна перестановка довжини n.

n-а iтерацiя вiдображення F має вигляд

Fn :


x1 7→ f1(fπ(1)...fπn−2(1)(fπn−1(1)(x1))...),
... ... ............
xi 7→ fi(fπ(i)...fπn−2(i)(fπn−1(i)(xi))...),
... ... ............
xn 7→ fn(fπ(n)...fπn−2(n)(fπn−1(n)(xn))...).

(2)

З (2) випливає, що вiдображення Fn розщеплюється на n незалежних
одновимiрних вiдображень. До кожного з них можна застосувати резуль-
тати теорiї одновимiрних динамiчних систем, якi викладенi, наприклад,
в [1, 2]. Це дає можливiсть встановити багато аналогiв вiдомих резуль-
татiв одновимiрної топологiчної динамiки для вiдображень (1) [3 – 6].

В двовимiрному випадку (n = 2) друга iтерацiя вiдображення (1) роз-
щеплюється на два незалежних одновимiрних вiдображення i має вигляд{

x1 7→ f1(f2(x1)),
x2 7→ f2(f1(x2)).

(3)

Робота присвячена порiвняльному аналiзу рiзних характеристик ци-
клiв одновимiрних вiдображень f1(f2) та f2(f1). В цiй постановцi задачi
природно припустити, що вiдображення f1 та f2 не комутують.

Вiдмiтимо також, що вiдображення (1) знаходять широке застосува-
ння в рiзних галузях науки, наприклад, в економiцi. Так, в 1838 роцi
Курно (А. Cournot) запропонував модель конкурентної боротьби двох
фiрм, що продукують схожi товари на одному ринку [7], у виглядi на-
ступної системи рiзницевих рiвнянь першого порядку

xi+1 =
√

yi

a
− yi,

yi+1 =
√

xi

b
− xi,

(4)
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де (xi, yi) ∈ R2 – вiдповiдають прибутку фiрм в момент часу i ∈ Z+. А
в свою чергу система (4) породжує таку саму динамiчну систему, що i
вiдображення (1) при n = 2.

2 Цикли композицiй двох вiдображень

Нехай I = [0, 1] – iнтервал прямої R1, f, g ∈ C0(I, I) – два неперервнi
вiдображення iнтервалу I в себе; fn = f ◦ fn−1, n = 1, 2, ..., f0 –
тотожне вiдображення.

Точка β ∈ I називається перiодичною, якщо iснує натуральне число
p таке, що fp(β) = β, а найменше p при якому виконується ця рiвнiсть,
називається перiодом точки β. Точки fn(β), n = 0, 1, ..., p−1, утворюють
цикл перiоду p.

Розглянемо вiдображення f ◦ g i g ◦ f . Очевидно, що

1) якщо вiдображення f ◦ g має перiодичну точку β перiоду p, то
точка g(β) є перiодичною точкою перiоду p вiдображення g ◦ f ,

2) якщо вiдображення g ◦ f має перiодичну точку β′ перiоду p′, то
точка f(β′) є перiодичною точкою перiоду p′ вiдображення f ◦ g.

Звiдси випливає, що множини перiодiв циклiв вiдображень f ◦ g i
g ◦ f спiвпадають.

Крiм того, до вiдображень f ◦ g i g ◦ f , з огляду на їх неперервнiсть,
може бути застосована теорема Шарковського [8].

Теорема Шарковського. Якщо вiдображення з C0(I, I) має цикл
перiоду p, то воно має i цикл перiоду p′, де p′ ≺ p, а “ ≺ ” — наступний
порядок в множинi натуральних чисел

1 ≺ 2 ≺ 22 ≺ . . . ≺ 2 · 9 ≺ 2 · 7 ≺ 2 · 5 ≺ 2 · 3 ≺ . . . ≺ 9 ≺ 7 ≺ 5 ≺ 3.

З цiєї теореми i того, що множини перiодiв циклiв вiдображень f ◦ g
i g ◦ f спiвпадають, випливає повний опис множини перiодiв циклiв цих
вiдображень.

В одновимiрнiй динамiцi, крiм класифiкацiї циклiв за перiодами, ви-
користовується також бiльш детальна їх класифiкацiя – класифiкацiя за
типами.

Цикл B = {β1 < β2 < ... < βp} вiдображення f породжує циклiчну
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перестановку π множини {1,2,...,p}: π(i) = j, тодi i тiльки тодi, коли
f(βi) = βj , i, j ∈ {1, ..., p}. Цю перестановку назвемо типом циклу B.

Для того, щоб порiвняти множини циклiв вiдображень f ◦ g i g ◦ f ,
нагадаємо поняття мiнiмального циклу, тобто циклу, тип якого є мiнi-
мальною перестановкою.

Циклiчнi перестановки π1 i π2 довжини p назвемо лiнiйно еквiвален-
тними, якщо π1(i) = p− π2(p− i + 1) + 1, i = 1, 2, ..., p.

Мiнiмальна перестановка довжини p з точнiстю до лiнiйно еквiвален-
тної має вигляд [1]:

при p = 1, π1 =
(

1
1

)
,

при p = 3, π3 =
(

1 2 3
2 3 1

)
,

при p = 2k + 1, k > 1,

π2k+1 =
(

1 2 3 ... k + 1 k + 2 ... 2k 2k + 1
k + 1 2k + 1 2k ... k + 2 k ... 2 1

)
,

при p = 2k, k ≥ 1, перестановки π мають властивiсть: множини
{1, 2, ..., k} i {k + 1, k + 2, ..., 2k} iнварiантнi вiдносно π2, а обмеження π2

на кожну з них є мiнiмальною перестановкою.

Вiдомо [1], що якщо вiдображення з C0(I, I) має цикл деякого перi-
оду, то воно має i мiнiмальний цикл цього ж перiоду.

Звiдси випливає, що множини мiнiмальних циклiв вiдображень f ◦ g
i g ◦ f спiвпадають. А чи спiвпадають множини всiх типiв циклiв цих
вiдображень?

Теорема. Iснують такi вiдображення f, g ∈ C0(I, I), що одночасно
виконуються наступнi три властивостi:

1) f ◦g i g ◦f мають спiльну злiчену множину рiзних типiв циклiв;

2) f ◦ g має злiчену множину рiзних типiв циклiв, а g ◦ f не має
жодного типу циклу з цiєї множини;

3) g ◦ f має злiчену множину рiзних типiв циклiв, а f ◦ g не має
жодного типу циклу з цiєї множини.

Для доведення теореми розглянемо два конкретних вiдображення:

f(x) =
{

2x, 0 ≤ x ≤ 1/2,
2(1− x), 1/2 < x ≤ 1,

g(x) =
{

x + 1/2, 0 ≤ x ≤ 1/2,
2(1− x), 1/2 < x ≤ 1.
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Тодi f ◦ g i g ◦ f задаються наступними формулами

g ◦ f =


2x + 1/2, 0 ≤ x ≤ 1/4,
−4x + 2, 1/4 < x ≤ 1/2,
4x− 2, 1/2 < x ≤ 3/4,
−2x + 5/2, 3/4 < x ≤ 1

i

f ◦ g =


1− 2x, 0 ≤ x ≤ 1/2,
4x− 2, 1/2 < x ≤ 3/4,
−4x + 4, 3/4 < x ≤ 1.

Вiдображення f ◦ g i g ◦ f мають спiльну злiчену множину циклiв
мiнiмальних типiв. Крiм того, вони мають ще й такi типи циклiв(

1 ... i ... p− 1 p
2 ... i + 1 ... p 1

)
,

де p = 4, 5, ....

Вiдображення f ◦ g має цикли типу(
1 2 ... p p + 1 ... 2p 2p + 1 ...

2p + q 2p ... p + 2 p ... 1 2p + 2q ...
(5)

... 2p + q 2p + q + 1 ... 2p + 2q − 1 2p + 2q

... 2p + q + 1 2p + q − 1 ... 2p + 1 p + 1

)
,

де p, q = 3, 4, ..., i, крiм того, f ◦ g не має циклiв типу

(
1 2 3 4 5 6 ... i ... p− 2 p− 1 p
4 p− 1 1 2 3 5 ... i− 1 ... p− 3 p p− 2

)
, (6)

де p = 9, 10, ....

I навпаки, вiдображення g ◦ f має цикл типу (6) i при цьому не має
циклiв типу (5).

3 Висновки

Множини типiв циклiв динамiчних систем, що породженi композицiями
двох неперервних одновимiрних вiдображень, можуть суттєво вiдрiзня-
тися, незважаючи на те, що множини перiодiв циклiв цих систем спiв-
падають.
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A comparative analysis of cycles of dynamical systems generated by
composition of two continuous maps of an interval into itself is done. It
is proved that the sets of types of cycles of such dynamical systems can
vary significantly, despite of fact that sets of periods of cycles of the systems
coincide.


