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У замiтцi узагальнюється критерiй Шехтмана-Скшипека евклiдовостi скiнченнови-
мiрного нормованого простору. А саме, доведено, що норми k � k0 i k � k на дiйсному лi-
нiйному просторi X пропорцiйнi, якщо для довiльних 2-вимiрного пiдпростору E � X ,
1-вимiрного пiдпростору V � E i проектора P W E ! V з рiвностi kP k0 D 1 випливає
kP k D 1.

A. Plichko, A criterium for norms proportionality, Math. Bull. Shevchenko Sci. Soc. 12 (2015),
68–71.

We give a generalization of the Shekhtman-Skrzypek characterization of Euclidean spaces
in the class of finite-dimensional normed spaces. Namely, we prove that two norms k � k0 and
k � k on a real linear space X are proportional provided for any 2-dimensional space E � X ,
1-dimensional subspace V � E and projector P W E ! V the equality kP k0 D 1 implies
kP k D 1.

Розглянемо нормований простiр X над полем дiйсних чисел i його замкне-
ний пiдпростiр V . Позначимо через P.X; V / сукупнiсть усiх обмежених лiнiй-
них проекторiв з X на V . Проектор P W X ! V називається мiнiмальним,
якщо

kP k D inffkQk W Q 2 P.X; V /g:

Внаслiдок теореми Гана-Банаха, для одновимiрного пiдпростру V мiнiмаль-
ний проектор iснує i його норма дорiвнює 1. Якщо H – гiльбертiв простiр, то
для будь-якого замкненого пiдпростору V � H ортогональний (вiдносно ска-
лярного добутку) проектор H ! V буде єдиним мiнiмальним проектором на
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V (одиничної норми). У працi [5] для скiнченновимiрних просторiв доведене
певною мiрою обернене твердження:

Теорема 1. Якщо для будь-якого одновимiрного пiдпростору V�XD.Rn; k k/
ортогональний (вiдносно стандартного скалярного добутку) проектор є мiнi-
мальним, то X буде iзометричним до евклiдового простору.

Ми узагальнимо цю теорему на нескiнченновимiрнi простори (з певними
уточненнями). Наше доведення буде значно простiшим вiд доведення теореми
1, наведеного в [5]. Зауважимо, що умовам гiльбертовостi банахових просторiв
присвячена численна лiтература; див. напр. оглядовi працi [1], [4].

У наступнiй лемi розглядаємо неперервнi увiгнутi функцiї r.�/ i r0.�/ на
вiдрiзку Œ0; �

2
�, заданi в полярних координатах, причому r.0/ D r0.0/ D r0.�2 / D

1 i r.�
2
/ < 1. Оскiльки неперервна увiгнута функцiя майже скрiзь диференцi-

йовна (див. напр. теорему Лебега в [2, 2.3.3]), то iснує пiдмножина D � Œ0; �
2
�

мiри �
2

, в точках якої обидвi похiднi r 0.�/, r 0
0.�/ iснують.

Лема 1. Iснує точка t 2 D, в якiй r 0.t/ < r 0
0.t/.

Доведення. Неперервна вгнута функцiя є абсолютно неперервною. Тому, за те-
оремою Лебега (для iнтеграла Лебега) [3, c. 297],

r0.�=2/ � r.�=2/ D

Z �=2

0

Œr0.�/ � r.�/�
0d�:

Така рiвнiсть неможлива, якщо r 0.t/ � r 0
0.t/ для кожного t 2 D.

Зауваження 1. Геометрично, лема 1 означає, що для деякого t 2 D дотичнi до
графiкiв функцiй r.�/ та r0.�/ в точках .�; r.�// та .�; r0.�// не паралельнi.

У наступних зауваженнi та наслiдку розглядаємо простiр R2 з базисними
векторами e1 D .1; 0/, i e2 D .0; 1/. На ньому розглядаємо двi норми k � k, k � k0 i
позначаємо через S D fx 2 R2 W kxk D 1g, S0 D fx 2 R2 W kxk0 D 1g одиничнi
сфери у цих нормах.

Зауваження 2. Вiзьмiмо довiльну точку v 2 S , пряму l , що проходить через v
i проектор P на пiдпростiр lin v вздовж l . З геометричних мiркувань видно, що
kP k D 1 тодi й лише тодi, коли l не перетинає внутрiшностi кола S , тобто є
дотичною до нього. Це ж зауваження справедливе i для кола S0.

Наслiдок 1. Нехай 8 x 2 R2, kxk0 � kxk , ke1k0 D ke1k D ke2k0 D 1, а
ke2k > 1. Тодi знайдеться така точка v0 2 S0, в якiй iснує дотична l0 до S0 i
для проектора P на пiдпростiр lin v0 паралельно до l0

kP k0 D 1; а kP k > 1:



70 АНАТОЛIЙ ПЛIЧКО

Доведення. Позначимо через r.�/ та r0.�/ функцiї на вiдрiзку Œ0; �
2
�, заданi в

полярних координатах, графiками яких є частини кiл S та S0 вiдповiдно, що
лежать у першiй чвертi. Формально

r.�/ D r; якщо k.r cos �; r sin �/k D 1

(намалюйте рисунок); i подiбно для r0. З неперервностi та опуклостi норм ви-
пливає неперервнiсть та вгнутiсть обох функцiй r.�/ та r0.�/, а з умов наслiдку
– виконання умов леми 1. Отже, за цiєю лемою, знайдеться точка t 2 Œ0; �

2
�, в

якiй обидвi похiднi r 0; r 0
0 iснують i r 0.t/ ¤ r 0

0.t/. Вiзьмiмо точку v0 з полярними
координатами .t; r0.t//. За побудовою, v0 2 S0 i в нiй дотична l0 до сфери S0
iснує. Згiдно з зауваженням 2, kP k0 D 1.

З iншого боку, точка v з полярними координатами .t; r.t// належить до S .
Тому дотична l до кола S у точцi v не паралельна до l0. Тодi, згiдно з зауваже-
нням 2, kP k > 1.

Норми k � k0 i k � k на лiнiйному просторi X назвемо пропорцiйними, якщо
знайдеться таке число � > 0, що kxk0 D �kxk для кожного елемента x 2 X .

Твердження 1. Двi норми k � k0 i k � k на дiйсному лiнiйному просторi X про-
порцiйнi, якщо для довiльних 2-вимiрного пiдпростору E � X , 1-вимiрного
пiдпростору V � E i проектора P W E ! V з kP k0 D 1 випливає kP k D 1.

Доведення. Норми пропорцiйнi тодi й тiльки тодi, коли їхнi звуження на будь-
який 2-вимiрний пiдпростiр пропорцiйнi. Отже можна зосередитися на 2-вимiр-
ному просторi E. Множачи норми на вiдповiднi додатнi числа, можна вважати,
що k � k0 � k � k i iснує елемент x 2 E такий, що kxk0 D kxk.

Якщо тепер норми рiзнi, то знайдеться такий елемент y 2 E, що 1 D kyk0 <
kyk. Використовуючи лiнiйне вiдображення E ! R2 яке переводить x у e1, а y
в e2, можемо вважати, що знаходимося в умовах наслiдку 1. За цим наслiдком,
iснує такий елемент v0 2 S0, що дотична до S0 у точцi v0 не буде паралельною
дотичнiй до S у точцi v D v0

kv0k
. Нехай V D lin v0 D lin v i P – проектор E на

пiдпростiр V вздовж дотичної до S0 у точцi v0. За наслiдком 1, kP k0 D 1, але
kP k > 1.

Наслiдок 2. Нехай h�; �i i k � k – скалярний добуток i норма на довiльному дiй-
сному лiнiйному просторi X . Якщо для довiльних двовимiрного пiдпростору
E � X , 1-вимiрного пiдпростору V � E i ортогонального (вiдносно скалярно-
го добутку) проектора P W E ! V норма kP k D 1, то k � k буде пропорцiйною
до норми k � k0 D

p
h�; �i.

Покажемо, як з попереднього наслiдку дiстати теорему 1. Нехай V � X

– одновимiрний пiдпростiр. За теоремою Гана-Банаха, мiнiмальна k � k-норма
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проектора на нього дорiвнює одиницi. Тому, якщо виконується умова теореми
1, то виконується й умова наслiдку 2. Це й доводить теорему 1.
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