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Методом iнтегральних перетворень побудовано точнi аналiти-
чнi розв’язки алгоритмiчного характеру гiперболiчних крайових
задач в необмежених двоскладових цилiндричних областях.

1 Вступ

Теорiя крайових задач для диференцiальних рiвнянь з частинними по-
хiдними – важливий роздiл сучасної теорiї диференцiальних рiвнянь,
який в цей час iнтенсивно розвивається. Її актуальнiсть обумовлена як
значимiстю її результатiв для розвитку багатьох роздiлiв математики,
так i численними застосуваннями її досягнень при дослiдженнi рiзнома-
нiтних математичних моделей рiзних процесiв i явищ фiзики, механiки,
бiологiї, медицини, економiки та технiки.

Добре вiдомо, що складнiсть дослiджуваних крайових задач суттєво
залежить вiд коефiцiєнтiв рiвнянь (рiзнi види виродженостей i особли-
востей) та геометрiї областi (гладкiсть її межi, наявнiсть в неї кутових
точок, тощо), в якiй розглядається задача. На цей час досить деталь-
но вивчено властивостi розв’язкiв крайових задач для лiнiйних, квазi-
лiнiйних та певних класiв нелiнiйних рiвнянь в однозв’язних областях
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(однорiдних середовищах), якi обумовленi згаданими вище властивостя-
ми коефiцiєнтiв рiвнянь i геометрiї областi, та побудовано функцiональнi
простори коректностi задач для тих чи iнших областей [1-5].

Водночас багато важливих прикладних задач теплофiзики, термо-
механiки, теорiї пружностi, теорiї електричних кiл, теорiї коливань при-
водять до крайових задач для диференцiальних рiвнянь з частинними
похiдними не тiльки в однорiдних середовищах, коли коефiцiєнти рiв-
няння є неперервними, але й в кусково-однорiдних та неоднорiдних сер-
довищах, коли коефiцiєнти рiвння є кусково-неперервними чи, зокрема,
кусково-сталими [6-9].

Окрiм методу вiдокремлення змiнних [10] одним з важливих i ефек-
тивних методiв вивчення крайових задач для диференцiальних рiвнянь
з частинними похiдними є метод iнтегральних перетворень, який дає
можливiсть будувати в аналiтичному виглядi розв’язки тих чи iнших
лiнiйних крайових задач через їх iнтегральне зображення. Варто також
зауважити, що для досить широкого класу задач (в кусково-однорiдних
середовищах) ефективним виявився метод гiбридних iнтегральних пе-
ретворень, якi породженi гiбридними диференцiальними операторами,
коли на кожнiй компонентi зв’язностi кусково-однорiдного середовища
розглядаються або ж рiзнi диференцiальнi оператори, або ж диференцi-
альнi оператори того ж самого вигляду, але з рiзними наборами коефi-
цiєнтiв [11-14].

У цiй статтi ми пропонуємо точнi аналiтичнi розв’язки гiперболiчних
крайових задач для необмежених двоскладових цилiндричних областей.

2 Постановка задачi

Розглянемо задачу побудови обмеженого на множинi D = {(t, r, ϕ, z) :
t > 0, (r, ϕ) ∈ Ω2 = 〈a; b〉 × [0, 2π); z ∈ (−∞; 0) ∪ (0;+∞) ≡ I1 ∪ I2} 2π-
перiодичного щодо кутової змiнної ϕ розв’язку диференцiальних рiвнянь
гiперболiчного типу 2-го порядку [10]
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крайовими умовами
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та вiдповiдними крайовими умовами на межi промiжку < a; b >, де arj ,
azj , χj , α1

jk, β1
jk – деякi невiд’ємнi сталi; c11 ≡ α1

21β
1
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11β
1
21 6= 0,
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12 − α1

12β
1
22 6= 0; f(t, r, ϕ, z) = {f1(t, r, ϕ, z), f2(t, r, ϕ, z)},

g(r, ϕ, z) = {g1(r, ϕ, z), g2(r, ϕ, z)}, ω(r, ϕ, z) = {ω1(r, ϕ, z), ω2(r, ϕ, z)} –
заданi обмеженi неперервнi функцiї;
u(t, r, ϕ, z) = {u1(t, r, ϕ, z), u2(t, r, ϕ, z)} – шукана функцiя.

3 Основна частина

Побудуємо розв’язок розглянутої задачi в залежностi вiд структури про-
мiжку 〈a; b〉.

1. 〈a; b〉 ≡ (0;+∞). У цьому випадку вважаємо, що виконуються кра-
йовi умови

uj |r=0 = 0,
∂uj

∂r

∣∣∣∣
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= 0, z ∈ Ij , j = 1, 2. (5)

Припустимо, що розв’язок задачi (1) – (5) iснує i заданi й шуканi фун-
кцiї задовольняють умови застосовностi залучених нижче iнтегральних
перетворень [15, 16, 14].

До задачi (1) – (5) застосуємо скiнчене iнтегральне перетворення
Фур’є щодо кутової змiнної ϕ [15]:
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√
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Fm

[
d2g

dϕ2

]
= −m2Fm[g(ϕ)] ≡ −m2gm, (8)

де Re (· · · ) – дiйсна частина виразу (· · · ) щодо ϕ; ε0 = 1; εk = 2, k =
1, 2, 3, ... .

Iнтегральний оператор Фур’є Fm за правилом (6) внаслiдок тотожно-
стi (8) початково-крайовiй задачi (1) – (5) ставить у вiдповiднiсть задачу
побудови обмеженого на множинi D′ = {(t, r, z) : t > 0; r ∈ (0;+∞); z ∈
I1 ∪ I2} розв’язку диференцiальних рiвнянь
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де z ∈ Ij , j = 1, 2, з початковими умовами
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До задачi (9) – (13) застосуємо iнтегральне перетворення Фур’є-
Бесселя щодо радiальної змiнної r [16]:
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де Iν(x) – цилiндрична функцiя дiйсного аргументу 1-го роду ν-го по-
рядку.

Iнтегральний оператор Hm за правилом (14) внаслiдок тотожностi
(16) крайовiй задачi (9) – (13) ставить у вiдповiднiсть задачу побудови
обмеженого на множинi D′′ = {(t, z)|t > 0; z ∈ I1 ∪ I2} розв’язку сепара-
тної системи диференцiальних рiвнянь
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з початковими умовами
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До задачi (17) – (20) застосуємо iнтегральне перетворення Фур’є на
декартовiй осi I1 ∪ I2 з однiєю точкою спряження щодо змiнної z [14]:
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У формулах (21) – (23) беруть участь величини i функцiї:

V (z, β) = V1(z, β)θ(−z) + V2(z, β)θ(z), σ(z) = σ1θ(−z) + σ2θ(z),
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де Re [· · · ] – дiйсна частина виразу [· · · ] щодо z; θ(x) – одинична функцiя
Гевiсайда.

Запишемо диференцiальнi рiвняння (17) та початковi умови (18) у
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Iнтегральний оператор F1, який дiє за правилом (21), зобразимо у
виглядi операторної матрицi-рядка

F1[· · · ] =

 0∫
−∞
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+∞∫
0
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i застосуємо за правилом множення матриць до задачi (24), (25).

Внаслiдок тотожностi (22) одержуємо задачу Кошi(
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Задача Кошi (27), (28) набуває вигляду
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де ˜̃um(t, λ, β) = ˜̃u1m(t, λ, β) + ˜̃u2m(t, λ, β), ∆(λ, β) = (β2 + a2
r1λ

2 + χ2
1)

1/2,
˜̃
fm(t, λ, β) = ˜̃

f1m(t, λ, β) + ˜̃
f2m(t, λ, β), ˜̃gm(λ, β) = ˜̃g1m(λ, β) + ˜̃g2m(λ, β),

˜̃ωm(λ, β) = ˜̃ω1m(λ, β) + ˜̃ω2m(λ, β).

Безпосередньо перевiряється, що єдиним обмеженим розв’язком не-
однорiдної задачi Кошi (29), (30) є функцiя
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Оскiльки суперпозицiя операторiв F1 та F−1
1 є одиничним операто-

ром, то оператор F−1
1 зобразимо у виглядi операторної матрицi-стовпця
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Застосуємо за правилом множення матриць операторну матрицю-
стовпець (32) до матрицi-елемента
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]
, де функцiя ˜̃um(t, λ, β)

визначена формулою (31). Одержуємо єдиний обмежений розв’язок
початково-крайової задачi (17) – (20):

ũjm(t, λ, z) = 2
π

+∞∫
0

Re
[(

sin(∆(λ, β)t)
∆(λ, β)

˜̃ωm(λ, β)+

+
∂

∂t

sin(∆(λ, β)t)
∆(λ, β)

˜̃gm(λ, β)
)

Vj(z, β)
]

Ω(β) dβ+ (33)

+
t∫
0

2
π

+∞∫
0

Re

[
sin(∆(λ, β)(t− τ))

∆(λ, β)
˜̃
fm(τ, λ, β)Vj(z, β)

]
Ω(β) dβdτ, j = 1, 2.

До функцiй ũjm(t, λ, z), визначених формулами (33), послiдовно за-
стосуємо оберненi оператори H−1

m за правилом (15) та F−1
m за правилом
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(7). Виконавши нескладнi перетворення, одержуємо функцiї

uj(t, r, ϕ, z) =

=
t∫
0

+∞∫
0

2π∫
0

0∫
−∞

Ej1(t− τ, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)f1(τ, ρ, α, ξ)σ1ρ dξdαdρdτ+

+
t∫
0

+∞∫
0

2π∫
0

+∞∫
0

Ej2(t− τ, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)f2(τ, ρ, α, ξ)σ2ρ dξdαdρdτ+

+ ∂
∂t

+∞∫
0

2π∫
0

0∫
−∞

Ej1(t, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)g1(ρ, α, ξ)σ1ρ dξdαdρ+

+ ∂
∂t

+∞∫
0

2π∫
0

+∞∫
0

Ej2(t, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)g2(ρ, α, ξ)σ2ρ dξdαdρ+ (34)

+
+∞∫
0

2π∫
0

0∫
−∞

Ej1(t, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)ω1(ρ, α, ξ)σ1ρ dξdαdρ+

+
+∞∫
0

2π∫
0

+∞∫
0

Ej2(t, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)ω2(ρ, α, ξ)σ2ρ dξdαdρ, j = 1, 2,

якi визначають єдиний обмежений розв’язок гiперболiчної крайової за-
дачi (1) – (5).

У формулах (34) застосовано компоненти

Ejk(t, r, ρ, ϕ, z, ξ) =
∞∑

m=0

εmEjk,m(t, r, ρ, z, ξ) cos (m,ϕ) (35)

матрицi впливу (функцiї впливу) розглянутої задачi, де

Ejk,m(t, r, ρ, z, ξ) =
1
π2

+∞∫
0

+∞∫
0

sin(∆(λ, β)t)
∆(λ, β)

Re
[
Vj(z, β) Vk(ξ, β)

]
×

×Ω(β) dβIm(λr)Im(λρ)λdλ, j, k = 1, 2.

З використанням властивостей функцiй впливу Ejk(t, r, ρ, ϕ, z, ξ) без-
посередньо перевiряється, що функцiї uj(t, r, ϕ, z), визначенi формулами
(34), задовольняють рiвняння (1), початковi умови (2), крайовi умови
(3), (5) та умови спряження (4) в сенсi теорiї узагальнених функцiй [18].

Зауваження 1. У випадку arj = azj ≡ aj > 0 формули (34) ви-
значають структуру розв’язку гiперболiчної крайової задачi (1) – (5) в
iзотропному необмеженому двоскладовому цилiндрично-круговому про-
сторi.
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Зауваження 2. Аналiз розв’язку (34) в залежностi вiд аналiтичного
виразу функцiй fj(t, r, ϕ, z), gj(r, ϕ, z), ωj(r, ϕ, z), j = 1, 2, проводиться
безпосередньо.

2. 〈a; b〉 ≡ (R0; +∞), R0 > 0. У цьому випадку вважаємо, що викону-
ються крайовi умови(

− ∂

∂r
+ h

)
uj

∣∣∣∣
r=R0

= θj(t, ϕ, z),
∂uj

∂r

∣∣∣∣
r=+∞

= 0, z ∈ Ij , j = 1, 2, (36)

де h – деяка невiд’ємна стала, θ(t, ϕ, z) = {θ1(t, ϕ, z), θ2(t, ϕ, z)} – задана
обмежена неперервна функцiя.

Припустимо, що розв’язок задачi (1) – (4), (36) iснує i заданi й шуканi
функцiї задовольняють умови застосовностi залучених нижче iнтеграль-
них перетворень [15, 16, 14].

До задачi (1) – (4), (36) застосуємо скiнченне iнтегральне перетво-
рення Фур’є щодо кутової змiнної ϕ. Iнтегральний оператор Fm за пра-
вилом (6) внаслiдок тотожностi (8) початково-крайовiй задачi (1) – (4),
(36) ставить у вiдповiднiсть задачу побудови обмеженого на множинi
D′ = {(t, r, z)|t > 0; r ∈ (R0,+∞); z ∈ I1 ∪ I2} розв’язку диференцiаль-
них рiвнянь (9) з початковими умовами (10), крайовими умовами (11),
крайовими умовами(

− ∂

∂r
+ h

)
ujm

∣∣∣∣
r=R0

= θjm(t, z),
∂ujm

∂r

∣∣∣∣
r=+∞

= 0, z ∈ Ij , j = 1, 2, (37)

та умовами спряження (13).

До задачi (9) – (11), (37), (13) застосуємо iнтегральне перетворення
Вебера щодо радiальної змiнної r [16]:

Hν,0[g(r)] =

+∞∫
R0

g(r)fν,0(r, λ)rdr ≡ g̃(λ), (38)

H−1
ν,0 [g̃(λ)] =

+∞∫
0

g̃(λ)
fν,0(r, λ)λdλ

A2
ν,0(λ) + B2

ν,0(λ)
≡ g(r), (39)

Hν,0

[
d2g

dr2
+

1
r

dg

dr
− ν2

r2
g

]
=

= −λ2g̃(λ) + R0fν,0(R0, λ)
(
−dg

dr
+ hg

)∣∣∣∣
r=R0

, (40)
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де

fν,0(r, λ) = Bν,0(λ)Nν(λr)−Aν,0(λ)Iν(λr),

Bν,0(λ) = (
ν

R0
+ h)Iν(λR0)− λIν−1(λR0),

Aν,0(λ) = (
ν

R0
+ h)Nν(λR0)− λNν−1(λR0),

Nν(x) – цилiндрична функцiя дiйсного аргумента 2-го роду ν-го порядку.

Iнтегральний оператор Hm,0 за правилом (38) внаслiдок тотожностi
(40) крайовiй задачi (9) – (11), (37), (13) ставить у вiдповiднiсть задачу
побудови обмеженого на множинi D′′ = {(t, z)|t > 0; z ∈ I1∪I2} розв’язку
диференцiальних рiвнянь

∂2ũjm

∂t2
− a2

zj

∂2ũjm

∂z2
+ (a2

rjλ
2 + χ2

j )ũjm = F̃jm(t, λ, z), z ∈ Ij , j = 1, 2, (41)

з початковими умовами (18), крайовими умовами (19) та умовами спря-
ження (20), де

F̃jm(t, λ, z) = f̃jm(t, λ, z) + a2
rjR0fm,0(R0, λ)θjm(t, z), j = 1, 2.

З точнiстю до позначень початково-крайова задача на спряження
(41), (18) – (20) збiгається iз задачею (17) – (20). Отже, вiдповiдно до
формул (33), єдиний обмежений розв’язок задачi (41), (18) – (20) визна-
чають функцiї

ũjm(t, λ, z) = 2
π

+∞∫
0

Re
[(

sin(∆(λ, β)t)
∆(λ, β)

˜̃ωm(λ, β) +

+
∂

∂t

sin(∆(λ, β)t)
∆(λ, β)

˜̃gm(λ, β)
)

Vj(z, β)
]

Ω(β) dβ+ (42)

+
t∫
0

2
π

+∞∫
0

Re
[
sin(∆(λ, β)(t− τ))

∆(λ, β)
˜̃Fm(τ, λ, β)Vj(z, β)

]
Ω(β) dβdτ, j = 1, 2.

Застосувавши послiдовно до функцiй ũjm(t, λ, z), визначених форму-
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лами (42), оберненi оператори H−1
m,0 та F−1

m , одержуємо функцiї

uj(t, r, ϕ, z) =

=
t∫
0

+∞∫
R0

2π∫
0

0∫
−∞

Ej1(t− τ, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)f1(τ, ρ, α, ξ)σ1ρ dξdαdρdτ+

+
t∫
0

+∞∫
R0

2π∫
0

+∞∫
0

Ej2(t− τ, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)f2(τ, ρ, α, ξ)σ2ρ dξdαdρdτ+

+ ∂
∂t

+∞∫
R0

2π∫
0

0∫
−∞

Ej1(t, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)g1(ρ, α, ξ)σ1ρ dξdαdρ+

+ ∂
∂t

+∞∫
R0

2π∫
0

+∞∫
0

Ej2(t, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)g2(ρ, α, ξ)σ2ρ dξdαdρ+

+
+∞∫
R0

2π∫
0

0∫
−∞

Ej1(t, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)ω1(ρ, α, ξ)σ1ρ dξdαdρ+ (43)

+
+∞∫
R0

2π∫
0

+∞∫
0

Ej2(t, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)ω2(ρ, α, ξ)σ2ρ dξdαdρ+

+a2
rj

t∫
0

2π∫
0

0∫
−∞

Wj1(t− τ, r, ϕ− α, z, ξ)θ1(τ, α, ξ)σ1 dξdαdτ+

+a2
rj

t∫
0

2π∫
0

+∞∫
0

Wj2(t− τ, r, ϕ− α, z, ξ)θ2(τ, α, ξ)σ2 dξdαdτ, j = 1, 2,

якi визначають єдиний обмежений розв’язок гiперболiчної крайової за-
дачi (1) – (4), (36).

У формулах (43) застосовано компоненти Ejk(t, r, ρ, ϕ, z, ξ) матрицi
впливу, визначенi формулами (35), та компоненти

Wjk(t, r, ϕ, z, ξ) = R0Ejk(t, r, R0, ϕ, z, ξ)

радiальної матрицi Грiна (функцiї Грiна) розглянутої задачi, де

Ejk,m(t, r, ρ, z, ξ) =
1
π2

+∞∫
0

+∞∫
0

sin(∆(λ, β)t)
∆(λ, β)

Re
[
Vj(z, β) Vk(ξ, β)

]
×

×Ω(β) dβ
fm,0(r, λ)fm,0(ρ, λ)λ
A2

m,0(λ) + B2
m,0(λ)

dλ.

З використанням властивостей функцiй впливу Ejk(t, r, ρ, ϕ, z, ξ) i
функцiй Грiна Wjk(t, r, ϕ, z, ξ) безпосередньо перевiряється, що функцiї
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uj(t, r, ϕ, z), визначенi формулами (43), задовольняють рiвняння (1), по-
чатковi умови (2), крайовi умови (3), (36) та умови спряження (4) в сенсi
теорiї узагальнених функцiй [18].

Зазначимо, що: 1) зауваження 1-2 поширюються на випадок розгля-
нутої крайової задачi; 2) параметр h дає можливiсть видiляти iз формул
(43) розв’язки початково-крайових задач у випадках задання на радi-
альнiй поверхнi r = R0 крайової умови 1-го роду (h → ∞) та 2-го роду
(h → 0).

3. 〈a; b〉 ≡ (0;R), R < +∞. У цьому випадку вважаємо, що виконую-
ться крайовi умови

uj |r=0 = 0,

(
∂

∂r
+ h

)
uj

∣∣∣∣
r=R

= θj(t, ϕ, z), z ∈ Ij , j = 1, 2, (44)

де h – деяка невiд’ємна стала; θ(t, ϕ, z) = {θ1(t, ϕ, z); θ2(t, ϕ, z)} – задана
обмежена неперервна функцiя.

Припустимо, що розв’язок задачi (1) – (4), (44) iснує i заданi й шуканi
функцiї задовольняють умови застосовностi залучених нижче iнтеграль-
них перетворень [15, 17, 14].

До задачi (1) – (4), (44) застосуємо iнтегральне перетворення Фур’є
щодо кутової змiнної ϕ. Iнтегральний оператор Fm за правилом (6) вна-
слiдок тотожностi (8) початково-крайовiй задачi (1) – (4), (44) ставить у
вiдповiднiсть задачу побудови обмеженого на множинi D′ = {(t, r, z)|t >
0; r ∈ (0;R); z ∈ I1 ∪ I2} розв’язку диференцiальних рiвнянь (9) з поча-
тковими умовами (10), крайовими умовами (11), крайовими умовами

ujm|r=0 = 0,

(
∂

∂r
+ h

)
ujm

∣∣∣∣
r=R

= θjm(t, r), z ∈ Ij , j = 1, 2, (45)

та умовами спряження (13).

До задачi (9) – (11), (45), (13) застосуємо скiнчене iнтегральне пере-
творення Ганкеля 1-го роду щодо радiальної змiнної r [17]:

Hν [g(r)] =

R∫
0

g(r)Iν(βnr)rdr ≡ gn, (46)

H−1
ν [gn] =

∞∑
n=1

gn
Iν(βnr)

||Iν(βnr)||2
≡ g(r), (47)
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Hν

[
d2g

dr2
+

1
r

dg

dr
− ν2

r2
g

]
= −β2

ngn + RIν(βnR)
(

dg

dr
+ hg

)∣∣∣∣
r=R

, (48)

де {βn}∞n=1 – монотонно зростаюча послiдовнiсть дiйсних рiзних дода-
тних коренiв трансцендентного рiвняння Бесселя 1-го роду( ν

R
+ h
)

Iν(βR)− βIν+1(βR) = 0,

якi утворюють дискретний спектр, а квадрат форми спектральної фун-
кцiї

||Iν(βnr)||2 ≡
R∫

0

I2
ν(βnr)rdr =

= (R2/2)[I2
ν(βnR)− 2ν(βnR)−1Iν(βnR)Iν+1(βnR) + I2

ν+1(βnR)].

Iнтегральний оператор Hm за правилом (46) внаслiдок тотожностi
(48) крайовiй задачi (9) – (11), (45), (13) ставить у вiдповiднiсть зада-
чу побудови обмеженого на множинi D′′ = {(t, z))|t > 0; z ∈ I1 ∪ I2}
розв’язку диференцiальних рiвнянь

∂2ujmn

∂t2
−a2

zj

∂2ujmn

∂z2
+(a2

rjβ
2
n+χ2

j )ujmn = Fjmn(t, z), z ∈ Ij , j = 1, 2, (49)

з початковими умовами

ujmn|t=0 = gjmn(z),
∂ujmn

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ωjmn(z), z ∈ Ij , j = 1, 2, (50)

крайовими умовами

∂ku1mn

∂zk

∣∣∣∣
z=−∞

= 0,
∂ku2mn

∂zk

∣∣∣∣
z=+∞

= 0, k = 0, 1, (51)

та умовами спряження[
(α1

j1

∂

∂z
+ β1

j1)u1mn − (α1
j2

∂

∂z
+ β1

j2)u2mn

]∣∣∣∣
z=0

= 0, j = 1, 2, (52)

де
Fjmn(t, z) = fjmn(t, z) + a2

rjRIm(βnR)θjm(t, z), j = 1, 2.

З точнiстю до позначень початково-крайова задача на спряження
(49) – (52) збiгається iз задачею (17) – (20). Отже, вiдповiдно до формул
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(33), єдиний обмежений розв’язок задачi (49) – (52) визначають функцiї

ujmn(t, z) = 2
π

+∞∫
0

Re

[(
sin(∆(βn, β)t)

∆(βn, β)
ω̃mn(β)+

+
∂

∂t

sin(∆(βn, β)t)
∆(βn, β)

g̃mn(β)
)

Vj(z, β)
]

Ω(β) dβ+ (53)

+
t∫
0

2
π

+∞∫
0

Re

[
sin(∆(βn, β)(t− τ))

∆(βn, β)
F̃mn(τ, β)Vj(z, β)

]
Ω(β) dβdτ, j = 1, 2.

Застосувавши послiдовно до функцiй ujmn(t, z), визначених форму-
лами (53), оберненi оператори H−1

m та F−1
m , одержуємо функцiї

uj(t, r, ϕ, z) =

=
t∫
0

R∫
0

2π∫
0

0∫
−∞

Ej1(t− τ, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)f1(τ, ρ, α, ξ)σ1ρ dξdαdρdτ+

+
t∫
0

R∫
0

2π∫
0

+∞∫
0

Ej2(t− τ, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)f2(τ, ρ, α, ξ)σ2ρ dξdαdρdτ+

+ ∂
∂t

R∫
0

2π∫
0

0∫
−∞

Ej1(t, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)g1(ρ, α, ξ)σ1ρ dξdαdρ+

+ ∂
∂t

R∫
0

2π∫
0

+∞∫
0

Ej2(t, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)g2(ρ, α, ξ)σ2ρ dξdαdρ+

+
R∫
0

2π∫
0

0∫
−∞

Ej1(t, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)ω1(ρ, α, ξ)σ1ρ dξdαdρ+ (54)

+
R∫
0

2π∫
0

+∞∫
0

Ej2(t, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)ω2(ρ, α, ξ)σ2ρ dξdαdρ+

+a2
rj

t∫
0

2π∫
0

0∫
−∞

Wj1(t− τ, r, ϕ− α, z, ξ)θ1(τ, α, ξ)σ1 dξdαdτ+

+a2
rj

t∫
0

2π∫
0

+∞∫
0

Wj2(t− τ, r, ϕ− α, z, ξ)θ2(τ, α, ξ)σ2 dξdαdτ, j = 1, 2,

якi визначають єдиний обмежений розв’язок гiперболiчної крайової за-
дачi (1) – (4),(44).

У формулах (54) застосовано компоненти Ejk(t, r, ρ, ϕ, z, ξ) матрицi
впливу, визначенi формулами (35), та компоненти

Wjk(t, r, ϕ, z, ξ) = REjk(t, r, R, ϕ, z, ξ)
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радiальної матрицi Грiна розглянутої задачi, де

Ejk,m(t, r, ρ, z, ξ) =
1
π2

∞∑
n=1

+∞∫
0

sin(∆(βn, β)t)
∆(βn, β)

Re
[
Vj(z, β) Vk(ξ, β)

]
×

×Ω(β) dβ
Im(βnr)Im(βnρ)
||Im(βnr)||2

, j, k = 1, 2.

З використанням властивостей функцiй впливу Ejk(t, r, ρ, ϕ, z, ξ) i
функцiй Грiна Wjk(t, r, ρ, ϕ, z, ξ) безпосередньо перевiряється, що фун-
кцiї uj(t, r, ϕ, z), визначенi формулами (54), задовольняють рiвняння (1),
початковi умови (2), крайовi умови (3), (44) та умови спряження (4) в
сенсi теорiї узагальнених функцiй [18].

Зазначимо, що: 1) зауваження 1-2 поширюються на випадок розгля-
нутої крайової задачi; 2) параметр h дає можливiсть видiляти iз формул
(54) розв’язки початково-крайових задач у випадках задання на радi-
альнiй поверхнi r = R крайової умови 1-го та 2-го роду.

4. 〈a; b〉 ≡ (R0;R). У цьому випадку вважаємо, що виконуються кра-
йовi умови (

− ∂

∂r
+ h1

)
uj

∣∣∣∣
r=R0

= θ1
j (t, ϕ, z),(

∂

∂r
+ h2

)
uj

∣∣∣∣
r=R

= θ2
j (t, ϕ, z), z ∈ Ij , j = 1, 2, (55)

де hj(j = 1, 2) – деякi невiд’ємнi сталi; θ1(t, ϕ, z) = {θ1
1(t, ϕ, z); θ1

2(t, ϕ, z)};
θ2(t, ϕ, z) = {θ2

1(t, ϕ, z); θ2
2(t, ϕ, z)} – заданi обмеженi неперервнi функцiї.

Припустимо, що розв’язок задачi (1) – (4), (55) iснує i заданi й шуканi
функцiї задовольняють умови застосовностi залучених нижче iнтеграль-
них перетворень [15, 17, 14].

До задачi (1) – (4), (55) застосуємо скiнчене iнтегральне перетворе-
ння Фур’є щодо кутової змiнної ϕ. Iнтегральний оператор Fm за пра-
вилом (6) внаслiдок тотожностi (8) початково-крайовiй задачi (1)-(4),
(55) ставить у вiдповiднiсть задачу побудови обмеженого на множинi
D′ = {(t, r, z)|t > 0; r ∈ (R0;R); z ∈ I1 ∪ I2} розв’язку диференцiаль-
них рiвнянь (9) з початковими умовами (10), крайовими умовами (11),
крайовими умовами(

− ∂

∂r
+ h1

)
ujm

∣∣∣∣
r=R0

= θ1
jm(t, z),
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(
∂

∂r
+ h2

)
ujm

∣∣∣∣
r=R

= θ2
jm(t, z), z ∈ Ij , j = 1, 2, (56)

та умовами спряження (13).

До задачi (9) – (11), (56), (13) застосуємо скiнчене iнтегральне пере-
творення Ганкеля 2-го роду щодо радiальної змiнної r [17]:

Hν,0[g(r)] =

R∫
R0

g(r)fν,0(βnr, βnR)rdr ≡ gn, (57)

H−1
ν,0[gn] =

∞∑
n=1

gn
fν,0(βnr, βnR)

||fν,0(βnr, βnR)||2
≡ g(r), (58)

Hν,0

[
d2g

dr2
+

1
r

dg

dr
− ν2

r2
g

]
= −β2

ngn+

+R0fν,0(βnR0, βnR)
(
−dg

dr
+ h1g

)∣∣∣∣
r=R0

+

+Rfν,0(βnR, βnR)
(

dg
dr + h2g

)∣∣∣
r=R

, (59)

де {βn}∞n=1 – монотонно зростаюча послiдовнiсть дiйсних рiзних дода-
тних коренiв трансцендентного рiвняння Бесселя 2-го роду

c1νfν,0(βR0, βR) + β2R0gν,0(βR0, βR) = 0,

якi утворюють дискретний спектр, а

fν,0(βnr, βnR) = c2νuν,0(βnr, βnR)− β2
nRvν,0(βnr, βnR)

– вiдповiдна спектральна функцiя з квадратом норми

||fν,0(βnr, βnR)||2 ≡
R∫

R0

f2
ν,0(βnr, βnR)rdr,

vν,α(x, y) = Iν,α(x)Nν,α(y)− Iν,α(y)Nν,α(x),

uν,α(x, y) = Iν,α(x)Nν+1,α+1(y)− Iν+1,α+1(y)Nν,α(x),

Iν,α(x) = x−αIν(x), Nν,α(x) = x−αNν(x),

gν,0(βnr, βnR) = c2νvν,0(βnR, βnr) + β2
nRuν+1,1(βnr, βnR),
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c1ν =
ν

R0
+ h1, c2ν =

ν

R
+ h2.

Iнтегральний оператор Hm,0 за правилом (57) внаслiдок тотожностi
(59) крайовiй задачi (9) – (11), (56), (13) ставить у вiдповiднiсть задачу
побудови обмеженого на множинi D′′ = {(t, z)|t > 0; z ∈ I1∪I2} розв’язку
диференцiальних рiвнянь

∂2ujmn

∂t2
−a2

zj

∂2ujmn

∂z2
+(a2

rjβ
2
n+χ2

j )ujmn = Gjmn(t, z), z ∈ Ij , j = 1, 2, (60)

з початковими умовами (50), крайовими умовами (51) та умовами спря-
ження (52), де

Gjmn(t, z) = fjmn(t, z) + a2
rjR0fm,0(βnR0, βnR)θ1

jm(t, z)+

+a2
rjRfm,0(βnR, βnR)θ2

jm(t, z), j = 1, 2.

З точнiстю до позначень початково-крайова задача на спряження
(60), (50) – (52) збiгається iз задачею (49) – (52). Отже, вiдповiдно до
формули (53), єдиний обмежений розв’язок задачi (60), (50) – (52) ви-
значають функцiї

ujmn(t, z) = 2
π

+∞∫
0

Re
[(

sin(∆(βn, β)t)
∆(βn, β)

ω̃mn(β)+

+
∂

∂t

sin(∆(βn, β)t)
∆(βn, β)

g̃mn(β)
)

Vj(z, β)
]

Ω(β) dβ+ (61)

+
t∫
0

2
π

+∞∫
0

Re
[
sin(∆(βn, β)(t− τ))

∆(βn, β)
G̃mn(τ, β)Vj(z, β)

]
Ω(β) dβdτ, j = 1, 2.

Застосувавши послiдовно до функцiй ujmn(t, z), визначених форму-
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лами (61), оберненi оператори H−1
m,0 та F−1

m , одержуємо функцiї

uj(t, r, ϕ, z) =

=
t∫
0

R∫
R0

2π∫
0

0∫
−∞

Ej1(t− τ, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)f1(τ, ρ, α, ξ)σ1ρ dξdαdρdτ+

+
t∫
0

R∫
R0

2π∫
0

+∞∫
0

Ej2(t− τ, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)f2(τ, ρ, α, ξ)σ2ρ dξdαdρdτ+

+ ∂
∂t

R∫
R0

2π∫
0

0∫
−∞

Ej1(t, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)g1(ρ, α, ξ)σ1ρ dξdαdρ+

+ ∂
∂t

R∫
R0

2π∫
0

+∞∫
0

Ej2(t, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)g2(ρ, α, ξ)σ2ρ dξdαdρ+

+
R∫

R0

2π∫
0

0∫
−∞

Ej1(t, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)ω1(ρ, α, ξ)σ1ρ dξdαdρ+

+
R∫

R0

2π∫
0

+∞∫
0

Ej2(t, r, ρ, ϕ− α, z, ξ)ω2(ρ, α, ξ)σ2ρ dξdαdρ+ (62)

+a2
rj

t∫
0

2π∫
0

0∫
−∞

W 1
j1(t− τ, r, ϕ− α, z, ξ)θ1

1(τ, α, ξ)σ1 dξdαdτ+

+a2
rj

t∫
0

2π∫
0

+∞∫
0

W 1
j2(t− τ, r, ϕ− α, z, ξ)θ1

2(τ, α, ξ)σ2 dξdαdτ+

+a2
rj

t∫
0

2π∫
0

0∫
−∞

W 2
j1(t− τ, r, ϕ− α, z, ξ)θ2

1(τ, α, ξ)σ1 dξdαdτ+

+a2
rj

t∫
0

2π∫
0

+∞∫
0

W 2
j2(t− τ, r, ϕ− α, z, ξ)θ2

2(τ, α, ξ)σ2 dξdαdτ, j = 1, 2,

якi визначають єдиний обмежений розв’язок гiперболiчної крайової за-
дачi (1) – (4), (55).

У формулах (62) застосовано компоненти Ejk(t, r, ρ, ϕ, z, ξ) матрицi
впливу, визначенi формулами (35), компоненти лiвої радiальної матрицi
W 1

jk(t, r, ϕ, z, ξ) = R0Ejk(t, r, R0, ϕ, z, ξ) та компоненти правої радiальної
матрицi Грiна W 2

jk(t, r, ϕ, z, ξ) = REjk(t, r, R, ϕ, z, ξ) розглянутої задачi,
де

Ejk,m(t, r, ρ, z, ξ) =
1
π2

∞∑
n=1

+∞∫
0

sin(∆(βn, β)t)
∆(βn, β)

Re
[
Vj(z, β) Vk(ξ, β)

]
×
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×Ω(β) dβ
fm,0(βnr, βnR)fm,0(βnρ, βnR)

||fm,0(βnr, βnR)||2
, j, k = 1, 2.

З використанням властивостей функцiй впливу Ejk(t, r, ρ, ϕ, z, ξ) i фун-
кцiй Грiна W s

jk(t, r, ρ, ϕ, z, ξ), s = 1, 2, безпосередньо перевiряється, що
функцiї uj(t, r, ϕ, z), визначенi формулами (62), задовольнють рiвняння
(1), початковi умови (2), крайовi умови (3), (55) та умови спряження (4)
в сенсi теорiї узагальнених функцiй [18].

Зазначимо, що: 1) зауваження 1-2 поширюються на випадок розгля-
нутої крайової задачi; 2) параметри hj (j = 1, 2) дають можливiсть ви-
дiляти iз формул (62) розв’язки початково-крайових задач у випадках
задання на радiальних поверхнях r = R0, r = R крайових умов 1-го й
2-го роду та їх можливих комбiнацiй.

4 Висновки

За найбiльш загальних обмежень на вихiднi данi задачi побудовано iнте-
гральнi зображення точних аналiтичних розв’язкiв гiперболiчних крайо-
вих задач в необмежених двоскладових просторових областях, якi опи-
суються цилiндричною системою координат. Одержанi розв’язки носять
алгоритмiчний характер, неперервно залежать вiд параметрiв та да-
них задачi й можуть бути використанi як в теоретичних дослiдженнях,
так i в практицi iнженерних розрахункiв коливних процесiв у кусково-
однорiдних середовищах.
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