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Âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè çàëåæíîñòi âiä ïåâíîãî
÷èñëà êîîðäèíàò íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ,
êîæíà ç ÿêèõ ¹ äîáóòêîì ìåòðèçîâíèõ ìíîæíèêiâ. Ó âèïàäêó, êîëè
êîæíà çìiííà ¹ äîáóòêîì ñåïàðàáåëüíèõ ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðiâ,
îòðèìàíî ïîâíèé îïèñ ìíîæèí òî÷îê ðîçðèâó òàêèõ ôóíêöié.

Ó ðîáîòi [1] ç äîïîìîãîþ òåîðåìè ïðî ùiëüíiñòü òîïîëîãi÷íîãî äîáó-
òêó i òåîðåìè ïðî çàëåæíiñòü íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ íà äîáóòêó êîìïàêòiâ
âiä çëi÷åííîãî ÷èñëà êîîðäèíàò äîñëiäæóâàëàñü çàëåæíiñòü âiä ℵ êîîð-
äèíàò íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà äîáóòêó äâîõ ïðîñòîðiâ, ùî ¹
äîáóòêàìè êîìïàêòiâ. Çîêðåìà, êîëè X i Y ¹ äîáóòêàìè ìåòðèçîâíèõ
êîìïàêòiâ, áóëî îäåðæàíî çàëåæíiñòü âiä çëi÷åííîãî ÷èñëà êîîðäèíàò
äîâiëüíî¨ íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : X × Y → R, ùî äîçâîëèëî
äàòè ïîâíèé îïèñ ìíîæèí òî÷îê ðîçðèâó òàêèõ ôóíêöié. Ó [2] áóëî âè-
ÿâëåíî, ùî, ïîäiáíî ÿê äëÿ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü â [3], çàëåæíiñòü
íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié äâîõ çìiííèõ âiä ïåâíîãî ÷èñëà êîîðäèíàò
çíàõîäèòüñÿ ó òiñíîìó çâ'ÿçêó ç âëàñòèâîñòÿìè äîáóòêiâ, ÿêi îïèñóþòüñÿ
â òåðìiíàõ ñiìåé âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí. Ó äàíié ðîáîòi ìè ðîç-
ãëÿäàòèìåìî íàðiçíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ i, ðîçâèâàþ÷è
ðåçóëüòàòè ç [2], îòðèìà¹ìî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè çàëåæíîñòi âiä
ïåâíîãî ÷èñëà êîîðäèíàò, ÿêi çáiãàþòüñÿ ó âèïàäêó, êîëè êîæíà çìiííà ¹
äîáóòêîì ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðiâ, i äàþòü ìîæëèâiñòü îïèñàòè ìíîæèíó
òî÷îê ðîçðèâó íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, êîæíà ç
ÿêèõ ¹ äîáóòêîì ñåïàðàáåëüíèõ ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðiâ.

ÓÄÊ 515.12, 517.51, 1991 Mathematics Subject Classi�cation 54B10
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1. ÎÑÍÎÂÍI ÏÎÍßÒÒß I ÄÎÏÎÌIÆÍI ÒÂÅÐÄÆÅÍÍß

Íåõàé X =
∏
s∈S

Xs � äîáóòîê ñiì'¨ ìíîæèí Xs, Z � äîâiëüíà ìíîæèíà
i T ⊆ S. Êàæóòü, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Z çîñåðåäæåíå íà ìíîæèíi
T , ÿêùî f(x′) = f(x′′), ÿê òiëüêè x′, x′′ ∈ X i x′|T = x′′|T . ßêùî äî òîãî
æ ïîòóæíiñòü |T | ìíîæèíè T íå ïåðåâèæó¹ êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà ℵ, òî
êàæóòü, ùî f çàëåæèòü íå áiëüøå íiæ âiä ℵ êîîðäèíàò. ßêùî Y � öå
ùå ÿêàñü ìíîæèíà, òî êàæóòü, ùî âiäáðàæåííÿ g : X × Y → Z çîñå-
ðåäæåíå íà ìíîæèíi T âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨, ÿêùî àñîöiéîâàíå ç g
âiäîáðàæåííÿ ϕ : X → ZY , ϕ(x)(y) = g(x, y), çîñåðåäæåíå íà ìíîæèíi
T , à êîëè ïðè öüîìó |T | ≤ ℵ, òî êàæóòü, ùî g çàëåæèòü íå áiëüøå íiæ
âiä ℵ êîîðäèíàò âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨.

Íåõàé P = X1 × · · · × Xn, Xi =
∏

s∈Si

Xi,s, f : P → Z � äåÿêå âiä-

îáðàæåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äåÿêå i = 1, . . . , n. Âiäîáðàæåííþ f ìè ìîæåìî
ñïiâñòàâèòè âiäîáðàæåííÿ f̃ : Xi × X̂i → Z, äå f̃(xi, x̂i) = f(x1, . . . , xn),
X̂i = X1×· · ·×Xi−1×Xi+1×· · ·×Xn, x̂i = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn). Êà-
æóòü, ùî f çîñåðåäæåíå íà ìíîæèíi T ⊆ Si âiäíîñíî i-¨ çìiííî¨, ÿêùî
f̃ çîñåðåäæåíå íà ìíîæèíi T âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨, à êîëè ïðè öüîìó
|T | ≤ ℵ, òî ãîâîðÿòü, ùî f çàëåæèòü íå áiëüø íiæ âiä ℵ êîîðäèíàò
âiäíîñíî i-¨ çìiííî¨. Äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàìiñòü òî÷íîãî âèðàçó ½çàëåæèòü
íå áiëüø íiæ âiä ℵ êîîðäèíàò� ìè áóäåìî âæèâàòè êîðîòøèé òåðìií ½çà-
ëåæèòü âiä ℵ êîîðäèíàò�. ßêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç S ïðÿìó ñóìó ìíîæèí
S1, . . . , Sn i ïîêëàñòè Ys = Xi,s ïðè s ∈ Si i Y =

∏
s∈S

Ys, òî P ìîæíà ïðè-
ðîäíèì ÷èíîì îòîòîæíèòè ç Y i ìèñëèòè f ÿê âiäîáðàæåííÿ äîáóòêó Y
â Z. Ïðè öüîìó, ÿêùî êàðäèíàë ℵ íåñêií÷åííèé, òî f : Y → Z çàëåæèòü
âiä ℵ êîîðäèíàò òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f çàëåæèòü âiä ℵ êîîðäèíàò
âiäíîñíî i-¨ çìiííî¨ äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , n.

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i ℵ � íåñêií÷åííèé êàðäèíàë. Êàçà-
òèìåìî, ùî ñiì'ÿ α = (Ai : i ∈ I) ïiäìíîæèí Ai ïðîñòîðó X ¹ ëîêàëüíî
ñêií÷åííîþ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X iñíó¹ òàêèé ¨¨ îêië U , ùî
ìíîæèíà {i ∈ I : Ai ∩ U 6= ∅} ¹ ñêií÷åííîþ, òî÷êîâî ñêií÷åííîþ ÷è
ℵ-òî÷êîâîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî x ∈ X ìíîæèíà {i ∈ I : x ∈ Ai} ¹ ñêií-
÷åííîþ ÷è ìà¹ ïîòóæíiñòü, ùî íå ïåðåâèùó¹ ℵ. Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíî¨
ñiì'¨ α = (Ai : i ∈ I) ïîòóæíiñòü ìíîæèíè I íàçèâàòèìåìî ïîòóæíiñòþ
ñiì'¨ α.

Äàëi âàæëèâó ðîëü áóäóòü âiäiãðàâàòè íàñòóïíi âëàñòèâîñòi òîïîëî-
ãi÷íîãî ïðîñòîðó X:

(Iℵ) êîæíà ëîêàëüíî ñêií÷åííà ñiì'ÿ âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíî-
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æèí ïðîñòîðó X ìà¹ ïîòóæíiñòü, ùî íå ïåðåâèùó¹ ℵ;
(IIℵ) êîæíà òî÷êîâî ñêií÷åííà ñiì'ÿ âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíî-

æèí ïðîñòîðó X ìà¹ ïîòóæíiñòü, ùî íå ïåðåâèùó¹ ℵ;
(IIIℵ) êîæíà ℵ-òî÷êîâà ñiì'ÿ âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí ïðî-

ñòîðó X ìà¹ ïîòóæíiñòü, ùî íå ïåðåâèùó¹ ℵ.
Î÷åâèäíî, ùî (IIIℵ)=⇒(IIℵ)=⇒(Iℵ).
Äàëi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêèé ðåçóëüòàò [3, òâåðäæåííÿ 1]:

òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê X =
∏
s∈S

Xs ìà¹ âëàñòèâiñòü (Iℵ), (IIℵ) ÷è (IIIℵ) òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ êîæíî¨ ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè T â S âiäïîâiäíó
âëàñòèâiñòü ìà¹ äîáóòîê X(T ) =

∏
s∈T

Xs.

Ñòîñîâíî âëàñòèâîñòi (IIIℵ), öåé ðåçóëüòàò ìîæíà ïiäñèëèòè ç äîïî-
ìîãîþ òàêîãî ïðîñòîãî ñïîñòåðåæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. Äîáóòîê X×Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ìà¹
âëàcòèâiñòü (IIIℵ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïðîñòîðè X i Y ìàþòü öþ
âëàcòèâiñòü.

Íàñëiäîê 1. Òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê äîâiëüíî¨ ñiì'¨ òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ ìà¹ âëàcòèâiñòü (IIIℵ) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè öþ âëàñ-
òèâiñòü ìà¹ êîæíèé éîãî ñïiâìíîæíèê.

Âèâ÷èìî çàðàç çâ'ÿçêè ìiæ ââåäåíèìè âëàñòèâîñòÿìè. ×åðåç d(X) ìè
ïîçíà÷àòèìåìî ùiëüíiñòü òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, òîáòî ìiíiìàëüíó
ïîòóæíicòü éîãî âñþäè ùiëüíèõ ïiäìíîæèí.

Òâåðäæåííÿ 2.Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i ℵ � íåñêií÷åííèé
êàðäèíàë. Òîäi:

(i) ÿêùî d(X) ≤ ℵ, òî X ìà¹ âëàñòèâiñòü (IIIℵ);
(ii) ÿêùî X ìåòðèçîâíèé, òî âñi âëàñòèâîñòi (Iℵ), (IIℵ), (IIIℵ) ðiâ-

íîñèëüíi óìîâi d(X) ≤ ℵ.
Äîâåäåííÿ. (i). Íåõàé α = (Ui : i ∈ I) � ℵ-òî÷êîâà ñiì'ÿ íåïîðîæíiõ

âiäêðèòèõ ìíîæèí â X i A � ùiëüíà â X ìíîæèíà, äëÿ ÿêî¨ |A| ≤ ℵ. Äëÿ
x ∈ A ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè I(x) = {i ∈ I : x ∈ Ui}, äëÿ ÿêèõ, î÷åâèäíî,
|I(x)| ≤ ℵ. Îñêiëüêè Ui � âiäêðèòi i íåïîðîæíi, i A = X, òî I =

⋃
x∈A

I(x).

Òîìó |I| ≤ ℵ2 = ℵ.
(ii). Íåõàé X � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið ç âëàñòèâiñòþ (Iℵ). Âiäîìî [4,

c.416], ùî â X ¹ σ-ëîêàëüíî ñêií÷åííà áàçà B, äëÿ ÿêî¨, çðîçóìiëî, |B| ≤
ℵ. Òîäi i d(X) ≤ ℵ.

Çàóâàæèìî, ùî iñíóþòü òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè X ç d(X) > ℵ, ÿêi ìà-
þòü âëàñòèâiñòü (IIIℵ). Òàêèì ïðèêëàäîì ¹ ïðîñòið [0, 1]S , äå |S| > 2ℵ.
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2. ÍÅÎÁÕIÄÍI ÓÌÎÂÈ

Ïåðåéäåìî äî âèâ÷åííÿ óìîâ, ïðè ÿêèõ íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
f : X1 × · · · × Xn → R, äå Xi =

∏
s∈Si

Xi,s, i = 1, . . . , n, çàëåæèòü âiä ℵ
êîîðäèíàò. Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêèé ðåçóëüòàò [2, íàñëiäîê 1].

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé X =
∏
s∈S

Xs � òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê ñiì'¨
òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ Xs, Y � äåÿêà ìíîæèíà, Z � ãàóñäîðôîâèé òî-
ïîëîãi÷íèé ïðîñòið i f : X×Y → Z � íåïåðeðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨
ôóíêöiÿ. Òîäi ìíîæèíà

S0 = {s ∈ S : (∃y ∈ Y )(∃u, v ∈ X)(u|S\{s} = v|S\{s} i f(u, y) 6= f(v, y))}
¹ íàéìåíøîþ ñåðåä óñiõ ìíîæèí, íà ÿêèõ çîñåðåäæåíà f âiäíîñíî ïåð-
øî¨ çìiííî¨.

Íàäàëi ìè ââàæàòèìåìî, ùî êîæíèé ç òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ Xs i
Yt ìà¹ ïðèíàéìíi äâi òî÷êè.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé óçàãàëüíþ¹ òåîðåìó 2 ç [2], äà¹ íåîáõiäíi
óìîâè çàëåæíîñòi âiä ℵ êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ℵ � íåñêií÷åííèé êàðäèíàë, |S| > ℵ, X =
∏
s∈S

Xs �
òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê ñiì'¨ öiëêîì ðåãóëÿðíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
Xs, ïðîñòîðè Y1, . . . , Yn öiëêîì ðåãóëÿðíi i êîæíà íàðiçíî íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ f : X × Y1 × · · · × Yn → R çàëåæèòü âiä ℵ êîîðäèíàò âiäíîñíî
ïåðøî¨ çìiííî¨. Òîäi äîáóòîê X × Y1 × · · · × Yn ìà¹ âëàñòèâiñòü (Iℵ)
i âñi ïðîñòîðè X, Y1, . . . , Yn, êðiì, õiáà ùî îäíîãî, ìàþòü âëàñòèâiñòü
(IIℵ).

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ñåðåä ïðîñòîðiâ X,Y1, . . . , Yn ¹ äâà òàêi,
ÿêi íå ìàþòü âëàñòèâîñòi (IIℵ). Òîäi ñåðåä ïðîñòîðiâ Y1, . . . , Yn ¹ ïðèíàéì-
íi îäèí òàêèé, ùî íå ìà¹ âëàñòèâîñòi (IIℵ). Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi,
ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî ñàìå ïðîñòið Yn íå ìà¹ âëàñòèâîñòi (IIℵ). Âè-
áåðåìî äîâiëüíó (n − 1)-åëåìåíòíó ìíîæèíó T̃ = {t1, . . . , tn−1}, ÿêà íå
ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ S, i ïîêëàäåìî T = S ∪ T̃ , Y = Yn, Zs = Xs

äëÿ êîæíîãî s ∈ S, Ztk = Yk ïðè k = 1, . . . , n−1, i Z =
∏
t∈T

Zt. Çðîçóìiëî,

ùî ïðîñòîðè Z i Y íå ìàþòü âëàñòèâîñòi (IIℵ) i ¹ öiëêîì ðåãóëÿðíèìè.
Òîäi ç òåîðåìè 2 ó [2] âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêà íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ g : Z × Y → R, ÿêà çàëåæèòü áiëüøå íiæ âiä ℵ êîîðäèíàò âiäíîñíî
ïåðøî¨ çìiííî¨. Òîäi çà òâåðäæåííÿì 3 ïîòóæíiñòü ìíîæèíè

T0 = {t ∈ T : (∃y ∈ Y )(∃u, v ∈ Z)(u|T\{t} = v|T\{t} i g(u, y) 6= g(v, y))}
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áiëüøà âiä ℵ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f : X × Y1 × · · · × Yn → R, äëÿ
ÿêî¨ f(x, y1, . . . , yn) = g(z, y), äå z = (x, y1, . . . , yn−1) i y = yn. Ç íàðiçíî¨
íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ g âèïëèâà¹ íàðiçíà íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f . Êðiì
òîãî, ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ìíîæèíà S0 = T0 ∩ S ¹ íàéìåíøîþ ñåðåä
òèõ ìíîæèí, íà ÿêèõ f çîñåðåäæåíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨. Îñêiëüêè
|T0| > ℵ i ìíîæèíà T̃ ¹ ñêií÷åííîþ, òî |S0| = |T0 \ T̃ | > ℵ. Îòæå, ôóíêöiÿ
f çàëåæèòü áiëüøå íiæ âiä ℵ êîîðäèíàò âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨, ùî
ñóïåðå÷èòü óìîâi. Ïîäiáíèìè ìiðêóâàííÿìè íà îñíîâi òi¹¨ æ òåîðåìè 2 ç
[2] ìîæíà äîâåñòè, ùî äîáóòîê X × Y1 × · · · × Yn ìà¹ âëàñòèâiñòü (Iℵ).

3. ÄÎÑÒÀÒÍI ÓÌÎÂÈ

Òåîðåìà 2. Íåõàé ℵ � íåñêií÷åííèé êàðäèíàë, òîïîëîãi÷íèé äî-
áóòîê X =

∏
s∈S

Xs ìà¹ âëàñòèâiñòü (Iℵ), à ïðîñòîðè Y1, . . . , Yn ìà-

þòü âëàñòèâiñòü (IIIℵ). Òîäi êîæíà íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f :
X×Y1×· · ·×Yn → R çàëåæèòü âiä ℵ êîîðäèíàò âiäíîñíî ïåðøî¨ çìií-
íî¨.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Y = Y1 × · · · × Yn. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó S0 ç
ôîðìóëþâàííÿ òâåðäæåííÿ 3. Çãiäíî ç öèì òâåðäæåííÿì, äëÿ äîâåäåííÿ
òåîðåìè äîñèòü âñòàíîâèòè, ùî |S0| ≤ ℵ. Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê,
òîáòî |S0| > ℵ. Êîæíié òî÷öi s ç ìíîæèíè S0 ñïiâñòàâèìî òî÷êó ys =
(ys,1, . . . , ys,n) ∈ Y i ôóíêöi¨ us i vs ç X, òàêi, ùî us|S\{s} = vs|S\{s} i
f(us, ys) 6= f(vs, ys). Äëÿ êîæíîãî k ∈ N ïîêëàäåìî

Sk = {s ∈ S0 : |f(us, ys)− f(vs, ys)| > 1/k}.

Çðîçóìiëî, ùî S0 =
∞⋃

k=1

Sk. Îñêiëüêè |S0| > ℵ, òî iñíó¹ òàêèé íîìåð k0,

ùî |Sk0 | > ℵ. Ïîêëàäåìî T0 = Sk0 i ε = 1/k0. Ç íåïåðåðâíîñòi f âiäíîñíî
äðóãî¨ çìiííî¨ âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî s ∈ T0 iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé
îêië V1,s òî÷êè y1,s â ïðîñòîði Y1, ùî

|f(us, y1, y2,s, . . . , yn,s)− f(vs, y1, y2,s, . . . , yn,s)| > ε,

ÿê òiëüêè y1 ∈ V1,s. Ñiì'ÿ (V1,s : s ∈ T0) íå ¹ ℵ-òî÷êîâîþ â Y1, áî |T0| > ℵ
i Y1 ìà¹ âëàñòèâiñòü (IIIℵ). Òîìó iñíó¹ òî÷êà b1 ∈ Y1, òàêà, ùî ìíîæèíà
T1 = {s ∈ T0 : b1 ∈ V1,s} ìà¹ ïîòóæíiñòü, áiëüøó âiä ℵ. Çàóâàæèìî, ùî
äëÿ êîæíîãî s ∈ T1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|f(us, b1, y2,s, . . . , yn,s)− f(vs, b1, y2,s, . . . , yn,s)| > ε.
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Ç íåïåðåðâíîñòi f âiäíîñíî òðåòüî¨ çìiííî¨ âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî
s ∈ T1 iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé îêië V2,s òî÷êè y2,s â ïðîñòîði Y2, ùî

|f(us, b1, y2, y3,s, . . . , yn,s)− f(vs, b1, y2, y3,s, . . . , yn,s)| > ε,

ÿê òiëüêè y2 ∈ V2,s. Ciì'ÿ (V2,s : s ∈ T1) íå ¹ ℵ-òî÷êîâîþ â Y2, áî |T1| > ℵ
i Y2 ìà¹ âëàñòèâiñòü (IIIℵ). Òîìó iñíó¹ òàêà òî÷êà b2 ∈ Y2, ùî ìíîæèíà
T2 = {s ∈ T1 : b2 ∈ V2,s} ìà¹ ïîòóæíiñòü, áiëüøó âiä ℵ. Òîäi äëÿ êîæíîãî
s ∈ T2 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|f(us, b1, b2, y3,s, . . . , yn,s)− f(vs, b1, b2, y3,s, . . . , yn,s)| > ε.

Çðîáèâøè ùå n − 2 òàêi êðîêè, ìè îòðèìà¹ìî ìíîæèíó Tn ⊆ S i òî÷êó
b = (b1, . . . , bn) ∈ Y , òàêi, ùî |Tn| > ℵ i |f(us, b)−f(vs, b)| > ε äëÿ êîæíîãî
s ∈ Tn. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ fb : X → R, fb(x) = f(x, b), iñòîòíî
çàëåæèòü âiä êîæíî¨ çìiííî¨ xs, äå s ∈ Tn. Àëå ôóíêöiÿ fb ¹ íåïåðåðâíîþ,
à äîáóòîê X ìà¹ âëàñòèâiñòü (Iℵ). Òîìó çà òåîðåìîþ Íîáëà�Óëüìåðà [3,
òåîðåìà 3.2] fb çàëåæèòü íå áiëüøå íiæ âiä ℵ êîîðäèíàò, ùî ïðèâîäèòü
äî ñóïåðå÷íîñòi.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé âñi òîïîëîãi÷íi äîáóòêè Xi =
∏

s∈Si

Xi,s ïðè i =

1, . . . , n ìàþòü âëàñòèâiñòü (IIIℵ). Òîäi êîæíà íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ f : X1 × · · · ×Xn → R çàëåæèòü âiä ℵ êîîðäèíàò.

Ó âèïàäêó, êîëè âñi ïðîñòîðè Xi,s ¹ ìåòðèçîâíèìè, îòðèìó¹ìî îäíî-
÷àñíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè äëÿ òîãî, ùîá êîæíà íàðiçíî íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ f : X1 × · · · ×Xn → R çàëåæàëà âiä ℵ êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 3. Íåõàé ℵ � íåñêií÷åííèé êàðäèíàë, Xi =
∏

s∈Si

Xi,s ïðè

i = 1, . . . , n � òîïîëîãi÷íi äîáóòêè ñiìåé ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðiâ Xi,s,
|S1| > ℵ i X = X1 × · · · ×Xn. Òîäi íàñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) êîæíà íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X1 × · · · × Xn → R çàëå-
æèòü âiä ℵ êîîðäèíàò;

(ii) êîæíà íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X1 × · · · ×Xn → R çàëå-
æèòü âiä ℵ êîîðäèíàò âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨;

(iii) êîæíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → R çàëåæèòü âiä ℵ êîîðäè-
íàò;

(iv) X ìà¹ âëàñòèâiñòü (Iℵ);
(v) êîæåí ïðîñòið Xi,s ìà¹ âëàñòèâiñòü (Iℵ);
(vi) X ìà¹ âëàñòèâiñòü (IIℵ);
(vii) êîæåí ïðîñòið Xi,s ìà¹ âëàñòèâiñòü (IIℵ);
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(viii) X ìà¹ âëàñòèâiñòü (IIIℵ);
(ix) êîæåí ïðîñòið Xi,s ìà¹ âëàñòèâiñòü (IIIℵ);
(x) d(Xi,s) ≤ ℵ äëÿ áóäü-ÿêèõ i òà s.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiÿ (i)=⇒(ii) î÷åâèäíà. Iìïëiêàöiÿ (ii)=⇒(iv) âè-
ïëèâà¹ ç òåîðåìè 1. Óìîâè (iii) òà (iv) ðiâíîñèëüíi çà òåîðåìîþ Íîáëà�
Óëüìåðà [3, òåîðåìà 3.2]. Ðiâíîñèëüíiñòü óìîâ (viii) i (ix) âèïëèâà¹ ç íà-
ñëiäêó 1, à ðiâíîñèëüíiñòü óìîâ (v), (vii), (ix) i (x) ç òâåðäæåííÿ 2. Îñêiëü-
êè äîáóòîê X ìà¹ îäíó ç âëàñòèâîñòåé (Iℵ), (IIℵ) ÷è (IIIℵ) òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè öþ æ âëàñòèâiñòü ìà¹ êîæåí éîãî ñêií÷åííèé ïiääîáóòîê, à
äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðiâ ¹ ìåòðèçîâíèì, òî ç
òâåðäæåííÿ 2 âèïëèâà¹, ùî âëàñòèâîñòi (iv), (vi) i (viii) ¹ åêâiâàëåíòíè-
ìè. Òîäi é âëàñòèâîñòi (iv)�(x) ¹ åêâiâàëåíòíèìè. Íàðåøòi, iìïëiêàöiÿ
(viii)=⇒(i) îäåðæó¹òüñÿ íà îñíîâi íàñëiäêiâ 1 i 2.

4. ÎÏÈÑ ÌÍÎÆÈÍÈ ÒÎ×ÎÊ ÐÎÇÐÈÂÓ

Âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàíi ðåçóëüòàòè, ìè ìîæåìî äàòè ïîâíèé îïèñ
ìíîæèí òî÷îê ðîçðèâó íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié âiä n ãðóï çìiíèõ,
ÿêùî ïðîñòîðè Xi,s ìåòðèçîâíi i ñåïàðàáåëüíi. Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíà E
â äîáóòêó X1×· · ·×Xn òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X1, . . . , Xn ¹ ïðîåêòèâíî
õóäîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , n ïðîåêöiÿ ìíîæèíè E, ïàðàëåëüíî
i-ìó ìíîæíèêó, ¹ õóäîþ ìíîæèíîþ, òîáòî ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨,
â X1 × · · · ×Xi−1 ×Xi+1 × · · · ×Xn.

Òåîðåìà 4. Íåõàé Xi =
∏

s∈Si

Xi,s ïðè i = 1, ..., n � òîïîëîãi÷íi äîáó-

òêè äîâiëüíèõ ñiìåé ìåòðèçîâíèõ ñåïàðàáåëüíèõ ïðîñòîðiâ Xi,s, X =
X1 × · · · × Xn i E ⊆ X. Òîäi E áóäå ìíîæèíîþ òî÷îê ðîçðèâó äåÿêî¨
íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : X1 × · · · × Xn → R â òîìó i òiëüêè
â òîìó ðàçi, êîëè iñíóþòü òàêi íå áiëüø íiæ çëi÷åííi ïiäìíîæèíè Ti

ìíîæèí Si ïðè i = 1, .., n i òàêà ïðîåêòèâíî õóäà Fσ-ìíîæèíà E0 â äî-
áóòêó Y = Y1×· · ·×Yn, äå Yi =

∏
s∈Ti

Xi,s, ùî E = pr−1(E0), äå pr : X → Y

� ïðèðîäíà ïðîåêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ pr(x1, . . . , xn) = (x1|T1
, . . . , xn|Tn

).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f : X → R � íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ i ìíî-
æèíà D(f) òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöi¨ f çáiãà¹òüñÿ ç E. Îñêiëüêè ïðîñòîðè
Xi,s ìåòðèçîâíi i d(Xi,s) ≤ ℵ0, òî íà îñíîâi òåîðåìè 3 ôóíêöiÿ f çàëåæèòü
âiä ℵ0 êîîðäèíàò. Òîäi äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , n â Si ìîæíà âèáðàòè òàêó
íå áiëüø íiæ çëi÷åííó ïiäìíîæèíó Ti, ùî f = f0 ◦ pr, äå f0 : Y → R �
äåÿêà ôóíêöiÿ, à pr i Y îçíà÷àþòü òå æ, ùî i ó ôîðìóëþâàííi òåîðåìè.
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Âiäîáðàæåííÿ pr : X → Y íåïåðåðâíå i âiäêðèòå, òîìó f0 ¹ íàðiçíî íå-
ïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ i D(f) = pr−1(D(f0)). Íåõàé D(f0) = E0. Îêiëüêè
ïðîñòîðè Y1, . . . , Yn ìåòðèçîâíi i ñåïàðàáåëüíi, òî ìíîæèíà E0 ¹ ïðîå-
êòèâíî õóäîþ Fσ�ìíîæèíîþ â ïðîñòîði Y (äèâ. òåîðåìó 2 ó [5]) i äëÿ íå¨
E = pr−1(E0). Òàêèì ÷èíîì, íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíîñòi çàóâàæèìî, ùî ç òåîðåìè 2 ó[5] âèïëèâà¹,
ùî äëÿ ïðîåêòèâíî õóäî¨ Fσ-ìíîæèíè E0 â Y iñíó¹ òàêà íàðiçíî íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ f0 : Y → R, ùî D(f0) = E0. Òîäi ôóíêöiÿ f = f0 ◦ pr :
X → R òàêîæ áóäå íàðiçíî íåïåðåðâíîþ i äëÿ íå¨ D(f) = pr−1(E0) = E.
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SEPARATELY CONTINUOUS FUNCTIONS OF SEVERAL
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We obtain necessary and su�cient conditions of dependence on ℵ coordi-
nates for functions of several variables each of which is a product of metri-
zable factors. The set of discontinuity points of such functions is characterized
in the case when each variable is a product of separable metrizable spaces.




