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За допомогою критерiю Нахбiна борнологiчностi простору Ck.T / неперервних фун-
кцiй з компактно-вiдкритою топологiєю доведено, що простiр S D CC Œ0; 1�2 усiх нарi-
зно неперервних функцiй f W Œ0; 1�2 ! R з топологiєю пошарово рiвномiрної збiжностi
є борнологiчним.

O. Maslyuchenko, V. Maslyuchenko, H. Voloshyn, The bornologicity of the space of separately
continuous functions, Math. Bull. Shevchenko Sci. Soc. 12 (2015), 61–67.

Applying the Nachbin criterion of bornologicity of the space Ck.T /, we prove that the
space S D CC Œ0; 1� of all separately continuous functions f W Œ0; 1�2 ! R with the topology
of layer-wise uniform convergence is bornological.

1. Вступ

У працi [2] на просторi CC Œ0; 1�2 усiх нарiзно неперервних функцiй f W
Œ0; 1�2 ! R була введена природна локально опукла топологiя T , яка дiстала
назву топологiї пошарово рiвномiрної збiжностi, при цьому локально опуклий
простiр .CC Œ0; 1�2; T / позначався символом S . Там були вивченi першi власти-
востi нововведеного локально опуклого простору, зокрема, з’ясовано, що S – це
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гаусдорфовий повний неметризовний сепарабельний локально опуклий простiр,
i поставленi задачi про подальшi властивостi простору S (бочковiсть, борнологi-
чнiсть). Так сталося, що спочатку було з’ясовано [4, 5], причому трьома рiзними
способами, що простiр S не берiвський, тобто є множиною першої категорiї в
собi. Далi було встановлено [11, 3], що простiр S бочковий, при цьому виявило-
ся, що S збiгається з простором Ck.Q/ усiх неперервних функцiй f W Q ! R
з топологiєю рiвномiрної збiжностi на компактах, де Q D Œ0; 1�2 – квадрат, на-
дiлений топологiєю нарiзної неперервностi. Тому можна було застосувати кри-
терiй бочковостi простору Ck.Q/, що знайшли Л.Нахбiн [14] i Т.Шiрота [15]. В
цiй статтi ми доводимо, що простiр S борнологiчний, використовуючи критерiй
Нахбiна [14] борнологiчностi простору Ck.Q/. Цей результат був анонсований
у [6].

2. Рiвномiрна структура, породжена множиною функцiй

Нехай T – довiльна множина iˆ – деяка множина функцiй f W T ! R, тобто
пiдмножина RT . Для довiльного " > 0 i функцiй f1; : : : ; fn 2 ˆ покладемо

Wf1;:::;fnI" D f.t; s/ 2 T
2
W max
1�k�n

jfk.t/ � fk.s/j < "g:

Визначимо рiвномiрну структуру Wˆ [1, c.201] на T , вважаючи, що пiдмножи-
на W � T 2 є оточенням з Wˆ, якщо iснують такi функцiї з f1; : : : ; fn з ˆ i
число " > 0, що Wf1;:::;fnI" � W . Легко перевiрити, що Wˆ – це найслабша з
рiвномiрних структур на T , вiдносно яких всi функцiї f 2 ˆ рiвномiрно непе-
рервнi. Будемо говорити, що рiвномiрна структура Wˆ породжена множиною
функцiйˆ, а рiвномiрний простiр .T;Wˆ/ позначатимемо коротко через .T;ˆ/.

Нехай ƒ – деяка напрямлена множина [10, c.93]. Iндексована сiм’я .t�/�2ƒ
точок t� 2 T множини T називається напрямленiстю або сiткою в T [10, c.94].

Нехай .T;W/ – рiвномiрний простiр i .t�/�2ƒ – сiтка в T . Вона називається
сiткою Кошi або фундаментальною сiткою в .T;W/, якщо для кожного ото-
чення W з W iснує такий iндекс �0 2 ƒ що .t�; t�/ 2 W , як тiльки �;� � �0.
Кажуть, що сiтка .t�/�2ƒ збiгається до елемента t з T , якщо для довiльного
оточення W з W iснує такий iндекс �0 2 ƒ що .t�; t / 2 W , як тiльки � � �0.
Рiвномiрний простiр .T;W/ називається повним [7, c.253], якщо в ньому кожна
сiтка Кошi збiгається до деякої точки з T .

Ясно, що в рiвномiрному просторi .T;ˆ/ сiтка .t�/�2ƒ збiгається до еле-
мента t з T тодi i тiльки тодi, коли для кожної функцiї f 2 ˆ числова сiтка
.f .t�//�2ƒ збiгається до числа f .t/. Сiтка .t�/�2ƒ буде фундаментальною в
рiвномiрному просторi .T;ˆ/ тодi i тiльки тодi, коли для кожного f 2 ˆ чи-
слова сiтка .f .t�//�2ƒ є фундаментальною в R. Але числова пряма R зi своєю
стандартною рiвномiрнiстю, породженою метрикою d.x; y/ D jx � yj, є повним
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простором [8, c.59], отже, фундаментальнiсть сiтки .t�/�2ƒ в .T;ˆ/ означає, що
для кожної функцiї f 2 ˆ числова сiтка .f .t�//�2ƒ збiгається в R. Тому має
мiсце таке твердження.

Лема 1. Рiвномiрний простiр .T;ˆ/ буде повним тодi i лише тодi, коли для
довiльної сiтки .t�/�2ƒ в T , такої, що для довiльного f 2 ˆ числова сiтка
.f .t�//�2ƒ збiгається в R, iснує такий елемент t 2 T , що f .t�/ ! f .t/ для
кожного f 2 ˆ.

3. Борнологiчнiсть просторiв Ck.T /

Нагадаємо, що локально опуклий простiр X називається борнологiчним [9,
c.65], якщо в ньому кожна абсолютно опукла множина, що поглинає довiльну
обмежену множину цього простору, є околом нуля в X .

Для топологiчного простору T символом Ck.T / ми позначимо локально
опуклий простiр всiх неперервних функцiй f W T ! R з топологiєю рiвно-
мiрної збiжностi на компактних пiдмножинах T , яка породжується сукупнiстю
переднорм

pK.f / D max
t2K
jf .t/j;

де K пробiгає систему всiх компактних пiдмножин простору T .
Л. Нахбiн [14, Th.2] встановив наступний критерiй борнологiчностi просто-

ру Ck.T /.

Теорема 2. Нехай T – цiлком регулярний топологiчний простiр. Для того щоб
простiр Ck.T / був борнологiчним, необхiдно i досить, щоб рiвномiрний простiр
.T; C.T // був повним.

4. Повнота простору .Q; S/

Розглянемо на квадратi Q D Œ0; 1�2 топологiєю нарiзної неперервностi S [3,
c.45], тобто найслабшу з топологiй наQ, вiдносно яких кожна нарiзно неперерв-
на функцiя f W Q ! R є неперервною. Як з’ясовано в [3, теорема 9], простiр
S збiгається з простором Ck.P /, де P D .Q;S/. Тому для доведення борно-
логiчностi простору S нам треба дослiдити питання про повноту рiвномiрного
простору .Q;S/. Вона негайно випливає з леми 1 i такого твердження.

Теорема 3. Нехай .p�/�2ƒ – така сiтка точок p� з Q, що для кожної нарiзно
неперервної функцiї f W Q ! R числова сiтка .f .p�//�2ƒ збiгається в R.
Тодi iснує така точка c D .a; b/ 2 Q, що f .p�/ ! f .c/ для кожної нарiзно
неперервної функцiї f W Q! R.
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Доведення. Нехай C D Cu.Q/ – це банаховий простiр всiх неперервних фун-
кцiй f W Q ! R на квадратi Q зi звичайною евклiдовою топологiєю з рiвно-
мiрною нормою kf k1 D max

q2Q
jf .q/j. Цей простiр, очевидно, борнологiчний як

нормований простiр [9, c.65]. Тому за критерiєм Нахбiна рiвномiрний простiр
.Q;C / повний. Оскiльки C � S , то сiтка .f .p�//�2ƒ збiгається для кожної
неперервної функцiї f W Q ! R, тобто є сiткою Кошi в рiвномiрному просторi
.Q;C /. З повноти цього простору випливає, що iснує така точка c D .a; b/ 2 Q,
що f .p�/! f .c/ для кожної функцiї f 2 C .

Доведемо, що f .p�/ ! f .c/ i для кожного f 2 S . Нехай це не так. Тодi
iснує функцiя g 2 S , що g.p�/ 9 g.c/. За умовою сiтка .g.p�//�2ƒ збiжна в
R, отже, iснує таке число ˇ 2 R, що g.p�/! ˇ. При цьому ˇ ¤ ˛ D g.c/. Ми
можемо вважати для певностi, що ˛ < ˇ. Якщо це не так, то замiсть функцiї g
треба розглянути функцiю h D �g.

Вiзьмемо довiльнi числа ˛1 i ˇ1, такi, що ˛ < ˛1 < ˇ1 < ˇ. Оскiльки
g.p�/! ˇ, то iснує такий iндекс �0, що g.p�/ > ˇ1, як тiльки � � �0. Функцiя
g нарiзно неперервна, отже, функцiї ga D g.a; �/ i gb D g.�; b/ неперервнi у
точках b i a вiдповiдно. Тому iснують такi околи U точки a i V точки b, що
g.x; b/ < ˛1 i g.a; y/ < ˛1, як тiльки x 2 U i y 2 V .

Розглянемо неперервну функцiю ' W R ! Œ0; 1�, для якої '.t/ D 0 при
t � ˛1, '.t/ D 1 при t � ˇ1 i '.t/ D t�˛1

ˇ1�˛1
на Œ˛1; ˇ1�. Зрозумiло, що функцiя

h D ' ıg W Q! Œ0; 1� буде нарiзно неперервною разом з g. При цьому h.a; y/ D
h.x; b/ D 0, як тiльки x 2 U i y 2 V , i h.p�/ D 1 при � � �0.

Введемо функцiю

h0.x; y/ D

(
0; .x; y/ D c;

h.x;y/

.x�a/2C.y�b/2
; .x; y/ ¤ c;

яка визначена на всьому квадратi Q, адже .x � a/2 C .y � b/2 > 0, якщо
.x; y/ ¤ c. Зрозумiло, що h0 W Q! R – це нарiзно неперервна функцiя. Справдi,
якщо p0 D .x0; y0/ ¤ c, то h0 буде нарiзно неперервною в точцi p0 функцiєю
як добуток нарiзно неперервної в точцi p0 функцiї h i неперервної в точцi p0
функцiї h1.x; y/ D 1

.x�a/2C.y�b/2
. Доведемо, що функцiя h0 нарiзно неперерв-

на i в точцi c. За побудовою hb.x/ D 0 при x 2 U i ha.y/ D 0 при y 2 V .
Тому i h0.x; b/ D 0 при x 2 U i h0.a; y/ D 0 при y 2 V , звiдки i випливає не-
перервнiсть функцiї h0.a; �/ у точцi b i функцiї h0.�; b/ у точцi a, тобто нарiзна
неперервнiсть функцiї h0 у точцi c.

За умовою сiтка .h0.p�//�2ƒ має збiгатися в R до деякої точки 
 2 R. По-
кажемо, що це не так. Спочатку зауважимо, що оскiльки квадрат Q зi своєю
звичайною евклiдовою топологiєю є цiлком регулярним, то p� ! c вQ. Справ-
дi, якби p� 9 c, то iснував би такий окiл U0 точки c, що для кожного � 2 ƒ
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можна було б знайти такий iндекс �� 2 ƒ, що �� � � i p�� … U0. З повної
регулярностi Q випливає, що iснує така неперервна функцiя f0 W Q ! Œ0; 1�,
для якої f0.c/ D 1 i f0.p/ D 0 при p … U0. Тодi f0.p��/ D 0 для кожного �, а
f0.c/ D 1, отже, f0.p��/9 f0.c/, що суперечить вибору точки c.

Далi зазначимо, що для кожного � 2 ƒ iснує таке �� 2 ƒ, що �� � � i p�� ¤
c. Справдi, iнакше iснував би такий iндекс �� 2 ƒ, що p� D c при � � ��. Тодi
g.p�/ D g.c/ при � � ��, звiдки негайно випливає, що g.p�/ ! g.c/, а це
суперечить вибору функцiї g.

Нехай p� D .x�; y�/. Оскiльки p�� ¤ c, то

h0.p��/ D
h.p��/

.x�� � a/
2 C .y�� � b/

2

для кожного � 2 ƒ. Як ми зауважили, p� ! c вQ, а значить, i p�� ! c вQ, бо
�� � � для кожного �, тому, x�� ! a i y�� ! b в R, отже,

 .p��/ D .x�� � a/
2
C .y�� � b/

2
! 0:

З другого боку за побудовою h.p�/ D 1 при � � �0, а значить, i h.p��/ D 1 при
� � �0, адже �� � � для кожного �. Таким чином, при � � �0 будемо мати, що
h0.p��/ D 1= .p��/. Оскiльки .p��/! 0, то h0.p��/!1. Але h0.p�/! 
 ,
де 
 2 R, а тому i h0.p��/ ! 
 . Раз 
 ¤ 1, то ми отримали суперечнiсть, яка
й доводить, що сiтка .h0.p�//�2ƒ не може збiгатися до скiнченного числа 
 . А
це суперечить умовi теореми. Таким чином, f .p�/! f .c/ для кожного f 2 S
i теорема доведена.

Теорема 4. Простiр .Q; S/ повний.

Доведення. Це негайно випливає з леми 1 i теореми 2.

5. Борнологiчнiсть простору S

Тепер ми готовi, щоб довести основний результат статтi.

Теорема 5. Простiр S всiх нарiзно неперервних функцiй f W Œ0; 1�2 ! R з
топологiєю пошарово рiвномiрної збiжностi борнологiчний.

Доведення. Згiдно з теоремою 9 у [3] локально опуклий простiр S збiгається з
простором Ck.P /, де P – це квадратQ D Œ0; 1�2, надiлений топологiєю нарiзної
неперервностi. За теоремою 1 борнологiчнiсть просторуCk.P / рiвносильна пов-
нотi рiвномiрного простору .P; C.P //. Але P D Q (як множини) i C.P / D S .
За доведеним у теоремi 3 рiвномiрний простiр .P; C.P // D .Q; S/ повний. От-
же, S – це борнологiчний простiр.
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6. Мультиплiкативнi функцiонали на алгебрi S i секвецiальна
повнота простору .Q; S/

Нагадаємо, що алгебра A – це векторний простiр над полем K D R або
C, на якому задано множення .x; y/ 7! xy з природними властивостями [13,
c.255]. Простiр S всiх нарiзно неперервних функцiй f W Œ0; 1�2 ! R, як i про-
стiр C всiх сукупно неперервних функцiй f W Œ0; 1�2 ! R, – це алгебри вiдносно
поточкового множення функцiй. Якщо на алгебрi A задана норма k � k, яка задо-
вольняє умову kxyk � kxk �kyk на A2, то A називається нормованою алгеброю,
i банаховою, якщо вона повна вiдносно введеної на нiй норми [13, c.255]. Якщо
на алгебрi A введена топологiчна структура, вiдносно якої операцiї додавання
i множення на скаляр сукупно неперервнi, а операцiя множення нарiзно непе-
рервна, то A називається топологiчною алгеброю (див. [12, c.201], де алгебри
називаються лiнiйними кiльцями), а також [16]. Алгебра C вiдносно рiвномiр-
ної норми є банаховою алгеброю, а операцiя множення на алгебрi S є навiть
сукупно неперервною, отже, S – це топологiчна алгебра.

Лiнiйний мультиплiкативний функцiонал ' W A ! K на алгебрi A – це
лiнiйний функцiонал, для якого '.x �y/ D '.x/ �'.y/ на A2. Його ще називають
гомоморфiзом алгебри [13, c.259], якщо ' ¤ 0. Вiдомо, що на банаховiй алгебрi
кожний лiнiйний мультиплiкативний функцiонал є неперервним. Це доведено
в [13, c.260] для комплексних скалярiв, але те ж доведення проходить i для
дiйсних скалярiв. Зокрема, так буде i для банахової алгебри C при K D R.
Розвиток цього результату подано в [13, c.302]. Бiльше того [13, c.303], кожний
лiнiйний мультиплiкативний функцiонал ' W C ! K має вигляд '.f / D f .p/

для деякого p 2 Q D Œ0; 1�2.

Теорема 6. Кожний лiнiйний неперервний мультиплiкативний функцiонал ' W
S ! R на топологiчнiй алгебрi S має вигляд '.f / D f .p/ для деякого p 2 Q.

Доведення. Звуження  D 'jC функцiоналу ' на алгебру C є лiнiйним муль-
типлiкативним функцiоналом на C . Тодi, як зауважено вище, iснує така точка
p 2 Q, що '.f / D f .p/ для кожного f 2 C . Функцiонал ıp W S ! R,
ıp.f / D f .p/, очевидно, неперервний на S . Як вiдомо [2], простiр C всюди
щiльний в S . Оскiльки 'jC D ıpjC , то з неперервностi функцiоналiв ' i ıp i
рiвностi C D S випливає, що ' D ıp.

Як наслiдок цього твердження отримуємо секвенцiальну повноту простору
.Q; S/.

Теорема 7. Простiр .Q; S/ секвенцiально повний.

Доведення. Нехай .pn/1nD1 – така послiдовнiсть точок pn 2 Q, що числова
послiдовнiсть .f .pn//1nD1 збiгається для кожного f 2 S . Розглянемо поточко-
ву границю '.f / D limn!1 ıpn.f / лiнiйних мультиплiкативних функцiоналiв
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ıpn.f / D f .pn/. Ясно, що ' – це теж лiнiйний мультиплiкативний функцiонал.
Оскiльки функцiонали ıpn W S ! R неперервнi, а простiр S бочковий [4, 5], то
за принципом рiвномiрної обмеженостi [9, c.63] i функцiонал ' буде неперерв-
ним. Тодi за теоремою 5 вiн матиме вигляд ' D ıp для деякої точки p 2 Q.
Таким чином, iснує така точка p 2 Q, що f .pn/ ! f .p/ для кожного f 2 S .
Звiдки i випливає секвенцiальна повнота простору .Q; S/.

Перенесенню цих результатiв на простiр S.X�Y / D CC.X�Y / всiх нарiзно
неперервних функцiй f W X � Y ! R, заданих на добутку двох компактних
просторiв, буде присвячена наступна робота авторiв.
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