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Проведено повний опис операторiв Q-умовної iнварiантностi
класу (1+2)-вимiрних нелiнiйних рiвнянь реакцiї – дифузiї. Отри-
манi оператори використано для побудови анзацiв, проведення ре-
дукцiї даних рiвнянь до звичайних диференцiальних рiвнянь.

1 Вступ

У теорiї диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними важливу
роль вiдiграють рiвняння, яким притаманнi нетривiальнi симетрiйнi
властивостi. Як правило, такi рiвняння плiдно використовуються для
математичного моделювання об’єктiв, явищ i процесiв у рiзних наукових
галузях, i саме вони стимулюють виникнення та розвиток нових понять
i методiв теорiї диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними.

Одним з таких рiвнянь є лiнiйне рiвняння теплопровiдностi. У 1969
роцi Блумен i Коул [1] саме на прикладi лiнiйного (1+1)-вимiрного рiвня-
ння теплопровiдностi ввели поняття некласичної симетрiї диференцiаль-
ного рiвняння з частинними похiдними. Така симетрiя узагальнюється
поняттям умовної симетрiї, яке введене в [2] (див. також [3–11]). Метод
умовної симетрiї дає можливiсть одержувати такi пiдмножини розв’язкiв
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диференцiальних рiвнянь, симетрiя яких ширша, а iнодi зовсiм вiдрiз-
няється вiд симетрiї всiєї множини розв’язкiв.

Задача дослiдження Q-умовної iнварiнтностi лiнiйного рiвняння теп-
лопровiдностi розглядалася багатьма авторами, як для випадку (1+1)-
вимiрного [1, 12–15], так i (1 + n)-вимiрного рiвняння [16].

Не менш цiкавим для дослiдження є нелiнiйне рiвняння теплопровiд-
ностi. Дослiдженню його умовних симетрiй присвячена цiла низка робiт.
Зокрема, в працях В.I. Фущича та його учнiв [6,7,17–20] були дослiдженi
умовна та Q-умовна симетрiї одновимiрних (1+1) – нелiнiйних рiвнянь
теплопровiдностi

H(u)u0 + u11 = F (u). (1)

Ця стаття присвячена дослiдженню Q-умовної симетрiї нелiнiйних
(1+2) – вимiрних рiвнянь теплопровiдностi:

H(u)u0 +4u = F (u), (2)

де u = u(x) ∈ R1, x = (x0, ~x), ~x ∈ R2;H(u), F (u) — довiльнi гладкi
функцiї.

Будь-яке рiвняння (2) за допомогою замiни u →
∫
H(u)du можна

привести до рiвняння

u0 +∇(g(u)∇u) = f(u), (3)

вiдомого в лiтературi пiд назвою нелiнiйне рiвняння реакцiї – дифузiї,
де функцiї g та f певним чином виражаються через функцiї F та H.

Дослiдимо Q-умовну iнварiантнiсть рiвняння (2) вiдносно оператора

Q = A(x, u)∂0 +Ba(x, u)∂a + C(x, u)∂u, (4)

де A, Ba, C — довiльнi гладкi функцiї, a = 1, 2. Поставимо задачу: прове-
сти повний опис операторiв (4), вiдносно яких за умови H 6= 0, рiвняння
(2) є Q-умовно iнварiантними.

Зауваження.

1. Дослiдження Q-умовної iнварiантностi рiвняння (2) буде проводи-
тися з точнiстю до перетворень еквiвалентностi.

2. Будь-який оператор лiївської iнварiантностi є також оператором
Q-умовної iнварiантностi, тому в першому параграфi наведено резуль-
тати вичерпної групової класифiкацiї в класi рiвнянь (2), а в наступних
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параграфах знайденi оператори Q-умовної iнварiантностi, якi не є еквi-
валентними лiївським.

3. Функцiї H та F , при яких рiвняння (2) зводяться локальною замi-
ною до лiнiйного рiвняння теплопровiдностi, ми також не розглядаємо,
так як це рiвняння дослiджено в [16].

2 Групова класифiкацiя

Лiївська симетрiя нелiнiйного рiвняння реакцiї – дифузiї вигляду (3) до-
бре вивчена для довiльної кiлькостi просторових змiнних n. Цiй темi
присвячена цiла низка статей [21–24], де знайдено максимальну алге-
бру iнварiантностi рiвнянь (3) в залежностi вiд вигляду функцiй g, f
та кiлькостi просторових змiнних n. В згаданих вище працях групова
класифiкацiя проводилася лише з точнiстю до перетворень з основної
групи еквiвалентностi без врахування додаткових перетворень еквiва-
лентностi. Для (1+1)-вимiрних рiвнянь (3) групова класифiкацiя разом
з додатковими перетвореннями еквiвалентностi наведена в [25]. В цьому
пiдроздiлi проведено групову класифiкацiю класу (1+2)-вимiрних рiв-
нянь вигляду (2) з урахуванням додаткових перетворень еквiвалентно-
стi.

Теорема 1. Максимальною локальною групою G∼ точкових перетво-
рень еквiвалентностi рiвнянь (2) є група, що задається перетворення-
ми

x0 → β0x0 + α0, xa → β1xa + γabxb + αa, u→ β2u+ α3,

H → β0β
−2
1 H, F → β2β

−2
1 F,

(5)

де β0, β2 6= 0, β1 > 0, αl, γab — сталi, (γab) ∈ O(2), a, b = 1, 2, l = 0, 3.

Доведення. Так як функцiї H та F залежать тiльки вiд u, то для них
справедливi умови

Hxµ = 0, Fxµ = 0, Huµ = 0, Fuµ = 0. (6)

Розглянемо оператор еквiвалентностi

E = ξ0∂0 + ξa∂a + η∂u + ζ1∂H + ζ2∂F ,
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ξµ, η — функцiї вiд x, u, ζa — функцiї вiд x, u, H, F . З умови iнва-
рiантностi рiвнянь (2) та (6) вiдносно оператора E, одержуємо систему
визначальних рiвнянь на коефiцiєнти цього оператора:

ξ0a = 0, ξ0u = 0, ξa
0 = ξa

u = 0, ξ11 = ξ22 , ξ
1
2 = −ξ21 , ηuu = 0, ηµ = 0,

ζa
µ = 0, ζ1 = (ξ00 − 2ξ11)H, ζ

2 = (ηu − 2ξ11)F.
(7)

Загальним розв’язком системи (7) є функцiї

ξ0 = κ0x0 + d0, ξ
a = κ1xa + cabxb + da, η = κ2u+ d3, cab + cba = 0,

ζ1 = (κ0 − 2κ1)H, ζ2 = (κ2 − 2κ1)F.

Отже, алгеброю Лi групи G∼ є алгебра

A∼ = 〈∂0, ∂a, J12 = x2∂1 − x1∂2, x0∂0 +H∂H , xa∂a − 2F∂F , u∂u + F∂F 〉.

Це означає, що зв’язна компонента одиницi в G∼ задається перетворен-
нями

x0 → eθ5x0 + θ1,

x1 → eθ6(x1 cos θ8 − x2 sin θ8) + θ2,

x2 → eθ6(x1 sin θ8 + x2 cos θ8) + θ3,

u→ eθ7u+ θ4, H → eθ5−2θ6H, F → eθ7−2θ6F.

(8)

Крiм неперервних перетворень еквiвалентностi (8), клас рiвнянь (2) та-
кож допускає наступнi дискретнi перетворення:

x0 → x0, x1 → −x1, x2 → x2, u→ u, H → H, F → F ;

x0 → x0, xa → xa, u→ −u, H → H, F → −F ;

x0 → −x0, xa → xa, u→ u, H → −H, F → F.

Разом неперервнi та дискретнi перетворення задають перетворення ви-
гляду (5), якi вичерпно описують всi перетворення групи еквiвалентнос-
тi G∼.

Теорему 1 доведено.

Використовуючи результати, що одержанi в [22, 25] для рiвнянь (3),
ми можемо отримати групову класифiкацiю для класу рiвнянь (2). Ре-
зультати цiєї класифiкацiї подамо у виглядi наступної теореми.

Теорема 2. Для будь-яких значень функцiй H та F з точнiстю до
перетворень (5) групова класифiкацiя нелiнiйних рiвнянь (2) вичерпно
описується випадками, що наведенi в таблицi 1.
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Зауваження. Зазначимо також, що локальними перетвореннями

u→ eλ0x0u, x0 → 1
λ0ke

λ0kx0 та u→ u− λ0x0, x0 → − 1
λ0
e−λ0x0 (9)

рiвняння

uku0 +4u = λ0u
k+1 + λu, euu0 +4u = λ0e

u + λ (10)

зводяться, вiдповiдно, до рiвнянь uku0 +4u = λu, euu0 +4u = λ.
Тому в таблицi 1 випадки, що мають один номер зводяться один до дру-
гого, а саме 3a→ 3 (k = 1, m = 0), 4a→ 4 (m = 1), 6a→ 6, 7a→ 7.

Tаблиця 1. Лiївська симетрiя рiвняння (2)

№ H(u) F (u) Лiївська симетрiя Зауваження

1 ∀ ∀ A = 〈∂0, ∂a, J12 = x1∂2 − x2∂1〉

2 ∀ 0 A+ 〈D = 2x0∂0 + xa∂a〉

3 eku λemu A+ 〈D1〉 m 6= k

3a eu λ0e
u + λ A+ 〈D4 = eλ0x0(∂0 + λ0∂u)〉 λ 6= 0

4 uk λum A+ 〈D2〉 (k,m) 6= (0, 0),
m 6= k + 1

4a uk λ0u
k+1 + λu A+ 〈D5 = e−λ0kx0(∂0 − λ0u∂u)〉 λ 6= 0

5 1 λu lnu A+
〈
eλx0(∂a + λ

2xau∂u) ,
eλx0u∂u

〉
6 uk 0 A+ 〈D, D3 = kxa∂a − 2u∂u〉 k 6= 0

6a uk λ0u
k+1 A+ 〈D3, D5〉 k 6= 0

7 eu 0 〈∂0, x0∂0 + ∂u ,
ξa(~x)∂a − 2ξ11∂u

〉
ξ12 + ξ21 = 0,
ξ11 = ξ22

7a eu λ0e
u A+ 〈D4, ξ

a(~x)∂a − 2ξ11∂u〉 ξ12 + ξ21 = 0,
ξ11 = ξ22

Тут D1 = 2(m− k)x0∂0 +mxa∂a − 2∂u, D2 =2(m− k− 1)x0∂0 + (m− 1)xa∂a −
2u∂u, λ0 6= 0, λ 6= 0,m, k — сталi, λ ∈ {−1; 1} mod G∼. У випадку 3 стала
k ∈ {0; 1} mod G∼ та m ∈ {0; 1} mod G∼. У випадках 1 та 2, наведенi алгебри
є максимальними, якщо рiвняння не є еквiвалентним рiвнянням, наведеним у
випадках 3–7.
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3 Класифiкацiя операторiв Q-умовної симетрiї

Дослiдимо Q-умовну симетрiю рiвнянь вигляду (2) вiдносно операторiв
(4), тобто iнволютивних множин, що складаються з одного оператора.

З точнiстю до вiдношення еквiвалентностi на операторах Q-умов-
ної симетрiї та перетворень з ядра основних груп рiвнянь (2), а саме,
поворотiв змiнних x1 i x2, можна вирiзняти два нееквiвалентнi класи
операторiв:

Q = ∂0 +Ba(x, u)∂a + C(x, u)∂u, (11)

Q = ∂1 +B(x, u)∂2 + C(x, u)∂u, (12)

де Ba, C, B — довiльнi гладкi функцiї, a = 1, 2. Достатньо вважати,
що коефiцiєнт при ∂1 не дорiвнює нулю, оскiльки будь-яке рiвняння з
нашого класу є iнварiантним вiдносно поворотiв.

Теорема 3. Рiвняння (2) є Q-умовно iнварiантним вiдносно оператора
(11), якщо функцiї Ba, C задовольняють наступним умовам

Ba
u = 0, Cuu = 0, B1

1 = B2
2 , B1

2 = −B2
1 ,

ḢC2 − ḞC +HC0 +4C + FCu − 2B2
2(F −HC) = 0,

ḢCBa +HBa
0 − 2Cau + 2HBaB1

1 = 0

(13)

та оператора (12), якщо

Bu = 0, Cuu = 0, (B2 + 1)CḢ = 2(BB1 −B2)H,

B0H = −2BC1u + 2C2u + 2B1Cu −4B+

+
2

B2 + 1
[BBaBa − 2(B1 +BB2)Cu],

CḞ − CuF = C0H + 2CC1u +4C−
− 2
B2 + 1

[(C1 + CCu − F )(BB1 −B2) + (B1 +BB2)C2].

(14)

Доведення грунтується на критерiї Q-умовної iнварiантностi. В цьо-
му випадку функцiя S = Hu0 + 4u − F , а множина диференцiальних
наслiдкiв складається з трьох рiвнянь. Оскiльки функцiї Ba, C, H, F
не залежать вiд похiдних, то ми можемо розщепити по незв’язним по-
хiдним. Розщеплення суттєво розрiзняється для операторiв (11) та (12).
Пiсля стандартних перетворень, в результатi одержимо рiвностi (13) та
(14). Теорема 3 доведена.
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Для того, щоб отримати остаточнi результати, нам треба знайти за-
гальнi розв’язки систем (13) та (14) з точнiстю до перетворень еквiва-
лентностi (5). Має мiсце наступне твердження.

Теорема 4. Будь-який оператор (4) Q-умовної симетрiї нелiнiйного
рiвняння (2) або є еквiвалентним оператору лiївської симетрiї цього
рiвняння, або з точнiстю до перетворень з групи еквiвалентностi (5)
та додаткових перетворень (9) є еквiвалентним одному з операторiв,
що наведенi в таблицi 2.

Tаблиця 2. Оператори Q – умовної iнварiантностi рiвняння (2)

H(u) F (u) Оператори Q Зауваження

∀ (λ1u+ λ2)[H + λ0] ∂0 + (λ1u+ λ2)∂u (λ1, λ2) 6= (0, 0)

u λ2u
2 + λ1u+ λ0 ∂0 + [λ2u− b(~x)]∂u 4b = b2 + λ1b+ λ2λ0

1 λu lnu, λ 6= 0 ∂1 + a(x0, x1)u∂u a0 + a11 = −2aa1 + λa

Тут λ, λ0, λ1, λ2 — довiльнi сталi.

Доведення теореми 4 є громiздким, тому його викладу присвячено
два наступних параграфи. При цьому в першому параграфi розглянуто
оператори вигляду (11), а в другому — (12).

Теорема 4 дає повне розв’язання задачi опису операторiв (4) Q-умов-
ної iнварiантностi рiвняння (2) за умови H 6= 0. Зауважимо, що ранiше
ця задача розглядалася в [26] тiльки для класу операторiв вигляду (11).
Результати з [26] не є вичерпними i мiстяться серед результатiв наведе-
них в таблицi 2.

4 Доведення теореми 4 для класу
операторiв (11)

Щоб побудувати всi можливi оператори (11) Q-умовної iнварiантностi
рiвняння (2), потрiбно знайти загальнi розв’язки системи (13). Перепи-
шемо cистему (13) у такому виглядi

Ba = Ba(x), C = α(x)u+ b(x), B1
1 = B2

2 , B1
2 = −B2

1 , (15)

(αu+ b)BaḢ + (Ba
0 + 2B1

1B
a)H = 2αa,

(αu+ b)Ḟ + (2B1
1 − α)F = (αu+ b)2Ḣ+

+[(α0 + 2B1
1α)u+ b0 + 2B1

1b]H + u4α+4b.

(16)
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Проаналiзуємо структуру рiвнянь системи (16) по змiннiй u. Оскiльки
функцiї, що входять до цiєї системи залежать вiд рiзних невiдомих, то,
ввiвши припущення

αBa = s1Фa(x), bBa = s2Фa(x),

Ba
0 + 2B1

1B
a = −s3Фa(x), 2αa = s4Фa(x),

α = m1ϕ(x), b = m2ϕ(x), 2B1
1 − α = −m3ϕ(x) + k3ϕ

2(x),

α0 + 2B1
1α = m4ϕ(x) + k4ϕ

2(x), b0 + 2B1
1b = m5ϕ(x) + k5ϕ

2(x),

4α = m6ϕ(x) + k6ϕ
2(x), 4b = m7ϕ(x) + k7ϕ

2(x),

(17)

де si, mi, ki — довiльнi сталi, а ϕ(x),Фa(x) — довiльнi гладкi функцiї,
i = 1, 5, отримаємо рiвняння

(s1u+ s2)Ḣ − (s3H + s4) = 0,

(m1u+m2)Ḟ −m3F − (m4u+m5)H −m6u−m7 =

= ϕ(x)[−k3F + (m1u+m2)2Ḣ + (k4u+ k5)H + k6u+ k7],

(18)

якi ми назвемо структурними для функцiй H(u) та F (u).

Проаналiзувавши перше рiвняння системи (18), ми бачимо, що у ви-
падку довiльної функцiї H необхiдно накласти умови

s1 = s2 = s3 = s4 = 0. (19)

З (17) випливає, що умови (19) можливi в двох випадках α = b = 0 або
Ba = αa = 0. Друге рiвняння (18) не залежить вiд змiнної x в випадках
(α, b) = const або H = const. В протилежному випадку друге рiвняння
(18) розiб’ється на систему двох рiвнянь

(m1u+m2)Ḟ −m3F = (m4u+m5)H +m6u+m7,

k3F = (m1u+m2)2Ḣ + (k4u+ k5)H + k6u+ k7.
(20)

Таким чином, розв’язання системи рiвнянь (18) зводиться до п’яти рiз-
них випадкiв: I. α = b = 0; II. Ba = αa = 0; III. (α, b) = const, (α, b) 6=
(0, 0), Ba 6= 0; IV. H = const, так як рiвняння λu0 +4u = F (u) замiною
x0 → λx0 зводиться до рiвняння u0 + 4u = F (u), то можна вважати
H = 1; V. H 6= const, (α, b) 6= const.

Розглянемо кожен з цих випадкiв окремо.

I. Нехай α = b = 0. Тодi система рiвнянь (15), (16) зводиться до
системи

B1
1 = B2

2 , B
1
2 = −B2

1 , B
a
0 + 2B1

1B
a = 0, B1

1F = 0, (21)
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розв’язки якої залежать вiд значення функцiї F .

При F 6= 0 рiвняння (21) задають систему B1
1 = B2

2 = 0, Ba
0 = 0,

B1
2 = −B2

1 . Легко перевiрити, що загальним розв’язком цiєї системи є та-
кi функцiї Ba, якi породжують лiнiйну комбiнацiю лiївських операторiв,
а саме зсувiв та поворотiв по просторових координатах.

При F = 0 систему рiвнянь (21) перепишемо наступним чином:

B1
1 = B2

2 , B
1
2 = −B2

1 , (22)

Ba
0 + 2B1

1B
a = 0. (23)

Загальний розв’язок системи рiвнянь (23) має вигляд:

κ(2x0B
1 − x1) = ϕ1(x2, B

1), κ(2x0B
2 − x2) = ϕ2(x1, B

2), (24)

де ϕ1, ϕ2 — довiльнi гладкi функцiї, κ — довiльна стала.

Пiдставивши (24) в рiвняння (22), одержимо

ϕa = −d0B
a + Cabxb + da, (25)

де d0, da, Cab = −Cba — довiльнi сталi, a, b = 1, 2, a 6= b. З (24) та (25)
одержуємо загальний розв’язок системи (22), (23) у виглядi

Ba =
κxa + Cabxb + da

2κx0 + d0
. (26)

Пiсля пiдстановки знайдених функцiй Ba в (11) отримаємо Q-умовний
оператор, який є еквiвалентний лiнiйнiй комбiнацiї лiївських операторiв
Q = d0∂0 + da∂a + C12J12 + κD, наведених в таблицi 1.

II. Нехай Ba = 0, α = α(x0). З системи (16) одержимо

(αu+ b)Ḟ − αF = (αu+ b)2Ḣ + (α̇u+ b0)H +4b, (27)

де b = b(x0, x1, x2), F = F (u), H = H(u) — довiльнi гладкi функцiї, що
пiдлягають визначенню. Друге рiвняння системи (18) набуде вигляду

(m1u+m2)Ḟ −m1F − (m4u+m5)H −m7 =
= ϕ(x)[(m1u+m2)2Ḣ + (k4u+ k5)H + k7].

(28)

Аналогiчно, як i для системи (18), можливi такi випадки:
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II.1. (α, b) = (λ1, λ2) = const. Тодi рiвняння (28) має вигляд дифе-
ренцiального лiнiйного рiвняння першого порядку вiдносно функцiї F

(λ1u+ λ2)Ḟ − λ1F = (λ1u+ λ1)2Ḣ,

яке iнтегрується при довiльнiй функцiї H: F = (λ1u + λ2)(H + λ0), де
λ0 — стала iнтегрування. Оператор (11) має вигляд Q = ∂0+(λ1u+λ2)∂u,
що вiдповiдає пункту 1 таблицi 2.

II.2. (α, b) 6= const. Тодi з рiвняння (28) випливають умови

(m1u+m2)Ḟ −m1F − (m4u+m5)H −m7 = 0,
(m1u+m2)2Ḣ + (k4u+ k5)H + k7 = 0.

(29)

Розв’язки системи рiвнянь (29) з точнiстю до локальних перетворень (5),
(9) задають такi суттєво рiзнi випадки:

H = 1, F = λu lnu, λ 6= 0;
H = eu + λ1, F = λ2e

u + λ3u+ λ4;
H = u, F = λ2u

2 + λ1u+ λ0, λ2 6= 0;
H = um, m 6= 0, 1, F = λu.

Для кожного з випадкiв, пiдставивши вiдповiднi функцiї H та F в рiв-
няння (27), отримаємо системи рiвнянь вiдносно функцiй α та b.

Для першого випадку функцiї α та b повиннi задовольняти рiвняння
b = 0, α̇ = λα, розв’язком яких є функцiї b = 0, α = λ1e

λx0 , що задають
оператор Q = ∂0+λ1e

λx0u∂u, який є лiївським (див. пункт 8 в таблицi 1).

У другому випадку пiсля пiдстановки вiдповiдних функцiй H та F в
(27), отримаємо рiвняння α = 0, b0 + (b − λ2)b = 0, λ1b0 +4b = λ3b,
розв’язок яких залежить вiд значення сталої λ2. В результатi отримуємо:

1. При λ2 = 0, α = 0, b = 1
x0+d0

, λ1 = λ3 = 0:

H = eu, F = λ4, Q = (x0 + d0)∂0 + ∂u;

2. При λ2 6= 0, α = 0, b = λ2

1+λ5e−λ2x0
, λ1 = λ3 = 0:

H = eu, F = λ2e
u + λ4, Q = (1 + λ5e

−λ2x0)∂0 + λ2∂u.
Знайденi оператори з точнiстю до локальних перетворень (9), (5) є лi-
ївськi (пункт 4 в таблицi 1).

Коли H = u, F = λ2u
2 +λ1u+λ0, з системи (27) отримуємо рiвняння

α̇ + (α − λ2)α = 0, b0 + 2(α − λ2)b = 0, 4b + b2 = λ1b − λ0α пiсля роз-
в’язання яких маємо:
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1. α =
1

x0 + d0
, b = 0, λ2 = λ0 = 0: Q = (x0 + d0)∂0 + u∂u. Отрима-

ний оператор є еквiвалентним лiївському з таблицi 1 (пункт 6);

2. α = λ2, b = −b(~x): Q = ∂0 + [λ2u − b(~x)]∂u, де b — розв’язок
рiвняння 4b = b2 + λ1b + λ0λ2. Oтриманий оператор є Q-умовним,
який наведено в таблицi 2 пункт 2.

Залишилося розглянути пару функцiй H = um, F = λu, m 6= 0, 1.
З (27) отримуємо рiвняння b = 0, α̇ + mα2 = 0. Розв’язок яких з
врахуванням формул (11) породжує оператор еквiвалентний лiївському
Q = (mx0 + d0)∂0 + u∂u, що наведений в таблицi 1 пiд номером 6.

III. Нехай (α, b) = (m1,m2) = const. Cистема рiвнянь (16) в даному
випадку зводиться до системи

B1
1 = B2

2 , B
1
2 = −B2

1 ,

(m1u+m2)BaḢ + (Ba
0 + 2B1

1B
a)H = 0,

(30)

(m1u+m2)[Ḟ − (m1u+m2)Ḣ]−m1F = 2B1
1 [(m1u+m2)H − F ].

Останнє рiвняння системи (30) пiсля замiни G(u) = F−(m1u+m2)H
набуде вигляду (m1u+m2)Ġ = (m1 − 2B1

1)G. Якщо роздiлити змiннi та
проiнтегрувати це рiвняння, то отримаємо такi суттєво рiзнi пiдвипадки:

III.1. G 6= 0. Тодi 2B1
1 = −λ, (m1u + m2)Ġ = (m1 + λ)G, де λ —

довiльна стала. В залежностi вiд спiввiдношень мiж m1 i m2 з враху-
ванням введеної замiни, перетворень еквiвалентностi (5) та додаткових
перетворень (9), отримуємо загальнi розв’язки останнього рiвняння си-
стеми (30): F = λemu, H = eu, (m 6= 1) та F = λuk, H = uk, де k 6= 0,
пiдставивши якi в систему (30) одержуємо рiвняння

B1
1 = B2

2 = −λ
2
, B1

2 = −B2
1 , B

a
0 + (λ2 − λ)Ba = 0.

III.2. G = 0. Тодi F = (m1u + m2)H, а система рiвнянь (30) має
вигляд B1

1 = B2
2 , B1

2 = −B2
1 , (m1u+m2)BaḢ+(Ba

0 +2B1
1B

a)H = 0. В
залежностi вiд вигляду функцiї H, розв’язки цих рiвнянь мають вигляд:

H = eu, m1 = 0,m2 6= 0 :
B1

1 = B2
2 , B

1
2 = −B2

1 , B
a
0 + (2B1

1 +m2)Ba = 0;
H = um, m1 6= 0,m2 = 0 :

B1
1 = B2

2 , B
1
2 = −B2

1 , B
a
0 + (2B1

1 +mm1)Ba = 0.

Слiд зазначити, що при H = 1 одержимо F = m1u+m2, що приводить
до лiнiйного рiвняння (2), тому його ми не розглядаємо.
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Розв’язавши отриманi рiвняння для випадкiв III.1 та III.2 та викорис-
тавши вiдповiдний вигляд функцiй H та F , отримаємо загальнi розв’яз-
ки системи рiвнянь (30), якi породжують тiльки оператори еквiвалентнi
лiївським з таблицi 1.

IV. Нехай H = λ = const. Тодi система (16) набуде вигляду

B1
1 = B2

2 , B
1
2 = −B2

1 , B
a
0 + 2B1

1B
a = 2aa, (31)

(αu+ b)Ḟ + (2B1
1 − α)F = (α0 + 2B1

1α+4α)u+ b0 + 2B1
1b+4b.

Проаналiзувавши структуру рiвнянь (31), приходимо до висновку, що з
точнiстю до перетворень (5) можливi такi суттєво рiзнi випадки:

F = λ1e
u + λ2, λ1 6= 0;

F = λu lnu, λ 6= 0;
F = λ1u

m + λ2u, λ1 6= 0,m 6= 0, 1.

Для кожного з випадкiв знайдемо загальний розв’язок рiвнянь (31). Пiд-
ставивши вiдповiдний вигляд функцiї F в систему (31), отримаємо сис-
теми диференцiальних рiвнянь для визначення функцiй α, b, Ba.

При F = λ1e
u +λ2, λ1 6= 0 система (31) є еквiвалентною (22), (23) та

рiвнянням α = 0, b 6= 0, b = −2B1
1 , b0 +4b = (b− λ2)b.

Використовуючи вже доведене, що загальний розв’язок системи (22),
(23) задається формулою (26), остаточно отримуємо такi розв’язки си-
стеми рiвнянь (31) :

λ2 = 0, b =
1

β(~x)− x0
, Ba =

κxa + Cabxb + da

2κx0 + d0
, α = 0, b = − 2κ

2κx0 + d0
,

пiсля пiдстановки яких в формулу (11) отримуємо оператор, який є ек-

вiвалентним лiївському Q = (2κx0 + d0)∂0 + (κxa +Cabxb + da)∂a− 2κ∂u

(див. пункт 7 в таблицi 1).

Якщо F = λu lnu, то потрiбно знайти загальний розв’язок системи

Ba
0 = 2αa, b = B1

1 = B2
2 = 0, B1

2 = −B2
1 , α0 +4α = λα. (32)

З двох перших рiвнянь системи (32) отримуємо, що 4α = 0, а це дає
змогу проiнтегрувати по x0 останнє рiвняння i отриманий результат пiд-
ставити знову в перше рiвняння. Пiсля використання рiвнянь, що за-
лишилися, остаточно отримуємо функцiї Ba = 2ka

λ eλx0 + Cabxb + da,
α = (kaxa + λ1)eλx0 , b = 0, якi задають тiльки лiївськi оператори (див.
пункт 8 в таблицi 1).
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Розглянемо випадок, коли F = λ1u
m + λ2u, λ1 6= 0, m 6= 0, 1, який

розбивається на пiдвипадки m = 2 та m 6= 2. Але в обох випадках в ре-
зультатi розв’язання системи (31) отримуються функцiї, якi породжують
або лiївськi оператори, або оператори еквiвалентнi лiївським. Покажемо
це для випадку, коли m = 2. Випадок m 6= 2 доводиться аналогiчно.

При F = λ1u
2 + λ2u система (31) набуває вигляду

−1
2
α = B1

1 = B2
2 , B1

2 = −B2
1 , (33)

Ba
0 + 2B1

1B
a = 2αa, (34)

α0 + 2B1
1(α− λ2) = 2λ1b, (35)

b0 +4b+ (2B1
1 − λ2)b = 0. (36)

З рiвняння (33) випливає, що 4Ba = 0, 4α = 0. Якщо подiяти опе-
ратором Лапласа на рiвняння (34), то отримаємо, що 4(B1

1B
a) = 0 або

B1
1bB

a
b = 0. Одержали два рiвняння:

B1
1B

1
11 +B1

2B
1
12 = 0, B2

1B
1
11 +B2

2B
1
12 = 0. (37)

З системи (37) випливає, що B1
11 = B1

12 = 0, а значить B1
1 = µ(x0).

Тодi α = −2µ(x0), при цiй умовi рiвняння (33) та (34) мають вигляд
(22), (23), розв’язок яких задається формулами (26). Пiдставивши (26)
в рiвняння (33) та (35), одержимо:

α =
−2κ

2κx0 + d0
, b = − λ2κ

λ1(2κx0 + d0)
. (38)

Пiдставивши (38) в рiвняння (36), отримаємо λ2 = 0.

Отже, шуканий оператор є еквiвалентним оператору

Q = (2κx0 + d0)∂0 + (κxa + Cabxb + da)∂a − 2κu∂u,
який є лiнiйною комбiнацiєю лiївських операторiв, що наведенi в пунктi
9 таблицi 1.

V. Нехай H 6= const, (α, b) 6= const. Тодi система (18) набуде виг-
ляду

(s1u+ s2)Ḣ = s3H + s4,

(m1u+m2)Ḟ = m3F + (m4u+m5)H +m6u+m7,

k3F = (m1u+m2)2Ḣ + (k4u+ k5)H + k6u+ k7.

(39)

Розв’язання (39) почнемо з iнтегрування першого рiвняння цiєї системи.
Можливi два нееквiвалентнi випадки s1 = 0, s2 6= 0 та s1 6= 0, s2 = 0.
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V.1. Нехай s1 = 0, s2 6= 0. Так як Ba 6= 0, то з першої рiвностi
(17) отримуємо α = 0. Тодi з iнших рiвностей (17) маємо m1 = m4 =
k4 = m6 = k6 = m6 = s4 = 0, m2 6= 0, s2 6= 0. Розв’язком першого
рiвняння системи (39) є функцiя H = eu, а останнi два рiвняння системи
запишуться так m2Ḟ = m3F + m5e

u + m7, k3F = m2
2e

u + k5e
u + k7.

Розв’язки цих рiвнянь залежать вiд значення числового параметра k3.
З точнiстю до локальних перетворень (9), (5) одержуємо наступнi неек-
вiвалентнi вигляди функцiї F :

F = λ;
F = λ1e

u + λ2u, λ2 6= 0;
F = λ1ue

u + λ3, λ1 6= 0;
F = λ1e

u + λ2e
mu + λ3, m 6= 0, 1, λ2 6= 0.

V.2. Нехай s1 6= 0, s2 = 0. Так як Ba 6= 0, то з другої рiвностi (17)
отримуємо b = 0. Тодi з iнших рiвностей (17) маємо m2 = m5 = k5 =
m7 = k7 = 0, а система (39) запишеться у виглядi

s1uḢ = s3H + s4, m1uḞ = m3F +m4uH +m6u,

k3F = m2
1u

2Ḣ + k4uH + k6u.

В залежностi вiд спiввiдношень мiж коефiцiєнтами s1, s3, s4 та k3,
розв’язки цiєї системи, з точнiстю до локальних перетворень (5), (9)
задають нееквiвалентнi пари функцiй H та F , пiдставивши якi в рiвнян-
ня (15), (16), отримуємо системи диференцiальних рiвнянь на функцiї
Ba, α, b, що мiстять рiвняння (22) та рiвняння, наведенi в таблицi 3.

Визначальнi системи для випадкiв 1–3 (див. таблицю 3) мiстять рiв-
няння (22), (23), розв’язком яких є функцiї (26).

Розв’яжемо визначальну систему для випадку 1 в таблицi 3. Вiдпо-
вiднi системи для випадкiв 2 та 3 розв’язуються аналогiчно.

З визначальної системи випливає, що iснує два нееквiвалентнi випад-
ки B1

1 = 0 та B1
1 6= 0. Розглянемо кожен з цих випадкiв окремо.

Якщо B1
1 = 0, то враховуючи (26), одержимо систему:

Ba =
Cabxb + da

d0
, b = 0, αBa = 2αa, α0 = 2αλ1, 4α+ α2 = λ2α.

Якщо розв’язати всi, крiм останнього, рiвняння цiєї системи, то от-

римаємо: α = C1 exp(2λ1x0 +
~d~x

2d0
), де C1 — довiльна стала. Пiдставивши

α в останнє рiвняння, маємо C1 = 0. Тому α = 0, що неможливо оскiльки
α 6= const.
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Tаблиця 3

№ Функцiї Визначальна система

1 H(u) = lnu, Ba
0 + 2B1

1B
a = 0, b = 0,

F (u) = uP2(lnu), αBa = 2αa, λ1B
1
1 = 0,

P2(z) = λ1z
2 + λ2z + λ3 α0 + 2αB1

1 = 2λ2B
1
1 + 2αλ1,

4α+ α2 = λ2α+ 2λ3B
1
1

2 H(u) = lnu, Ba
0 + 2B1

1B
a = 0, b = 0,

F (u) = λ1u lnu+ λ2u
m + λ3u λ2[2B1

1 + (m− 1)α] = 0,
α0 + 2αB1

1 = 2λ1B
1
1 ,

4α+ α2 = λ1α+ 2λ3B
1
1 ,

αBa = 2αa

3 H(u) = lnu, Ba
0 + 2B1

1B
a = 0, b = 0,

F (u) = λ1u lnu+ λ2u+ λ3 α0 + 2αB1
1 = 2λ1B

1
1 ,

4α+ α2 = λ1α+ 2λ2B
1
1 ,

αBa = 2αa, λ3[2B1
1 − α] = 0

4 H(u) = eu, Ba
0 + (2B1

1 + b)Ba = 0,
F (u) = λ α = 0, 4b = 2λB1

1 ,
b0 + (2B1

1 + b)b = 0
5 H(u) = eu, Ba

0 + bBa = 0,
F (u) = λ1e

u + λ2u α = 0, B1
1 = 0, 4b = λ2b,

λ2 6= 0 b0 + b(b− λ1) = 0
6 H(u) = eu, Ba

0 + (2B1
1 + b)Ba = 0,

F (u) = λ1ue
u + λ2, b0 = λ1b, 4b = 2λ2B

1
1 ,

λ1 6= 0 α = 0, 2B1
1 + b = 0

7 H(u) = eu, Ba
0 + (2B1

1 + b)Ba = 0,
F (u) = λ1e

u + λ2e
mu + λ3, b0 + (2B1

1 + b)(b− λ1) = 0,
λ2 6= 0, m 6= 0, 1 α = 0, 2B1

1 +mb = 0,
4b = 2λ3B

1
1

8 H(u) = u, Ba
0 + (2B1

1 + α)Ba = 0,
F (u) = λ1u

2 + λ2u+ λ3 b0 + (2B1
1 + α)b =

= 2λ1b+ 2λ2B
1
1 − αb−4α,

α0 + (2B1
1 + α)(α− λ1) = 0,

4b+ b2 = λ2b+ λ3(2B1
1 − α),

bBa = 2αa

9 H(u) = u, Ba
0 + (2B1

1 + α)Ba = 0,
F (u) = λ1u

3 + λ2u
2 + λ3u+ λ4, b0 = 2λ2b+ 2λ3B

1
1 −4α,

λ1 6= 0 α0 + (2B1
1 + α)(α− λ1) = 3λ1b,

4b+ b2 = λ3b+ λ4(2B1
1 − α),

bBa = 2αa, α+B1
1 = 0,
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Продовження таблицi 3

№ Функцiї Визначальна система

10 H(u) = u+ λ, Ba
0 + (2B1

1 + α)Ba = 0, b = 0,
F (u) = λ1u

2 + λ2u
m + λ3u, (m− 1)α+ 2B1

1 = 0,
λ2 6= 0, m 6= 0, 1, 2, 3 4α− λα2 =

= 2λ3B
1
1 − λ1λ(2B1

1 + α),
−λαBa = 2αa,

α0 + (2B1
1 + α)(α− λ1) = 0

11 H(u) = u+ λ, Ba
0 + (2B1

1 + α)Ba = 0, b = 0,
F (u) = λ1 lnu+ λ2u+ λ3, (λ1 − λ3)α+ 2λ3B

1
1 = 0,

λ1 6= 0 4α− λα2 = 2λ2B
1
1

−λαBa = 2αa,
α0 + (2B1

1 + α)α = 0,
12 H(u) = u+ λ, Ba

0 + (2B1
1 + α)Ba = 0, b = 0,

F (u) = λ1u
2 lnu+ λ2u

2 + λ3u, α0 + (2B1
1 + α)(α− λ2) = λ1α,

λ1 6= 0 4α− λα2 = 2λ3B
1
1 − λ(λ1 + λ2)α,

α+ 2B1
1 = 0, −λαBa = 2αa

13 H(u) = u+ λ, Ba
0 + αBa = 0, b = 0,

F (u) = λ1u lnu+ λ2u
2 + λ3u, B1

1 = 0, α0 + α(α− λ2) = 0,
λ1 6= 0 4α− λα2 = (λ1 − λλ2)α,

−λαBa = 2αa

14 H(u) = um + λ, Ba
0 + (2B1

1 +mα)Ba = 0, b = 0,
F (u) = λ1u+ λ2, α0 + (2B1

1 +mα)α = 0,
m 6= 0; 1 4α− λmα2 = 2λ1B

1
1 ,

−λmαBa = 2αa,
λ2(α− 2B1

1) = 0
15 H(u) = um + λ, Ba

0 + (2B1
1 +mα)Ba = 0, b = 0,

F (u) = λ1u
m+1 lnu+ λ2u, α0 + (2B1

1 +mα)α = λ1α,
λ1 6= 0 4α− λmα2 = 2λ2B

1
1 − λλ1α,

−λmαBa = 2αa,
mα+ 2B1

1 = 0
16 H(u) = um + λ, Ba

0 +mαBa = 0, b = 0,
F (u) = λ1u lnu+ λ2u

m+1, α0 +mα(α− λ2) = 0,
λ1 6= 0 4α− λmα2 = (λ1 −mλλ2)α,

B1
1 = 0, −λmαBa = 2αa

17 H(u) = um + λ, Ba
0 + (2B1

1 +mα)Ba = 0, b = 0,
F (u) = λ1u

m+1 + λ2u
m1 + λ3u, α0 + (2B1

1 +mα)(α− λ1) = 0,
λ1 6= 0, m 6= 0; 1, 4α− λmα2 =

m1 6= m+ 1, m1 6= 1 = 2λ3B
1
1 − λλ1(2B1

1 +mα),
−λmαBa = 2αa,

λ2[(m1 − 1)α+ 2B1
1 ] = 0
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При B1
1 6= 0 маємо, що λ1 = 0. Тодi, враховуючи (26), визначальну

систему запишемо у виглядi:

Ba =
κxa + Cabxb + da

2κx0 + d0
, b = 0, αBa = 2αa,

α0 + 2B1
1(α− λ2) = 0, 4α+ α2 = λ2α+ 2λ3B

1
1 .

(40)

З системи (40) випливає, що

α =
1
2κλ2~x

2 + λ2
~d~x+ C1

2κx0 + d0
+ λ2 ,

де C1 — довiльна стала.

Пiдставивши α в останнє рiвняння (40), отримаємо κ = 0, а це озна-
чає, що B1

1 = 0, що протирiчить початковому припущенню.

Отже, для випадку 1 визначальна система є несумiсною.

Визначальнi системи кожного з випадкiв 4–17 мiстять рiвняння

B1
0

B1
=
B2

0

B2
. (41)

Розв’язування таких визначальних систем суттєво спрощує наступна ле-
ма.

Лема 1. Розв’язком рiвнянь (22) та (41) є функцiї Ba = ψ(x0)ϕa(~x).

Доведення. Розв’яжемо рiвняння (41), використовуючи рiвняння (22).
З рiвнянь (41) випливає спiввiдношення

B2 = α(~x)B1. (42)

Продиференцiювавши (42) по x1 та x2, i використавши рiвняння (22),
отримаємо

B1
1

B1
= V (~x),

B1
2

B1
= W (~x), (43)

де V (~x), W (~x) — довiльнi гладкi функцiї, якi не залежать вiд змiнної x0.
З умови сумiсностi системи (43), одержимо

V2 = W1,

∫
V2dx1 = W − γ(x2), (44)

де γ(x2) — довiльна гладка функцiя.
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Проiнтегрувавши перше рiвняння системи (43) по x1, отримаємо

lnB1 =
∫
V dx1 + lnϕ(x0, x2), (45)

де ϕ(x0, x2) — довiльна гладка функцiя.

Продиференцiювавши рiвняння (45) по x2 i використавши друге рiв-
няння системи (43) та (44), одержимо∫

V2dx1 +
ϕ2

ϕ
= W, ⇒ ϕ2

ϕ
= γ(x2). (46)

Проiнтегрувавши друге рiвняння системи (46) по x2, отримаємо

ϕ = ψ(x0)e
∫

γdx2 , ⇒ B1 = ψ(x0)e
∫

V (x1,x2)dx1+
∫

γ(x2)dx2 . (47)

З формул (47) та (42) випливає, що

Ba = ψ(x0)ϕa(~x), (48)

де ψ(x0), ϕa(x1) — довiльнi гладкi функцiї. Лему 1 доведено.

Застосуємо лему 1 на прикладi розв’язування визначальної системи
отриманої для випадку 4, тобто при H = eu i F = λ. Перепишемо визна-
чальну систему для випадку 4 у виглядi

B1
1 = B2

2 , B1
2 = −B2

1 ,
B1

0

B1
=
B2

0

B2
=
b0
b

= −(2B1
1 +b), α = 0,4b = 2λB1

1 .

Згiдно (48) з неї випливає, що

Ba = ψ(x0)ϕa(~x), b = ψ(x0)β(~x), ϕ1
1 = ϕ2

2, ϕ
1
2 = −ϕ2

1,

4ϕa = 0, b = −2ψϕ1
1 −

ψ0

ψ
, 4β = 0, λϕ1

1 = 0.
(49)

Тому розглянемо два випадки:

I. Якщо λ 6= 0, ϕ1
1 = 0, то з рiвнянь (49) одержуємо

ϕa = Cabxb + da, ψ =
2κ

2κx0 + d0
, β = 2κ. (50)

де d0, da, Cab = −Cba — довiльнi сталi.

Пiдставивши (50) в (11), отримаємо оператор, який є еквiвалентний
лiївському Q = d0∂0 + da∂a + C12J12 + κD1 (див. пункт 3 в таблицi 1).
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II. Нехай λ = 0, ϕ1
1 6= 0. З (49) випливає рiвняння −ψ0

ψ
= β + 2ϕ1

1.
Оскiльки права та лiва частини рiвняння залежать вiд рiзних змiнних,
то пiсля iнтегрування, отримуємо ψ = (2κx0 + d0)−1, β = 2(κ − ϕ1

1).
Використавши ϕ, β та (49), одержимо

Ba =
ϕa(~x)

2κx0 + d0
, b =

2(κ − ϕ1
1)

2κx0 + d0
, ϕ1

1 = ϕ2
2, ϕ

1
2 = −ϕ2

1, α = 0. (51)

Пiдставивши (51) в (11), знаходимо оператор, який є еквiвалентним лi-
ївському, наведеному в таблицi 1 пiд номером 3.

Отже, всi розв’язки визначальної системи, яка вiдповiдає випадку 4
(див. таблицю 3), задають тiльки лiївськi оператори.

Визначальнi системи для випадкiв 5–17 з таблицi 3 розв’язуються
аналогiчно. Їх розв’язки породжують тiльки лiївськi оператори, або їм
еквiвалентнi.

Теорему 4 для операторiв, що мають вигляд (11), доведено.

5 Доведення теореми 4 для класу
операторiв (12)

Щоб описати всi оператори вигляду (12) Q-умовної iнварiантностi рiв-
няння (2), потрiбно знайти загальнi розв’язки системи (14). Враховуючи,
що C = a(x)u+ b(x), перепишемо cистему (14) у виглядi

HB0 +4B = −2a1B + 2a2 +
(

4B
BB1 −B2

B2 + 1
− 2B1

)
a+

2BBaBa

B2 + 1
,

(au+ b)Ḣ = 2
BB1 −B2

B2 + 1
H,

(au+ b)Ḟ −
(
a+ 2

BB1 −B2

B2 + 1

)
F = (a0u+ b0)H+

+
(
4a+ 2

BB1 −B2

B2 + 1
(Ba2 − a1 − a2) + 2aa1 − 2a2B1

)
u+

+4b+ 2
BB1 −B2

B2 + 1
(Bb2 − b1 − ab) + 2ba1 − 2b2B1.

(52)

Проаналiзувавши структуру рiвнянь (52) по змiннiй u, з точнiстю до
локальних перетворень (5), (9) одержимо нееквiвалентнi пари функцiй
H i F та вiдповiднi визначальнi системи для функцiй B, a, b, якi наведено
в таблицi 4.
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Tаблиця 4

№ H(u) F (u) Визначальна система

1 ∀ ∀ a = b = 0, B0 = 0, BB1 −B2 = 0, 4B = 2BB2
1

2 1 ∀ a = b = 0, BB1 −B2 = 0, B0 +4B = 2BB2
1

3 1 λu lnu, λ 6= 0 b = 0, BB1 −B2 = 0,
B0 +4B = −2a1B + 2a2 − 2aB1 + 2BB2

1 ,
a0 +4a = −2aa1 + 2a2B1 + λa

4 eu λ a = 0, B0 = b0 = 0, b = 2(BB1−B2)
B2+1 ,

4B = 2BBaBa

B2+1 , 4b = bb1 + 2(BB2+B1)
B2+1 b2 − λb

5 uk λu, k 6= 0 b = 0, B0 = a0 = 0, a = 2(BB1−B2)
k(B2+1) ,

4B = 2BBaBa

B2+1 + 2a(kaB −B1)− 2Ba1 + 2a2,
4a = (k − 2)aa1 + (2B1 − kaB)a2 + ka3 − kλa

Розв’яжемо спочатку визначальну систему для випадку 1 таблицi 4.
З умов сумiсностi останнiх двох рiвнянь одержуємо, що B11 = 0. Не
важко переконатися, що тодi

B =
x1 + d2

−x2 + d1
.

В результатi отримуємо оператор, який є еквiвалентний лiївському
Q = (−x2 + d1)∂1 + (x1 + d2)∂2 (див. таблицю 1, пункт 1).

Використовуючи умови сумiсностi останнiх двох рiвнянь визначаль-
ної системи в другому випадку отримаємо, що B0 = 0. А це означає,
що визначальнi системи для першого та другого випадкiв спiвпадають,
що повнiстю зводить другий випадок до першого.

З визначальної системи для третього випадку в таблицi 4 випли-
ває, що можливi два нееквiвалентнi випадки: B1 6= 0; B1 = 0.

З визначальної системи для третього випадку в таблицi 4 випли-
ває, що можливi два нееквiвалентнi випадки: B1 6= 0; B1 = 0.

Розглянемо спочатку випадок B1 6= 0. Щоб розв’язати систему

BB1 −B2 = 0, (53)

B0 +4B = −2a1B + 2a2 − 2aB1 + 2BB2
1 , (54)

a0 +4a = −2aa1 + 2a2B1 + λa (55)
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застосуємо перетворення годографа:

x0 → t, x1 → v, x2 → y, B → x, a→ w,

де v = v(t, x, y), w = w(t, x, y) — новi невiдомi функцiї, t, x, y — новi
незалежнi змiннi.

Перерахувавши похiднi, одержимо

B0 = − vt

vx
, B1 =

1
vx
, B2 = −vy

vx
, B11 = −vxx

v3
x

,

B22 = −
v2
yvxx − 2vxvyvxy + v2

xvyy

v3
x

, a0 = wt −
vt

vx
wx, a1 =

wx

vx
,

a2 = wy −
vy

vx
wx, a11 =

vxwxx − wxvxx

v3
x

,

a22 = wyy −
wx

vx
vyy − 2

vy

vx

(
wxy −

wx

vx
vxy

)
+
v2
y

v2
x

(
wxx −

wx

vx
vxx

)
.

(56)

Пiдставивши (56) в (53), пiсля iнтегрування, отримаємо

v = −xy + ϕ, (57)

де ϕ = ϕ(t, x) — довiльна гладка функцiя.

Пiдставивши (56), (57) в (54), одержимо

wy = − w

y − ϕx
+

ϕt

2(y − ϕx)
+

x2 + 1
2(y − ϕx)3

ϕxx.

Проiнтегрувавши це рiвняння по змiннiй y, враховуючи, що функцiя ϕ
не залежить вiд y, маємо

w =
1
2

(
ϕt −

ψ

y − ϕx
− x2 + 1

(y − ϕx)2
ϕxx

)
, (58)

де ψ = ψ(t, x) — довiльна гладка функцiя.

Пiдставивши (56), (57), (58) в рiвняння (55) та розщепивши його по
рiзних степенях змiнної y, одержуємо наступну систему для визначення
функцiй ϕ, ψ:

ϕxx = 0, ψϕtx = 0, (x2 + 1)ϕxx + (2x+ ψ)ψx − 4ψ = 0,
ψt = λϕ, ϕtt = λϕt.

(59)
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Розв’язання системи (59) розбивається на два пiдвипадки: ψ = 0, ϕtx = 0.
При ψ = 0 розв’язком системи (59) є функцiя ϕ = (C1+C2e

λt)x+C3+C4.
У другому випадку, коли ϕtx = 0, загальний розв’язок системи (59) має
вигляд ϕ = C1x + C3 + C4e

λt, ψ = C5e
λt, де C1, . . . , C5 — довiльнi

сталi.

Пiдставляючи одержанi результати в формули (57), (58) та врахо-
вуючи перетворення годографа, знаходимо функцiї B та a:

1) B = −x1 − C3 − C4e
λx0

x2 − C1 − C2eλx0
, a =

λ

2
eλx0

−C2x1 + C4x2 + C2C3 − C1C4

x2 − C1 − C2eλx0
;

2) B = −x1 − C3 − C4e
λx0

x2 − C1
, a =

λ

2
eλx0

C4x2 − C1C4 − C5

x2 − C1
.

Обидва випадки приводять до лiнiйної комбiнацiї лiївських операторiв
рiвняння

u0 +4u = λu lnu, λ 6= 0. (60)

У випадку B1 = 0, як випливає з рiвняння (53), B = β(x0), а рiвняння
(54), (55) мають вигляд:

β̇ = −2a1β + 2a2, a0 +4a = −2aa1 + λa. (61)

Розв’язком першого рiвняння системи (61) є функцiя

a = ϕ(x0, ω) +
1
2
β̇x2, ω = x1 + βx2, (62)

де ϕ — довiльна гладка функцiя. Пiдставивши функцiю (62) в друге
рiвняння системи (61), пiсля розщеплення по змiннiй x2, отримаємо:

4β̇ϕω = λβ̇ − β̈,
ϕ0 + (1 + β2)ϕωω = −2ϕϕω + λϕ.

(63)

Розв’язок першого рiвняння системи (63) залежить вiд значення
функцiї β. Коли β̇ = 0, то B = β = λ1, λ1 — довiльна стала. Фор-
мула (62) при цьому має вигляд a = ϕ(x0, ω), ω = x1 + λ1x2 , де ϕ —
довiльний розв’язок другого рiвняння системи (63). Так як задане рiвня-
ння iнварiантне вiдносно поворотiв, то не втрачаючи загальностi можна
вважати λ1 = 0. Отже, рiвняння (60) є Q-умовно iнварiантним вiдносно
оператора Q = ∂1 + ϕ(x0, ω)u∂u, де ϕ — довiльний розв’язок другого
рiвняння системи (63), який наведено в пунктi 3 таблицi 2.
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При β 6= const розв’язком рiвняння (63) є функцiя

ϕ =
λβ̇ − β̈

4β̇
ω + γ(x0), (64)

де γ — довiльна гладка функцiя. Пiсля пiдстановки (64) в друге рiвняння
системи (63), отримаємо рiвняння: λβ̇− β̈ = 0, λγ− γ̇ = 0, розв’язавши
якi, з урахуванням формул (62), (64) одержимо

β = C1e
λx0 + C2, γ = C3e

λx0 , a = 1
2C1λe

λx0x2 + C3e
λx0 ,

де C1, C2, C3 — довiльнi сталi. Тому рiвняння (60) є iнварiантним вiдно-
сно оператора

Q = ∂1 + (C1e
λx0 + C2)∂2 +

[
1
2
C1λe

λx0x2 + C3λe
λx0

]
u∂u,

який є лiнiйною комбiнацiєю лiївських операторiв (пункт 8 табл. 1).

Якщо в останнє рiвняння визначальної системи з випадку 4 табли-
цi 4 пiдставити вираз b = 2BB1−B2

B2+1
(четверте рiвняння цiєї системи), то

одержимо умову λ = 0. Тому рiвняння euu0 + 4u = 0 є Q-умовно
iнварiантним вiдносно оператора

Q = ∂1 +B(~x)∂2 + 2
BB1 −B2

B2 + 1
∂u, (65)

де B — довiльна функцiя така, що 4B = 2BBaBa
B2+1

.

Лема 2. Оператор (65) є еквiвалентним оператору лiївської симетрiї
рiвняння euu0 +4u = 0.

Доведення. Достатньо довести iснування такої функцiї µ(~x) 6= 0, пiс-
ля домноження на яку оператор Q спiвпадає з лiївським оператором з
таблицi 1 (випадок 7). Пiсля замiни

B = tg w(~x)

оператор Q набуде вигляду

Q = ∂1 + tg w ∂2 + 2(w1 tg w − w2)∂u,

де w — довiльний розв’язок рiвняння 4w = 0.

Розглянемо оператор

Q′ = µ∂1 + µ tg w ∂2 + 2µ(w1 tg w − w2)∂u,
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для якого ξ1 = µ, ξ2 = µ tg w, η = 2µ(w1 tg w − w2). Пiдберемо
функцiю µ таким чином, щоб задовольнити систему ξ11 = ξ22 , ξ12 = −ξ21 ,
η = −2ξ11 , тобто

µ1 = µ2 tg w + µ
w2

cos2w
, −µ2 = µ1 tg w + µ

w1

cos2w
,

µ(w1 tg w − w2) = −µ1,

звiдки
µ1

µ
= w2 − w1 tg w,

µ2

µ
= −w1 − w2 tg w.

Ця система вiдносно функцiї µ сумiсна , оскiльки 4w = 0.

Лему 2 доведено.

Тому в випадку 3 загальнi розв’язки визначальної системи задають
тiльки оператори, що є еквiвалентнi лiївським.

Для п’ятого випадку, коли H = uk, k 6= 0, маємо рiвняння

uku0 +4u = λu, (66)

яке є Q-умовно iнварiантним вiдносно оператора

Q = ∂1 +B(~x)∂2 +
2(BB1 −B2)
k(B2 + 1)

u∂u, (67)

де B — довiльна функцiя, що задовольняє визначальну систему

4B =
2BBaBa

B2 + 1
+

4(2BB12 −B2B11 −B22)
k(B2 + 1)

− 8B1(BB1 −B2)
k(B2 + 1)

+

+
16B(BB1 −B2)2

k(B2 + 1)2
;

B14B + 2BaB1a +B4B1 −4B2 +
12B2BaBa(BB1 −B2)

(B2 + 1)2
−

−2(BB1 −B2)(B4B +BaBa) + 4BBa(B1Ba +BB1a −B2a)
B2 + 1

=
(68)

=
2(B1 +BB2)

B2 + 1
(B1B2 +BB12 −B22) + 2(BB1 −B2)

[
B2

1 +BB11−

−B12 − 2B3B1
(BB1 −B2)
(B2 + 1)2

]
− 4
k
(BB1 −B2)

[
B2

1 +BB11−

−B12 −
2BB1(BB1 −B2)

(B2 + 1)
− (BB1 −B2)2

(B2 + 1)2

]
− λk(BB1 −B2).

Розв’язки системи (68) задають Q-умовнi оператори iнварiантностi рiв-
няння (66), що є еквiвалентнi лiївським.

Теорему 4 доведено.



Q-умовна iнварiантнiсть нелiнiйних ... 69

6 Редукцiя рiвняння (2) за допомогою
Q-умовних операторiв.

Використаємо оператори наведенi в таблицi 2 для редукцiї вiдповiдних
рiвнянь вигляду (2) до диференцiальних рiвнянь з двома незалежними
змiнними. Кожен з цих випадкiв має свої цiкавi особливостi, тому буде
розглянутий окремо.

1. Для довiльної гладкої функцiї H = H(u) та довiльних сталих λ0, λ1,
λ2, (λ1, λ2) 6= (0, 0), рiвняння

Hu0 +4u = (λ1u+ λ2)(H + λ0) (69)

є Q-умовно iнварiантним вiдносно оператора Q = ∂0 + (λ1u+ λ2)∂u.

В залежностi вiд спiввiдношень мiж коефiцiєнтами λ1 та λ2 маємо
такi два нееквiвалентних випадки для побудови анзацiв:

1. λ1 6= 0, тому λ1 = 1, λ2 = 0 mod G∼: u = ex0ϕ(~x);

2. λ1 = 0, λ2 6= 0, тому λ2 = 1 mod G∼: u = x0 + ϕ(~x).
Тут ϕ = ϕ(~x) — нова невiдома функцiя.

В обох випадках пiсля пiдстановки анзацiв в рiвняння (69) отримаємо
редуковане рiвняння 4ϕ = λ0.

Отже, для цього випадку можемо пiдсумувати:

— це єдиний випадок для рiвнянь вигляду (2), коли нетривiальна Q-
умовна симетрiя є для класу рiвнянь з функцiональною довiльнiстю в
нелiнiйностi;

— вiн узагальнює стацiонарнi (λ1 = λ2 = 0) розв’язки, що є лiївськи-
ми;

— нелiнiйне рiвняння (69) для довiльної функцiї H редукується до
лiнiйного рiвняння, яке замiною ϕ → ϕ − λ0x

2
1/2 зводиться до (1+1)-

вимiрного рiвняння Лапласа.

2. Для довiльних сталих λ0, λ1, λ2 рiвняння

uu0 +4u = λ2u
2 + λ1u+ λ0

є Q-умовно iнварiантним вiдносно оператора Q = ∂0 + (λ2u− b(~x))∂u, де
b = b(~x) — довiльний розв’язок рiвняння 4b = b2 + λ1b+ λ2λ0.

В залежностi вiд значення λ2 отримуємо такi нееквiвалентнi анзаци
та редукованi рiвняння:
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1. λ2 6= 0, тому λ2 = 1 mod G∼: u = ex0ϕ(~x)+b(~x), 4ϕ = (λ1 +b)ϕ;

2. λ2 = 0: u = ϕ(~x)− b(~x)x0, 4ϕ = (λ1 + b)ϕ+ λ0.
Тут ϕ = ϕ(~x) — нова невiдома функцiя.

Побудованi анзаци допускають також iншу iнтерпретацiю. Якщо не
задавати a priori функцiю b як розв’язок рiвняння4b = b2+λ1b+λ2λ0, то
пiсля пiдстановки у вихiдне рiвняння побудованi вище анзаци приводять
до так званої антиредукцiї. А саме, пiсля розщеплення за змiнною x0 (од-
не) вихiдне рiвняння зводиться до системи двох рiвнянь вiдносно двох
нових невiдомих функцiй b та ϕ, якi однак залежать вiд меншої кiлькостi
змiнних порiвняно з старою невiдомою u.

3. Для будь-якого розв’язку a = a(x0, x1) рiвняння

a0 + a11 = −2aa1 + λa

оператор Q = ∂1 + a(x0, x1)u∂u є оператором Q-умовної iнварiантностi
рiвняння

u0 +4u = λu lnu, (70)

де λ — деяка ненульова стала.

Рiвняння на функцiю a за допомогою замiни Коула–Хопфа a =
(ln v)1 зводиться до (1+1)-вимiрного аналога рiвняння (70) вiдносно
функцiї v = v(x0, x1). А саме, можна вважати, що v задовольняє рiв-
няння

v0 + v11 = λv ln v. (71)

Використовуючи оператор Q, побудуємо анзац

u = v(x0, x1)ϕ(x0, x2), (72)

який редукує (70) до рiвняння

ϕ0 + ϕ22 = λϕ lnϕ. (73)

Пiдкреслимо, що (71) та (73) — це (1+1)-вимiрнi нелiнiйнi рiвняння теп-
лопровiдностi з тою ж нелiнiйнiстю, що й вихiдне рiвняння (70). Обидвi
функцiї v = v(x0, x1) та ϕ = ϕ(x0, x2) зберiгають залежнiсть вiд x0, тобто
анзац (72) визначає неповне роздiлення змiнних — тiльки за просторо-
вими змiнними.

Розв’язки (1+1)-вимiрного рiвняння (70) добре вивченi, їх знаход-
женню присвячено цiлу низку праць (див. посилання в [27]). Пiдставля-
ючи в анзац (72) вже вiдомi розв’язки (1+1)-вимiрного рiвняння, можна
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побудувати значну кiлькiсть точних розв’язкiв (1+2)-вимiрного рiвнян-
ня (70).

Зауваження. Неповне роздiлення змiнних, визначене анзацом (72), може
бути очевидно узагальнене на багатовимiрний випадок. А саме, зобра-
ження розв’язку u = u(x0, x1, . . . , xn) рiвняння (70), де 4 — n-вимiрний
оператор Лапласа, у виглядi u = u1u2 дає неповне роздiлення змiнних,
причому u1(x0, x1, . . . , xk) i u2(x0, xk+1, . . . , xn) задовольняють вiдповiд-
но k- i n− k-вимiрнi рiвняння вигляду (70).

7 Висновки

У данiй роботi розв’язано задачу знаходження Q-умовних операторiв
iнварiантностi (1+2)-вимiрних рiвнянь реакцiї – дифузiї.

З основних результатiв, отриманих в данiй роботi, випливають нас-
тупнi висновки:

1. Реалiзовано задачу повного опису операторiв (4), вiдносно яких
за умови H 6= 0, рiвняння (2) є Q-умовно iнварiантним вiдносно
одновимiрної множини операторiв. Результати розв’язання пред-
ставлено в таблицi 2.

2. Проведено Q-умовну редукцiю рангу один для рiвняння (2), побу-
довано анзаци та знайдено вiдповiднi редукованi рiвняння.

3. Знайдено новi множини двох операторiв Q-умовної симетрiї (1+2)-
вимiрного рiвняння теплопровiдностi (1), якi використано для по-
будови анзацiв, проведення редукцiї до звичайних диференцiаль-
них рiвнянь та знаходження класiв його точних розв’язкiв. Це дає
змогу отримувати точнi розв’язки (1+2)-вимiрного рiвняння теп-
лопровiдностi, якi не можна отримати стандартним методом Лi.

Виражаю щиру подяку Сєрову Миколi Iвановичу та Поповичу Рома-
ну Омеляновичу за цiннi зауваження пiд час обговорення результатiв
дослiджень.
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Q-conditional invariant operators of a class of (1+2)-dimensional nonli-
near reaction – diffusion equations are described completely. The symmetries
are used for finding exact solutions of the equations under considerations.


