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Розглядається механiчна система, яка описує плоскi обертання
небесного тiла, що рухається по елiптичнiй орбiтi, вiдносно його
центра мас. Показано, що кiлькiсть субгармонiк у збуренiй систе-
мi оцiнюється знизу функцiєю, пропорцiйною квадрату логарифма
екцентриситету при прямуваннi цього параметра до нуля.

1 Вступ

Розглядаємо механiчну систему з лагранжiаном [1]

L (t, u, u̇; ε) = (1 + ε cos t)2
[

(u̇)2

2
+ 2u̇

]
− λ (1 + ε cos t) sin2u

2
, (1)

яка описує плоскi обертання небесного тiла, що рухається по елiптичнiй
орбiтi, вiдносно його центра мас. Тут ε – ексцентриситет орбiти (0 6
ε < 1), λ := 3 (A− C)/B, A, B, C – головнi моменти iнерцiї тiла, за
незалежну змiнну t взято iстинну аномалiю. Вiдомо, що |λ| 6 3.
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Вихiдна система пiсля введення канонiчних координат ”дiя-кут”
(I, φ| mod 2π) набуває вигляду гамiльтонової системи з пiвтора сту-
пенями вiльностi з 2π-перiодичним за часом гамiльтонiаном вигляду
H (I) + εh (I, φ, t; ε).

Ця система є зручною для розробки методiв дослiдження особливо-
стей задач небесної механiки. Проте вона не настiльки вивчена i дослi-
джена, як, наприклад, система, що описує коливання маятника. Крiм то-
го, всi попереднi дослiдження даної системи стосувалися переважно опи-
су та вивчення властивостей її розв’язкiв (стiйкостi та єдиностi розв’яз-
кiв [2], граничних сiмейств розв’язкiв при певних спiввiдношеннях па-
раметрiв системи [3], [1]), дослiдження областей можливих рухiв [4],
чисельного обчислення деяких класiв розв’язкiв [5]. Однак залишало-
ся вiдкритим питання про кiлькiсть перiодичних розв’язкiв у збуренiй
системi, якi одночасно iснують при заданому достатньо малому значен-
нi параметра збурення. Слiд зазначити, що це питання пов’язано з так
званим явищем буферностi, яке означає, що при пiдходящiй мализнi па-
раметра збурення та при фiксованих iнших параметрах можна досягти
iснування в системi будь-якої наперед заданої кiлькостi експоненцiйно
стiйких перiодичних розв’язкiв [6].

Мета даної роботи полягає у знаходженнi залежностi кiлькостi пе-
рiодичних розв’язкiв зазначеної системи з перiодами, кратними 2π, вiд
параметра ε при ε→ 0 та в отриманнi нижнiх оцiнок для кiлькостi збу-
рених субгармонiк у такiй системi.

Основним iнструментом для отримання оцiнок служить наведена в
пунктi 2 теорема, яка встановлює умови iснування перiодичних розв’яз-
кiв, що зберiгаються при руйнуваннi iндивiдуального резонансного ци-
клу незбуреної системи. У пунктi 3 встановлюються оцiнки для двох
випадкiв:
1) випадок, коли перiодичнi розв’язки породжуються тими резонансни-
ми значеннями змiнної дiї, для яких H (I) < λ; цей випадок вiдповiдає
ситуацiї, коли супутник коливається вiдносно своєї осi, але не здiйснює
повних обертiв;
2) випадок, коли перiодичнi розв’язки породжуються тими резонансни-
ми значеннями змiнної дiї, для яких H (I) > λ; вiдповiднi перiодичнi
розв’язки описують синхронiзованi обертання супутника.

У пунктi 4 наводиться декiлька допомiжних оцiнок для похiдних елi-
птичних функцiй за обома змiнними та оцiнки для похiдної елiптичного
iнтеграла.
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2 Ультрасубгармонiки близької до iнтегровної
системи з пiвтора ступенями вiльностi та 2π-
перiодичним за часом гамiльтонiаном

Розглядаємо двовимiрну автономну гамiльтонову систему, яка зазнає ма-
лого неавтономного 2π-перiодичного за часом збурення.

Запишемо збурену систему в змiнних дiя-кут (I, φ |mod2π ) [7]:{
İ = −µ2h′φ (t, I, φ; µ) ,
φ̇ = H ′ (I) + µ2h′I (t, I, φ; µ) ,

(2)

де µ — малий додатний параметр.

Будемо припускати, що функцiї H(I), h(t, I, φ; µ) задовольняють та-
кi умови:
(H1): H(·) ∈ C2 ((I∗, I∗) 7→ R), h(·, ·, ·; µ) ∈ C2 (R× (I∗, I∗)× R 7→ R),
причому функцiя h(t, I, φ; µ) є 2π -перiодичною щодо змiнних t, φ, а
незбурений гамiльтонiан невироджений в тому сенсi, що H ′′(I) 6= 0 для
всiх I ∈ (I∗, I∗);
(H2): для рацiонального числа p/q з областi значень функцiї H ′(I) i
значення змiнної дiї Ip/q такого, що H ′(Ip/q) = p/q, так звана ультрасу-
бгармонiчна функцiя Пуанкаре

Pq/p(ψ) := − 1
2πq

∫ 2πq

0
h′φ

(
t, Ip/q,

p

q
t+ ψ; 0

)
dt

знакозмiнна, а отже, виконується нерiвнiсть

ηp/q := min
{

max
ψ∈[0,2π]

Pp/q(ψ),− min
ψ∈[0,2π]

Pp/q(ψ)
}
> 0.

При µ = 0 лiнiя рiвня I = Ip/q складається з початкових значень 2πq-
перiодичних розв’язкiв незбуреної системи, якi мають вигляд I = Ip/q,
φ = p

q t + φ0 (φ0 – довiльна стала) i називаються (q/p)-ультрасубгармо-
нiками.

Розв’язки збуреної системи (1), якi мають вигляд I = Ip/q +
+µy(t;µ), φ = p

q t + ψ(t;µ), де y(t;µ), ψ(t;µ) – 2πq-перiодичнi що-
до часу функцiї, називаються збуреними (q/p)-ультрасубгармонiками
(q-субгармонiками, якщо p = 1).
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Далi, припустимо, що для деякого δ = δp/q > 0 точка Ip/q разом зi
своїм замкненим δ-околом належить (I∗, I∗). Уведемо позначення

Dp/q := [0; 2π]×
{
I ∈ R :

∣∣I − Ip/q
∣∣ 6 δ

}
× [0; 2π],

|H ′′|−p/q := min
|I−Ip/q|6δ

|H ′′ (I)| , |H ′′|+p/q := max
|I−Ip/q|6δ

|H ′′ (I)| ,

|h′φ|p/q := max
Dp/q

|h′φ(t, I, φ; 0)| , |h′I |p/q := max
Dp/q

|h′I(t, I, φ; 0)| ,

(3)

∣∣h′′φI ∣∣p/q := max
Dp/q

∣∣h′′φI (t, I, φ; 0)
∣∣ , ∣∣h′′φφ∣∣p/q := max

Dp/q

∣∣h′′φφ(t, Ip/q, φ; 0)
∣∣ .

Далi визначимо

νp/q :=
2πq

[
|H ′′|+p/q + |H ′′|−p/q

]
|h′φ|p/q + |h′I |p/q

|H ′′|−p/q
, (4)

κp/q :=
[
2πq

∣∣H ′′∣∣−
p/q

∣∣h′′φφ∣∣p/q +
∣∣h′′φI ∣∣p/q] νp/q + 2πq

∣∣h′′φφ∣∣p/q∣∣h′I ∣∣p/q. (5)

Теорема 1. Припустимо, що система (2) задовольняє умови (H1),
(H2). Тодi, якщо справджуються нерiвностi

0 < δp/q < min
{
Ip/q − I∗, I

∗ − Ip/q
}

та

min
{
δp/q

νp/q
,
ηp/q

κp/q

}
> µ2, (6)

де νp/q, κp/q визначенi формулами (4), (5), то iснує принаймнi 2q збу-
рених (q/p)-ультрасубгармонiк системи (2).

Ця теорема доводиться на основi теореми про iснування T -
перiодичного розв’язку T -перiодичної системи, близької до гамiльтоно-
вої, яку слiд розглядати як деяку модифiкацiю вiдомих результатiв про
перiодичнi розв’язки неавтономних систем, встановлених на основi гео-
метричних принципiв [8–11].

Теорема 1 встановлює умови iснування перiодичних розв’язкiв, що
зберiгаються при руйнуваннi iндивiдуального резонансного циклу не-
збуреної системи. На вiдмiну вiд класичних результатiв Пуанкаре в нiй
вiдсутня умова простоти коренiв функцiї Pq/p(ψ). Замiсть цього вимага-
ється лише, щоб зазначена функцiя не була тотожно нульовою.
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3 Задача про плоскi обертання небесного тiла,
яке рухається по елiптичнiй орбiтi

Повернемося до розгляду описаної вище механiчної системи з лагранжi-
аном (1). Надалi дослiджуватимемо випадок, коли параметр λ набуває
додатних значень.

Пiсля замiни
v = ∂L

∂u̇ = (1 + εcos t)2 (u̇+ 2) , v → v + 2
дiстаємо систему з гамiльтонiаном

H =
v2

2
+ λsin2u

2
+ εcos t

[
v2

2
+ λsin2u

2
− 3v2

2
− 4v

]
+ ε2η (t, ε)

[
v2 + 4v

]
,

де

η (t, ε) :=
3 + 2εcos t

2(1 + εcos t)2
cos2t.

Надалi вважатимемо, що 0 < ε 6 1
4 . Легко показати, що при цих

значеннях ексцентриситету справджуються нерiвностi∣∣∣∣32 cos t− εη (t, ε)
∣∣∣∣ 6 37

18
, |cos t− εη (t, ε)| 6 14

9
, (7)

якi будуть використанi в подальшому. Уведемо до розгляду незбурений
гамiльтонiан H|ε=0 := H = v2

2 + λsin2 u
2 . У фазовому просторi незбуреної

системи видiлимо двi областi:

D1 := {(u, v) : H (u, v) < λ} , D2 := {(u, v) : H (u, v) > λ} .

Випадок 1. Незбурена система розглядається в областi D1. Цей ви-
падок вiдповiдає ситуацiї, коли супутник коливається вiдносно своєї осi,
але не здiйснює повних обертiв.

Область D1 розшаровується замкненими лiнiями рiвня H = z, де
числа z пробiгають iнтервал (0, λ). У цiй областi природно вводяться
змiннi ”дiя-кут”. Позначивши через Π (z) площу фiгури, обмеженої лi-
нiєю H = z, змiнну дiї вводимо за формулою [7]:

I =
1
2π

∮ √
2
(
z − λsin2

θ

2

)
dθ =

Π (z)
2π

=
2
√

2
π

umax∫
0

√
z − λsin2

θ

2
dθ,
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де

umax = 2arcsin
(√

z

λ

)
.

Тодi залежнiсть незбуреного гамiльтонiана вiд змiнної дiї визначає-
ться так

H (I) = Π−1 (2πI) . (8)

Кутова змiнна вводиться за формулою

φ =
∂

∂I

u∫
0

√
2
(
z − λsin2 s

2

)
ds = H ′ (I)

u∫
0

ds√
2z − λsin2 s

2

=

= H ′ (I)

√
2
z

u/2∫
0

dθ√
1− λ

z sin
2θ
.

Звiдси знаходимо вирази вихiдних змiнних u, v через змiннi дiя-кут:

u = 2am

(√
H (I)

2
φ

H ′ (I)
,

λ

H (I)

)
,

v =
√

2z

√
1− λ

z
sin2u

2
=
√

2H (I) dn

(√
H (I)

2
φ

H ′ (I)
,

λ

H (I)

)
.

Скориставшись дiйсним перетворенням Якобi, маємо

v = V (I, φ) :=
√

2H (I) cn

(√
λ

2
φ

H ′ (I)
,
H (I)
λ

)
,

де cn (u, m) – елiптичний косинус. У введених змiнних (I, φ) збурений
гамiльтонiан набуває вигляду

H = H (I) + µ2h (t, I, φ; µ) , (µ :=
√
ε),

де H (I) визначається формулою (8), а

h (t, I, φ; µ) = cos tH (I)−

−
(

3
2
cos t− µ2η

(
t, µ2

))
V 2 (I, φ)− 4

(
cos t− µ2η

(
t, µ2

))
V (I, φ) .
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Оскiльки пiдiнтегральна функцiя у формулi змiнної дiї при θ = umax

перетворюється на 0, то

1 = H ′ (I)
√

2
π

umax∫
0

dθ√
z − λsin2 θ

2

.

Замiна θ = θ(s) = 2arcsin
(
s
√
z/λ

)
зводить цю рiвнiсть до

1
H ′(I)

=
2
√

2
π

√
z

λ

1∫
0

ds√
(z − zs2) (1− s2z/λ)

=
2
π

√
2
λ
K

(
H (I)
λ

)
,

де K (m) – повний елiптичний iнтеграл першого роду.

Отже, маємо тотожностi

H ′(I) =
π
√
λ

2
√

2K (H (I)/λ)
, (9)

H ′′(I) = −πH
′ (I)K ′ (H (I)/λ)

2
√

2λK2 (H (I)/λ)
= −π

2K ′ (H (I)/λ)
8K3 (H (I)/λ)

.

Тому, якщо покласти m = m (I) := H(I)/λ, дiстанемо

v = V (I, φ) :=
√

2mλ cn
(

2K (m)
π

φ, m

)
.

Лема 1. Нехай m = m (I) = H(I)/λ < 1, де λ визначено ранiше. Тодi
при всiх φ ∈ [0; 2π] справджуються нерiвностi

∣∣V ′φ∣∣ 6 2
√

2λ
π

K (m) ,
∣∣V ′′φφ∣∣ 6 4

√
2λ
π2

K2 (m) ,

∣∣V ′I ∣∣ 6 3π
2K (m)

√
m (1−m)

,
∣∣V ′′φI ∣∣ 6 4√

m (1−m)
.

Доведення. Позначимо 2K(m)
π φ = x. Тодi скориставшись формулами по-

хiдних елiптичних функцiй, елiптичного iнтеграла та нерiвностями, на-
веденими в пунктi 4, оцiнимо похiднi функцiї v = V (I, φ):∣∣∣∣∂V (I, φ)

∂φ

∣∣∣∣ 6 2
√

2mλK (m)
π

|sn (x, m) dn (x, m)| 6 2
√

2λ
π

K (m) ;
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∣∣∣∣∂2V (I, φ)
∂φ2

∣∣∣∣ 6 √
2λm

4K2 (m)
π2

∣∣dn2 (x, m)−msn2 (x, m)
∣∣ 6 4

√
2λ
π2

K2 (m) ;

∣∣∣∣∂V (I, φ)
∂I

∣∣∣∣ 6 ∣∣m′∣∣√ λ

2m
|cn (x, m)|+

+
√

2λm
(∣∣cn′x (x, m)

∣∣ 2K ′ (m) |φ| |m′|
π

+
∣∣cn′m (x, m)

∣∣ ∣∣m′∣∣) 6

6
3π

2K (m)
√
m (1−m)

;

∂2V (I, φ)
∂I∂φ

=
∂

∂φ

{
m′
√

λ

2m
cn (x, m) +

+
√

2λm
(

cn′x (x, m)
2K ′ (m)

π
φm′ + cn′m (x, m)m′

)}
=

=
√
m

[
1

2m
cn′x (x, m) +

K ′ (m)
K (m)

cn′x (x, m) +

+4cn′′xx (x, m)K ′ (m) + cn′′xm (x, m)
]
.

Враховуючи оцiнки з пункту 4, остаточно отримуємо∣∣∣∣∂2V (I, φ)
∂φ∂I

∣∣∣∣ 6 √
m

[
1

2m
+

1
2 (1−m)

+
4

2 (1−m)
+

3
2 (1−m)

]
=

=
1 + 7m

2
√
m (1−m)

6
4√

m (1−m)
.

Тепер легко оцiнити частиннi похiднi функцiї h(t, I, φ; µ), якi
фiгурують в (3), використовуючи нерiвностi (7) i вважаючи, що
m ∈ [0, 5; 1):

|h′I | 6

[
231

√
2λ+ 336

]
π

36
√
m (1−m)K (m)

, |h′φ| 6

[
74
√

2λ+ 112
]√

2λ

9π
K (m) ,

|h′′φI | 6
21
√

2λ+ 16√
m (1−m)

, |h′′φφ| 6 K2 (m)
48λ+ 16

√
2λ

π2
.

(10)
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Для застосування теореми 1 залишилося оцiнити ηp/q. Зробимо це за
допомогою функцiї Пуанкаре

Pp/q (ψ) := − 1
2πq

2πq∫
0

h′ψ

(
t, Ip/q

p

q
t+ ψ

)
dt = −h̄′ψ

(
Ip/q, ψ

)
.

Оскiльки з наведеного нижче твердження випливає, що функцiя Пу-
анкаре вiдмiнна вiд нуля лише для p = 1, то надалi йтиметься лише про
субгармонiки.

Твердження 1. Якщо p = 1, то функцiю Пуанкаре можна подати у
виглядi

P1/q(ψ) = η1/q(λ) sin qψ.

При цьому, якщо q ≥ 2
√

2K(1/2)/(π
√
λ), то справджуються нерiвностi

16 · e2
√

2/λ

1 + e4
√

2/λ
6 η1/q(λ) 6

24eπ
√

1/2λ

eπ
√

2/λ − 1
. (11)

Якщо ж p 6= 1, то P1/q(ψ) = 0.

Доведення. Скориставшись розвиненнями в ряд Фур’є функцiй [12]
cn
(

2K(m)
π φ, m

)
, cn2

(
2K(m)
π φ, m

)
, маємо:

V
(
Ip/q, φ

)
= 8

p

q

∞∑
n=0

q∗
n+ 1

2

1 + q∗2n+1
cos (2n+ 1)φ,

V 2
(
Ip/q, φ

)
= A0 + 32

p2

q2

∞∑
n=1

nq∗
n

1− q∗2n
cos 2nφ,

де A0 – деяка стала, а

q∗ = exp

(
−π

K
(
1−m

(
Ip/q

))
K
(
m
(
Ip/q

)) )
= exp

(
−p
q

2
√

2√
λ
K
(
1−m

(
Ip/q

)))
.

Тодi

h̄
(
Ip/q, ψ

)
= − 1

2π

2π∫
0

cos
(
qs− q

p
ψ

)
f (s) ds,
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де

f (s) :=
3
2
A0 + 48

p2

q2

∞∑
n=1

nq∗
n

1− q∗2n
cos 2nps+

+32
p

q

∞∑
n=0

q
n+ 1

2
∗

1 + q2n+1
∗

cos (2n+ 1) ps.

Тепер розпишемо

cos
(
qs− qψ

p

)
= cos qs cos

qψ

p
+ sin qs sin

qψ

p

i зауважимо, що наступнi iнтеграли рiвнi нулю:

1
2π

sin
qψ

p

2π∫
0

f(s) sin qs ds = 0,
1
2π

cos
qψ

p

2π∫
0

3
2
A0 cos qs ds = 0.

Оскiльки q∗ < 1, то вiдповiднi ряди збiжнi i можемо змiнити порядок
iнтегрування i пiдсумовування:

h̄
(
Ip/q, ψ

)
= −24

π

p2

q2
cos

qψ

p

∞∑
n=1

 nq∗
n

1− q∗2n

2π∫
0

cos qs cos 2nps ds

−
−16
π

p

q
cos

qψ

p

∞∑
n=0

 q
n+ 1

2
∗

1 + q2n+1
∗

2π∫
0

cos qs cos (2n+ 1) ps ds

.
Оскiльки p i q – взаємно простi, то iнтеграли пiд сумами будуть вiд-

мiнними вiд нуля тiльки при p = 1 i в цьому випадку функцiя h̄
(
I1/q, ψ

)
зображується формулою

h̄
(
I1/q, ψ

)
=


−16
q

q
q/2
∗

1 + qq∗
cos (qψ) , q = 1 (mod 2),

−24
q

q
q/2
∗

1− qq∗
cos (qψ) , q = 0 (mod 2).

З огляду на означення q∗, остаточно маємо

h̄
(
I1/q, ψ

)
=


−16
q

exp (r∗)
1 + exp (2r∗)

cos (qψ) , q = 1 (mod 2),

−24
q

exp (r∗)
1− exp (2r∗)

cos (qψ) , q = 0 (mod 2).
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де

r∗ = −
√

2
λ
K
(
1−m

(
I1/q

))
.

Для резонансного значення змiнної дiї I1/q такого, щоH ′ (I1/q) = 1/q,
виконується умова

K
(
m
(
I1/q

))
=
π

2

√
λ

2
q. (12)

А з урахуванням обмеження знизу на q, яке фiгурує в умовi леми,
справджується нерiвнiсть

1/2 6 m
(
I1/q

)
< 1.

Зауважимо, що при m ∈ [0, 5; 1) кожна з функцiй K(m)
√
m(1 − m),

K3(m)(1 − m),
√
m(1 − m) монотонно спадає до нуля, причому π

2 <
K(1−m) < 2. Тому ми можемо ввести вiдповiдним чином послiдовнiсть
θ1/q (λ), щоб подати функцiю h̄(I1/q, ψ) у виглядi

h̄
(
I1/q, ψ

)
= −

θ1/q (λ)
q

cos qψ.

Неважко бачити, що

16e2
√

2/λ

1 + e4
√

2/λ
6 θ1/q 6

24eπ
√

1/2λ

eπ
√

2/λ − 1
.

Отже, функцiя Пуанкаре має вигляд P1/q (ψ) = θ1/q (λ) sin qψ i, таким
чином, η1/q (λ) = θ1/q (λ) .

Тепер покажемо, як можна вибрати число δ1/q, яке фiгурує в умовах
теореми 1. На певний час замiсть рацiональної частоти 1/q незбуреної
субгармонiки розглядатимемо додатне число ω з областi значень функцiї
H ′(I). Через Iω позначимо таке значення дiї, що H ′ (Iω) = ω.

Лема 2. Нехай 0 < ω < π
√
λ

4
√

2K(1/2)
. Покладемо δω := λ

2ω (1−mω), де
mω := m(Iω) := H(Iω)/λ. Тодi промiжок [Iω − δω, Iω + δω] належить
областi визначення функцiї H(I).

Доведення. Насамперед зауважимо, що для будь-якого числа ω, яке за-
довольняє умову леми, число 2ω належить областi значень функцiїH ′(I)
i при цьому m(I2ω) > 1/2.
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Згiдно розвинення 17.3.33 [13], якщо 1/2 6 m′ 6 m′′ < 1, то, як
неважко перевiрити,

K(m′′)−K(m′) 6
3
5

ln
1−m′

1−m′′ + 6 · 10−5.

Тодi
1−m′

1−m′′ > exp
[
5
3
(K(m′′)−K(m′))− 10−4

]
. (13)

Далi покладемо ω′′ = ω/(1 + ξω), ω′ = ω/(1− ξω), ξ > 0, де ξ – додатне
число, для якого ξω < 1/2, i, отже, 2ω/3 < ω′′ < ω < ω′ < 2ω. Очевидно,
що Iω′ < Iω < Iω′′ . З (12) та з оцiнки (13) маємо

1−mω

1−mω′′
> exp

[
5π
√
λ

6
√

2

(
1
ω′′

− 1
ω

)
− 10−4

]
,

1−mω′

1−mω
> exp

[
5π
√
λ

6
√

2

(
1
ω
− 1
ω′

)
− 10−4

]
.

Якщо покласти ξ = 6
√

2
(
ln 2 + 10−4

)
/(5π

√
λ), то неважко перевiрити,

що нерiвнiсть ξω < 1/2 є наслiдком обмеження на ω в умовi леми. Тодi

1−mω

1−mω′′
> exp

[
5π
√
λ

6
√

2

(
1
ω′′

− 1
ω

)
− 10−4

]
= 2,

1−mω′

1−mω
> exp

[
5π
√
λ

6
√

2

(
1
ω
− 1
ω′

)
− 10−4

]
= 2.

(14)

З нерiвностi ω1 (Iω1 − Iω2) 6 H (Iω1) − H (Iω2) 6 ω2 (Iω1 − Iω2) , яка
справджується для довiльних ω1 ≤ ω2 з областi значень H ′(I), випливає

ω′′ (Iω′′ − Iω) 6 λ (mω′′ −mω) 6 ω (Iω′′ − Iω) ,
ω (Iω − Iω′) 6 λ (mω −mω′) 6 ω′ (Iω − Iω′) .

Звiдси з урахуванням (14) дiстанемо нерiвностi

(Iω′′ − Iω) >
λ

ω
(mω′′ −mω) =

λ

ω
(1−mω − (1−mω′′)) >

λ

2ω
(1−mω) ,

(Iω − Iω′) >
λ

ω′
(mω −mω′) =

λ

ω′
(1−mω′ − (1−mω)) >

λ

2ω
(1−mω) .

Отже, визначене у формулюваннi леми число δω має властивiсть
[Iω − δω, Iω + δω] ⊂ [Iω′ , Iω′′ ].
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Якщо I − δω 6 I 6 I + δω, то виконуються наступнi нерiвностi

1−m (I) 6 1−mω+mω−m (Iω − δω) 6 1−mω+
ω′δω
λ

6 2 (1−mω) , (15)

1−m (I) > 1−mω+mω−m (Iω + δω) > 1−mω−
ωδω
λ

=
1
2

(1−mω) . (16)

Використавши (15), (16), дiстанемо оцiнки для частинних похiдних
функцiї h(t, I, φ; µ), якi фiгурують в теоремi 1 пункту 2. Насамперед
зауважимо, що

π2

24K3(m(I))(1−m(I))
6
∣∣H ′′(I)

∣∣ = π2K ′(m(I))
8K3(m(I))

6

6
π2

16K3(m(I))(1−m(I))
.

Враховуючи те, що функцiя K3(m)(1−m) монотонно спадна на (0; 1) та
нерiвнiсть (15), одержуємо

∣∣H ′′∣∣+
ω

6
π2

16K3 (m (Iω + δω)) (1−m (Iω + δω))
6

6
π2

8K3 (m (Iω)) (1−m (Iω))
.

З (9) маємо

K(mω) =
π
√
λ

2
√

2ω
. (17)

Отже, ∣∣H ′′∣∣+
ω

6
2
√

2ω3

πλ3/2(1−mω)
.

Аналогiчно

∣∣H ′′∣∣−
ω

>
π2

24K3 (m (Iω − δω)) (1−m (Iω − δω))
>

>
π2

48K3 (mω) (1−mω)
>

√
2ω3

3πλ3/2 (1−mω)
.
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Далi для оцiнки (10) використовуємо, що m ∈ [0, 5; 1), оцiнку (17) та
нерiвнiсть (15). Знаходимо:

∣∣h′I ∣∣ω 6

[
231

√
2λ+ 336

]
π

36
√

1/2 (1−m (Iω + δω))K (m (Iω + δω))
6

6
2
√

2
[
231

√
2λ+ 336

]
π

36 (1−mω)K (mω)
6

c1 (λ)ω
(1−mω)

,

∣∣h′φ∣∣ω 6

[
74
√

2λ+ 112
]√

2λ

9π
K (mω′′) 6

6

[
74
√

2λ+ 112
]√

2λ

9π
π
√
λ

2
√

2ω
3
2

6
c2 (λ)
ω

,

∣∣h′′φI ∣∣ω 6
21
√

2λ+ 16√
1/2 (1−m (Iω + δω))

6

[
21
√

2λ+ 16
]
2
√

2

(1−mω)
=

c3 (λ)
1−mω

,

∣∣h′′φφ∣∣ω 6 K2 (mω′′)
48λ+ 16

√
2λ

π2
6
c4 (λ)
ω2

,

де

c1 (λ) =
4
[
231

√
2λ+ 336

]
19
√
λ

, c2 (λ) =

[
37
√

2λ+ 66
]
λ

6
,

c3 (λ) = 84
√
λ+ 32

√
2, c4 (λ) =

[
27λ2 + 54λ

√
2λ
]

2
.

Тепер легко вказати такi незалежнi вiд ω додатнi c5 (λ) , c6 (λ), що
величини (4), (5) задовольнятимуть нерiвностi

νω =
2π
ω

[
|H ′′|+ω
|H ′′|−ω

+ 1

] ∣∣h′φ∣∣ω +
|Ψ|ω
|H ′′|−ω

6
c5 (λ)
ω2

,

κω :=
[
2π
ω

∣∣H ′′∣∣−
ω

∣∣h′′ϕϕ∣∣ω +
∣∣h′′ϕI ∣∣ω] νω +

2π
ω

∣∣h′′ϕϕ∣∣ω∣∣h′I ∣∣ω 6
c6 (λ)

ω2 (1−mω)
,

а саме, можна покласти

c5 (λ) = 14πc2 (λ) +
3πλ3/2c1 (λ)√

2
,

c6 (λ) =
2
√

2c4 (λ) c5 (λ)
3λ3/2

+ c3 (λ) c5 (λ) + 2πc4 (λ) c1 (λ) .
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Отже, при ω = 1/q для виконання нерiвностi (6) з теореми 1 достатньо,
щоб

min
{

λ

2ωc5 (λ)
,

θω
c6 (λ)

}
(1−mω)ω2 > µ2.

Використаємо оцiнку (11) для θω i також вiзьмемо до уваги умову, яку
було накладено на ω в лемi 2. Тодi, поклавши

c (λ) = min

2
√

2λK(1/2)
π · c5 (λ)

,
16 · e2

√
2/λ

c6 (λ)
(
1 + e4

√
2/λ
)
 ,

з нерiвностi (1−mω)ω2 > µ2/c(λ) дiстаємо спiввiдношення

ln
1

1−mω
− 2 lnω < ln

c(λ)
µ2

.

Врахувавши нерiвнiсть − ln (1−m) 6 2K(m) − 8/3, яка випливає з
розвинення 17.3.33 [13], дiстаємо умову:

π
√
λ√

2ω
− 2lnω < ln

c (λ)
µ2

.

У нашому випадку ω = 1/q, а отже

π
√
λ√
2
q + 2 ln q < ln

c(λ)
µ2

+
8
3
.

Визначимо функцiю Q(µ;λ) як корiнь вiдносно x рiвняння

π
√
λ√
2
x+ 2 lnx = ln

c(λ)
µ2

+
8
3
, x > 1. (18)

Неважко бачити що ця функцiя має асимптотику

Q(µ;λ) ∼
√

2
π
√
λ

ln
1
µ2
, µ→ 0.

Пiдсумком наведених вище мiркувань є такий результат.

Теорема 2. У випадку 1 для кожного µ такого, що

Q (µ; λ) >
4
√

2λK(1/2)
π

,
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i для кожного натурального q, яке задовольняє умову

4
√

2λK(1/2)
π

< q < Q (µ, λ) ,

iснує 2q збурених субгармонiк перiоду 2πq.

Зауважимо, що оскiльки ln q < 3q/8 при q > 1, то

Q(µ;λ) >

(
4
√

2
4π
√
λ+ 3

√
2

)(
ln
c(λ)
µ2

+
8
3

)
.

Випадок 2. Розглянемо збурену систему в областi D2 :=
{(u, v) : H (u, v) > λ}. Тепер вiдповiднi перiодичнi розв’язки описують
синхронiзованi обертання супутника.

В областi D2 твiрна функцiя переходу до змiнних ”дiя-кут” має ви-
гляд

S (I, u) =

u∫
0

√
2
(
z − λsin2

θ

2

)
dθ.

Тодi змiнну дiї вводимо за формулою

I =
1
2π

2π∫
0

√
2
(
z − λsin2

θ

2

)
dθ. (19)

Якщо позначити Π2π (z) =
2π∫
0

√
2
(
z − λsin2 θ

2

)
dθ, то

H (I) = Π−1
2π (2πI) . (20)

Кутову змiнну вводимо наступним чином

φ =
∂S

∂I
=

∂

∂I

u∫
0

√
2
(
z − λsin2

s

2

)
ds =

dz

dI

u∫
0

ds√
2z − λsin2 s

2

або

φ = H ′ (I)

√
2
z

u/2∫
0

dθ√
1− λ

z sin
2θ
.
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Звiдси визначаємо обернену функцiю u = U (I, φ) i знаходимо вираз
координати v у змiнних ”дiя-кут”:

v =
∂S (I, u)

∂u
|u=U(I, φ) =

√
2
(
z − λsin2

u

2

)
|u=U(I, φ) =: V (I, φ) .

Отже,

u = 2am
(√

H(I)
2

φ
H′(I) ,

λ
H(I)

)
, v =

√
2H(I) dn

(√
H(I)

2
φ

H′(I) ,
λ

H(I)

)
.

Зауважимо, що елiптична функцiя dn(x,m) має дiйсний перiод
2K (m), а тому √

H(I)
2

π

H ′ (I)
= K

(
λ

H(I)

)
.

Поклавши m = m (I) := λ/H (I), дiстанемо

v = V (I, φ) :=

√
2λ
m

dn
(
K (m)
π

φ, m

)
.

Добре вiдомо, що функцiя U (I, φ) − φ має перiод 2π. Таким чином,
ми будемо отримувати розв’язки u у виглядi суми лiнiйної функцiї (p/q)t
i 2πq-перiодичної функцiї, якщо шукатимемо 2πq-перiодичнi розв’язки
системи з гамiльтонiаном

H = H (I) + µ2h (t, I, φ; µ) , µ :=
√
ε,

де H (I) визначається формулою (20), а

h (t, I, φ; µ) = H(I) cos t−

−
(

3
2

cos t− µ2η
(
t, µ2

))
V 2 (I, φ)− 4

(
cos t− µ2η

(
t, µ2

))
V (I, φ) .

Скориставшись формулами похiдних елiптичних функцiй та не-
рiвностями, наведеними в пунктi 4, легко дiстанемо оцiнки для
похiдних функцiї h(t, I, φ; µ), якi фiгурують в (3), вважаючи, що
m ∈ [0, 5; 1):

∣∣h′I ∣∣ 6
[
93
√

2λ+ 140
]
π

√
m (1−m)K (m)

,
∣∣h′φ∣∣ 6 74λ+ 56

√
2λ

9π
K (m) ,

∣∣h′′φI ∣∣ 6 33
√

2λ+ 24
2 (1−m)

,
∣∣h′′φφ∣∣ 6 K2 (m)

12λ+ 4
√

2λ
π2

.

Для застосування теореми 1 з пункту 2 оцiнимо ηp/q.
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Твердження 2. Якщо p = 1, то функцiю Пуанкаре можна подати у
виглядi P1/q(ψ) = η1/q(λ) sin qψ. При цьому, якщо q ≥ K(1/2)/(π

√
λ), то

справджуються нерiвностi

θ∗ (λ) 6 θ1/q (λ) 6 θ∗ (λ) , (21)

де θ∗ (λ) , θ∗ (λ) – деякi додатнi числа, якi визначаються в процесi дове-
дення. Якщо ж p 6= 1, то P1/q(ψ) = 0.

Доведення. Скориставшись розвиненнями в ряд Фур’є функцiй
dn
(
K(m)
π φ, m

)
, dn2

(
K(m)
π φ, m

)
, дiстанемо

V
(
Ip/q, φ

)
=
p

q
+ 4

p

q

∞∑
n=1

q∗
n

1 + q∗2n
cos 2nφ,

V 2
(
Ip/q, φ

)
= A0 + 8

p2

q2

∞∑
n=1

nq∗
n

1− q∗2n
cosnφ,

де A0 – деяка стала, а

q∗ = exp

(
−π

K
(
1−m

(
Ip/q

))
K
(
m
(
Ip/q

)) )
= exp

(
−p
q

2
√

2√
λ
K
(
1−m

(
Ip/q

)))
.

З урахуванням того, що p i q – взаємно простi, функцiя h̄
(
Ip/q, ψ

)
буде вiдмiнна вiд 0 лише при p = 1 i в цьому випадку зображується
формулою

h̄
(
I1/q, ψ

)
=


−6
q

exp (2r∗)
1− exp (4r∗)

cos (qψ) , q = 1 (mod 2),

−8
q

exp (r∗)
1 + exp (2r∗)

cos (qψ) , q = 0 (mod 2).

де

r∗ = −
√

2m
(
I1/q

)
K
(
1−m

(
I1/q

))/(
2
√
λ
)
.

Позначимо через I1/q резонансне значення змiнної дiї, для якого
H ′ (I1/q) = 1/q, що еквiвалентно умовi

K
(
m1/q

)
= πq

√
λ

2m
(
I1/q

) ,



Оцiнка кiлькостi збурених субгармонiк... 39

де m1/q := m
(
I1/q

)
.

Обмеження на q знизу в умовi твердження має наслiдком нерiвнiсть
m1/q ≥ 1/2. Зауважимо, що π

2 < K(1 − m) < 2 для всiх m ∈ [0, 5; 1).
Тому ми можемо ввести вiдповiдним чином послiдовнiсть θ1/q (λ), щоб
подати функцiю h̄(I1/q, ψ) у виглядi

h̄
(
I1/q, ψ

)
= −

θ1/q (λ)
q

cos qψ.

Можна показати, що θ∗(λ) ≤ θ1/q(λ) ≤ θ∗(λ), де

θ∗(λ) := max

 6 exp
(
K(1/2)/

√
λ
)

exp
(
2K(1/2)/

√
λ
)
− 1

,
8 exp

(
K(1/2)/

√
4λ
)

exp
(
K(1/2)/

√
λ
)

+ 1

 ,

θ∗(λ) := min

 6 exp
(
π/
√

2λ
)

exp
(
2π/

√
2λ
)
− 1

,
8 exp

(
π/
√

8λ
)

exp
(
π/
√

2λ
)

+ 1

 .

Отже, функцiя Пуанкаре має вигляд P1/q (ψ) = θ1/q (λ) sin qψ i,
таким чином, η1/q (λ) = θ1/q (λ).

Тепер виберемо δω, як у лемi 2, тобто покладемо δω = λ
2ω (1−mω),

однак тепер mω := m (Iω) := λ/H(Iω). Можна показати, що у випадку 2
аналог цiєї леми має мiсце при обмеженнi

ω ≤ π
√
λ

2K(1/2)
. (22)

Аналогiчно знаходимо оцiнки для величин (4), (5):

νω 6
c̃5 (λ)
ω2

, κp/q 6
c̃6 (λ)

ω2 (1−mω)
,

де
c̃5 (λ) =

[
12
√

2 + 2
]
πc̃2 (λ) + 12πλ3/2c̃1 (λ) ,

c̃6 (λ) =
c̃4 (λ) c̃5 (λ)

6λ3/2
+ c̃3 (λ) c̃5 (λ) + 2πc̃4 (λ) c̃1 (λ) ,

а c̃1 (λ) , c̃2 (λ) , c̃3 (λ) , c̃4 (λ) — аналоги вiдповiдних констант випадку
1, якi фiгурують в оцiнках норм функцiй з (3).
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Отже, нерiвнiсть (6) з теореми 1 набуває вигляду:

min
{

λ

2ωc̃5 (λ)
,

θω
c̃6 (λ)

}
(1−mω)ω2 > µ2.

Використаємо для θω оцiнку (21), а також умову (22). Тодi маємо

min

{√
λK(1/2)
πc̃5 (λ)

,
θ∗

c̃6 (λ)

}
= c̃ (λ) ,

а отже,

(1−mω)ω2 >
µ2

c̃(λ)
, ln

1
1−mω

− 2 lnω < ln
c̃(λ)
µ2

.

Визначимо тепер Q̃(µ;λ) з рiвняння (18), в якому c(λ) замiнено на
c̃(λ). Подальшi мiркування, якi повнiстю аналогiчнi попередньому ви-
падку, приводять до такого результату.

Теорема 3. У випадку 2 для кожного µ, що виконується нерiвнiсть
Q̃ (µ; λ) > 2K(1/2)/(π

√
λ) i для кожного натурального q, яке задоволь-

няє умову
2K(1/2)
π
√
λ

< q < Q̃ (µ, λ) ,

iснує 2q субгармонiк перiоду 2πq.

4 Допомiжнi оцiнки елiптичних функцiй

Формули похiдних елiптичних функцiй sn(x, m), cn(x, m), dn(x, m) за
змiнною x загальновiдомi [13]. Наведемо декiлька оцiнок похiдних цих
функцiй за змiнною m та мiшаних похiдних. Здиференцiювавши тото-
жнiсть

x =

sn(x,m)∫
0

ds√
(1− s2) (1−ms2)

за змiнною m, знайдемо ∂sn(x,m)
∂m i оцiнимо цю похiдну:

∣∣∣∣∂ sn (x, m)
∂m

∣∣∣∣ = |cn (x, m)| |dn (x, m)|
sn(x,m)∫

0

s2ds

2
√

1− s2(1−ms2)3/2
6
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6

1∫
0

sds

2
√

1− s2(1−ms2)3/2
=

1
2 (1−m)

.

Аналогiчно з

x =

cn(x,m)∫
1

ds√
(1− s2) (1−m (1− s2))

дiстаємо оцiнку∣∣∣∣∂cn (x, m)
∂m

∣∣∣∣ = 1
2
|sn (x, m)| |dn (x, m)|

1∫
−1

√
1− s2ds

(1−m+ms2)3/2
6

≤ 1
2

1∫
−1

ds

(1−m+ms2)3/2
=

1
1−m

.

Нарештi, з рiвностi dn (x, m) =
√

1−m sn2 (x, m) знаходимо

∂ dn (x, m)
∂m

=
−sn2 (x, m)− 2msn (x, m) sn′m (x, m)

2
√

1−msn2 (x, m)
.

Вiдомо [14], що
√

1−m < |dn (x, m)| < 1. Тодi∣∣∣∣∂ dn (x, m)
∂m

∣∣∣∣ 6
∣∣sn2 (x, m)

∣∣
2 |dn (x, m)|

+

1∫
0

sds

2
√

1− s(1−ms2)3/2
×

×2m |sn (x, m)| |cn (x, m)| |dn (x, m)|
2 |dn (x, m)|

6

6
1

2 |dn (x, m)|
+

m

2 (1−m)
=
√

1−m+m

2 (1−m)
<

1
1−m

.

Знайдемо оцiнки мiшаних похiдних∣∣∣∣∂2cn (x, m)
∂x∂m

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∂sn (x, m)
∂m

∣∣∣∣ |dn (x, m)|+

+ |sn (x, m)|
∣∣∣∣∂ dn (x, m)

∂m

∣∣∣∣ 6 3
2 (1−m)

.

Аналогiчно, оскiльки

∂ dn (x, m)
∂x

= −msn (x, m) cn (x, m) ,
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тодi ∣∣∣∣∂2 dn (x, m)
∂x∂m

∣∣∣∣ = |sn (x, m)| |cn (x, m)|+

+m
∣∣∣∣∂sn (x, m)

∂m

∣∣∣∣ |cn (x, m)|+m |sn (x, m)|
∣∣∣∣∂ cn (x, m)

∂m

∣∣∣∣ 6
6 1 +

m

2 (1−m)
+

m

(1−m)
6

3
2 (1−m)

.

Легко бачити також, що∣∣∣∣∂2cn (x, m)
∂x2

∣∣∣∣ 6 1,
∣∣∣∣∂2 dn (x, m)

∂x2

∣∣∣∣ 6 m.

Для похiдних повного елiптичного iнтеграла

K (m) :=

1∫
0

ds√
(1−ms2) (1− s2)

справджуються оцiнки:

dK (m)
dm

=
1
2

1∫
0

s2dt
√

1− s2 (1−ms2)3/2
6

6
1
2

1∫
0

sds
√

1− s2 (1−ms2)3/2
=

1
2 (1−m)

,

dK (m)
dm

=
1
2

1∫
0

s2dt
√

1− s2 (1−ms2)3/2
>

>
1
2

1∫
0

s2ds
√

1− s3 (1−ms3)3/2
=

1
3 (1−m)

.

5 Висновки

В роботi дослiджено задачу про кiлькiсть субгармонiк у збуренiй систе-
мi. З отриманих результатiв, враховуючи асиптотичну поведiнку фун-
кцiй Q(µ;λ), Q̃(µ;λ), випливає, що при прямуваннi малого параметра
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збурення ε до нуля число збурених субгармонiк системи зростатиме не
повiльнiше, нiж O

(
ln2 (1/ε)

)
. Ця оцiнка справедлива як для випадку, ко-

ли перiодичнi розв’язки описують синхронiзованi обертання супутника,
так i для випадку, коли супутник коливається вiдносно своєї осi, але не
здiйснює повних обертiв.
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ESTIMATION OF QUANTITY OF PERTURBED
SUBHARMONICS IN THE PROBLEM OF PLAIN

MOTION OF CELESTIAL BODY ON ELLIPTIC ORBIT

Yuliya VAKAL

Kyiv National Taras Shevchenko University
60, Volodymyrska Str., Kyiv 01601
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We consider a mechanical system which describes plain motion of a
celestial body about its mass centre on an elliptic orbit around the attracting
centre. It is shown that the number of subharmonics in the perturbed system
is estimated from below by a function which is proportional to square of
logarithm of orbit’s eccentricity when this parameter tends to zero.


