
Математичний вiсник НТШ т. 6, 2009 p. 261
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Встановлено достатнi умови розв’язностi нелiнiйного iнтеграль-
ного рiвняння Вольтерри з полярним ядром у вагових L1 - про-
сторах функцiй iз точковими особливостями. Дослiджено характер
особливостей розв’язку цього рiвняння.

Узагальненi крайовi задачi для напiвлiнiйних елiптичних та парабо-
лiчних рiвнянь можна вивчати шляхом зведення їх до нелiнiйних iнте-
гральних рiвнянь у вагових L1 - просторах з ядрами – функцiями Ґрiна
(див., наприклад, [3, 7, 8, 9] та бiблiографiю в [5]).

У данiй статтi методом нерухомої точки вивчено нелiнiйне iнтеграль-
не рiвняння Вольтерри з полярним ядром у ваговому L1- просторi з
вагою порядку функцiї distk((x, t), P̂ ) при dist((x, t), P̂ ) → 0, k ∈ R. До-
слiджено характер точкових степеневих особливостей розв’язку цього
рiвняння – доведено iснування розв’язку рiвняння у спецiальних пiд-
просторах вагового L1 - простору.

ТОЧКОВI ОСОБЛИВОСТI РОЗВ’ЯЗКУ НЕЛIНIЙНОГО IНТЕГРАЛЬ-
НОГО РIВНЯННЯ ВОЛЬТЕРРИ

Нехай n ∈ N, Ω – обмежена область в Rn з межею S = ∂Ω класу C∞,
Q = Ω× (0, T ], 0 < T < +∞. Використовуватимемо позначення:
||x− y|| – евклiдова вiдстань в Rn; P = (x, t), M = (y, τ), P̂ = (x̂, t̂),
d(x, t; y, τ) = |PM | = (||x− y||2 + |t− τ |) 1

2 – параболiчна вiдстань в Rn+1;
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η – мультиiндекс з компонентами (η1, ..., ηn), ηi ∈ Z+, i = 1, n,
|η| = η1 + ... + ηn – довжина мультиiндексу η, Dη ≡ Dη

x = ∂|η|
∂x

η1
1 ·...·∂xηn

n
.

Нехай ε0 > 0 – таке задане число, що паралельна до S поверхня Sε0 є з
класу C∞ та надалi вважатимемо, що ε0 ≤ 1. Через �̃(σ) позначатимемо
нескiнченно диференцiйовну невiд’ємну функцiю, яка має порядок σ при
σ → 0 та володiє властивiстю M

′
1 σ ≤ �̃(σ) ≤M

′
2 σ, де M

′
1, M

′
2 – додатнi

сталi.

При довiльнiй фiксованiй точцi P̂ ∈ Q введемо функцiю

�0(P, P̂ ) =

{
�̃(|PP̂ |), |PP̂ | < ε0

2 ,

1, |PP̂ | ≥ ε0,
0 < �0(P, P̂ ) ≤ 1, P ∈ Q.

При k ∈ R введемо функцiйний простiр
Mk(Q, P̂ ) = {v : ||v; P̂ ||k =

∫
Q

�k
0(x, t, x̂, t̂)|v(x, t)| dxdt < +∞}.

Нехай Mk,C(Q, P̂ ) = {v ∈ Mk(Q, P̂ ) : ||v; P̂ ||k ≤ C} – куля радiуса
C в просторi Mk(Q, P̂ ),

(Hv)(x, t) =

t∫
0

dτ

∫
Ω

K(x, t; y, τ)F0(y, τ, v(y, τ)) dy, (x, t) ∈ Q,

H1v = Hv + h0,

де K(x, t; y, τ)((x, t; y, τ) ∈ Q×Q) – ядро оператора H, що має такi вла-
стивостi:
1) K(x, t; y, τ) = 0 при t < τ ;
2) K(x, t; y, τ) при (x, t) �= (y, τ) має похiднi до порядку s + n + 2, а в
околi дiагоналi (x, t) = (y, τ) разом iз своїми похiдними має такi оцiнки:
| ∂η0

∂τη0 Dη
yK(x, t; y, τ)| ≤ C η, η0 [d(x, t; y, τ)]s−|η|−2η0 , де −n − 2 < s < 0,

|η|+ 2η0 < s + n + 2, C η, η0 – додатнi сталi;
3) для довiльних η, |η| < s + n + 2, −n− 2 < s < 0 iснують додатнi сталi
C̃η такi, що

∫
Q

|Dη
xK(x, t; y, τ)| dxdt ≤ C̃η для довiльних (y, τ) ∈ Q,

функцiя F0(x, t, v) визначена в Q × (−∞, +∞), функцiя h0 визначена в
Q.

Прикладом ядра K є функцiя Ґрiна першої крайової задачi для рiв-
няння теплопровiдностi при s = −n, n ≥ 1.

Використовуватимемо таку властивiсть ядра K [1, 4, 6]:
Нехай (x̂, t̂) ∈ Q, −n− 2 < r < 0, −n− 2 < s < 0, |η|+2η0 < s+n+2.
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Тодi
| ∂

η0

∂tη0
Dη

x

∫
Q

K(x, t; y, τ)�r
0(y, τ, x̂, t̂) dydτ | ≤

≤ L̂1 η, η0 max{[�0(x, t, x̂, t̂)]r+2+n+s−|η|−2η0 , 1} ∀(x, t) ∈ Q; (A1)

| ∂η0

∂τη0
Dη

y

∫
Q

K(x, t; y, τ)�r
0(x, t, x̂, t̂) dxdt| ≤

≤ L1 η, η0 max{[�0(y, τ, x̂, t̂)]r+2+n+s−|η|−2η0 , 1} ∀(y, τ) ∈ Q. (A2)

У просторiMk(Q, P̂ ) при k > −n− 2 розглянемо iнтегральне рiвня-
ння

v = H1v. (1)

Введемо позначення: g̃ k(x, t; y, τ)
def
= �k

0(x, t, x̂, t̂) · K(x, t; y, τ).

Лема 1. Нехай −n− 2 < s < 0, k > −n− s− 2. Тодi для довiльного
ε > 0 iснує δ = δ(ε) > 0 таке, що для довiльної пiдобластi V ⊂ Q,
мiра якої m(V ) менша за δ, i будь-якої точки (y, τ) ∈ Q виконується
нерiвнiсть ∫

V

|g̃ k(x, t; y, τ)| dxdt < ε.

Доведення. Доведення леми проводимо роздiляючи особливостi
функцiї g̃ k(x, t; y, τ).

Нехай (x̂, t̂) – довiльна фiксована точка Q, σ ∈ (0, 1) – яке-небудь
число. Далi позначатимемо через Cj , j = 1, 21 – додатнi сталi.

1.Нехай точка (y, τ) ∈ Q така, що ||y − x̂|| < σ√
2
, |τ − t̂| < σ2

2 .

Якщо ||x− x̂|| < σ√
2
, |t− t̂| < σ2

2 , то ||x− y|| ≤ ||x− x̂||+ ||y− x̂|| < 2σ√
2
,

|t− τ | < σ2, а тодi у випадку k ≥ 0

I 1
1 (y, τ, σ) =

∫
V ∩{(x,t)∈Q: ||x−x̂||< σ√

2
, |t−t̂|< σ2

2
}

|g̃ k(x, t; y, τ)| dxdt ≤

≤ C1σ
k

∫
V ∩{(x,t)∈Q: ||x−y||< 2σ√

2
, |t−τ |<σ2}

|K(x, t; y, τ)| dxdt ≤
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≤ C2σ
k

∫
V ∩{(x,t)∈Q: ||x−y||< 2σ√

2
, |t−τ |<σ2}

|MP |s dxdt ≤ C3σ
k+s+n+2

(остання нерiвнiсть випливає iз [4]).
У випадку −n− s− 2 < k < 0 та m(V ) < σn+2 матимемо

I 1
2 (y, τ, σ) =

∫
V ∩{(x,t)∈Q: ||x−y||< σ

2
√

2
, |t−τ |< σ2

8
}

|g̃ k(x, t; y, τ)| dxdt+

+
∫

V ∩{(x,t)∈ Q: ||x−y||≥ σ
2
√

2
, |t−τ |≥σ2

8 ;

||x−x̂||< σ
2
√

2
, |t−t̂|< σ2

8 }

|g̃ k(x, t; y, τ)| dxdt+

+
∫

V ∩{(x,t)∈ Q: ||x−y||≥ σ
2
√

2
, |t−τ |≥σ2

8 ;

σ
2
√

2
≤||x−x̂||< σ√

2
, σ2

8 ≤|t−t̂|< σ2
2 }

|g̃ k(x, t; y, τ)| dxdt. (2)

Зробимо замiну змiнних у другому доданку iнтеграла I 1
2 (y, τ, σ):

xi = x̂i + ξiσ, i = 1, n, t = t̂ + ξn+1σ
2. У нових змiнних

P = ξ = (ξ1, . . . , ξn, ξn+1), |ξ| =
√

ξ2
1 + ... + ξ2

n + ξn+1 =
√
||ξ||2 + |ξn+1|,

|PP̂ | = σ · |ξ|, dxdt = σn+2dξdξn+1. Тодi∫
V ∩{(x,t)∈ Q: ||x−y||≥ σ

2
√

2
, |t−τ |≥σ2

8 ;

||x−x̂||< σ
2
√

2
, |t−t̂|< σ2

8 }

|g̃ k(x, t; y, τ)| dxdt ≤ C4 · σk+n+s+2×

×
∫

{(ξ,ξn+1):||ξ||< 1
2
√

2
, |ξn+1|< 1

8
}

|ξ|k dξdξn+1 ≤ C5 · σk+n+s+2, (3)

де збiжнiсть iнтеграла випливає з формули 3 [11, с. 588].
Отже, при m(V ) < σn+2 та −n− s−2 < k < 0 iз (2) та (3) одержуємо

I 1
2 (y, τ, σ) ≤ C6(σk+s+n+2 + σk+s+n+2 + σk+sm(V )) < C7σ

k+s+n+2.

За заданим ε > 0 вибравши σ < min{
(

ε
C3

) 1
k+n+s+2 ;

(
ε

C7

) 1
k+n+s+2 ; 1},

для точки (y, τ) ∈ Q, такої, що ||y− x̂|| < σ√
2
, |τ− t̂| < σ2

2 та m(V ) < σn+2,
матимемо I 1(y, τ, σ) = I 1

1 (y, τ, σ) + I 1
2 (y, τ, σ) < ε

2 .
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2.Для точки (y, τ) ∈ Q, такої, що ||y − x̂|| < σ√
2
, |τ − t̂| < σ2

2 , подiбно
знаходимо

I 2(y, τ, σ) =
∫

V ∩{(x,t)∈Q: ||x−x̂||≥ σ√
2
, |t−t̂|≥σ2

2
}

|g̃ k(x, t; y, τ)| dxdt ≤

≤
∫

V ∩{(x,t)∈ Q: ||x−x̂||≥ σ√
2

, |t−t̂|≥σ2
2 ;

||x−y||< σ
2
√

2
, |t−τ |< σ2

8 }

|g̃ k(x, t; y, τ)| dxdt+

+
∫

V ∩{(x,t)∈ Q: ||x−x̂||≥ σ√
2

, |t−t̂|≥σ2
2 ;

||x−y||≥ σ
2
√

2
, |t−τ |≥σ2

8 }

|g̃ k(x, t; y, τ)| dxdt ≤

≤

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
C8(σs+n+2 + σsm(V )) ≤ C9σ

s+n+2 при k ≥ 0 та m(V ) < σn+2;

C10(σkσs+n+2 + σkσsm(V )) ≤ C11σ
k+s+n+2

при − s− n− 2 < k < 0 та m(V ) < σn+2.

За заданим ε > 0, вибравши σ < min{
(

ε
C9

) 1
k+n+s+2 ;

(
ε

C11

) 1
k+n+s+2 ; 1},

для точки (y, τ) ∈ Q, такої, що ||y− x̂|| < σ√
2
, |τ− t̂| < σ2

2 та m(V ) < σn+2,
в двох випадках матимемо I 2(y, τ, σ) < ε

2 .
Отже, для довiльного ε > 0 iснує

σ < min{
(

ε
C3

) 1
k+n+s+2 ;

(
ε

C7

) 1
k+n+s+2 ;

(
ε

C9

) 1
k+n+s+2 ;

(
ε

C11

) 1
k+n+s+2 ; 1}, та-

ке, що для довiльної пiдобластi V ⊂ Q, такої, що m(V ) < σn+2, для
довiльних (y, τ) ∈ Q з ||y − x̂|| < σ√

2
i |τ − t̂| < σ2

2 виконується

I(y, τ, σ) = I 1(y, τ, σ) + I 2(y, τ, σ) < ε.

3.Для точки (y, τ) ∈ Q, такої, що ||y − x̂|| ≥ σ√
2
, |τ − t̂| ≥ σ2

2 , розгля-
немо

J (y, τ, σ) = J 1(y, τ, σ) + J 2(y, τ, σ) =

=
∫

V ∩{(x,t)∈Q: ||x−y||< σ
2
√

2
, |t−τ |< σ2

8
}

|g̃ k(x, t; y, τ)| dxdt+
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+
∫

V ∩{(x,t)∈Q: ||x−y||≥ σ
2
√

2
, |t−τ |≥σ2

8
}

|g̃ k(x, t; y, τ)| dxdt.

При ||y−x̂|| ≥ σ√
2
, |τ−t̂| ≥ σ2

2 та ||x−y|| < σ
2
√

2
, |t−τ | < σ2

8 виконується
||x− x̂|| ≥ ||y − x̂|| − ||x− y|| > σ√

2
− σ

2
√

2
= σ

2
√

2
,

|t− t̂| ≥ |τ − t̂| − |t− τ | > σ2

2 − σ2

8 = 3σ2

8 . Тодi

J 1(y, τ, σ) ≤

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

C12 · σk
∫

V ∩{(x,t)∈Q: ||x−y||< σ
2
√

2
, |t−τ |< σ2

8
}
|MP |s dxdt ≤

≤ C13σ
k+s+n+2 при − s− n− 2 < k < 0;

C14

∫
V ∩{(x,t)∈Q: ||x−y||< σ

2
√

2
, |t−τ |< σ2

8
}
|MP |s dxdt ≤

≤ C15σ
s+n+2 при k ≥ 0.

Розглянемо

J 2(y, τ, σ) ≤ C16σ
s
[ ∫

V ∩{(x,t)∈ Q: ||x−y||≥ σ
2
√

2
, |t−τ |≥σ2

8 ;

||x−x̂||< σ
2
√

2
, |t−t̂|< σ2

8 }

�k
0(x, t, x̂, t̂) dxdt+

+
∫

V ∩{(x,t)∈ Q: ||x−y||≥ σ
2
√

2
, |t−τ |≥σ2

8 ;

||x−x̂||≥ σ
2
√

2
, |t−t̂|≥σ2

8 }

�k
0(x, t, x̂, t̂) dxdt

]
≤

≤

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
C17(σk+s+n+2 + σk+sm(V )) < C18σ

k+s+n+2

при − s− n− 2 < k < 0 та m(V ) < σn+2;

C19σ
s(σkm(V ) + m(V )) < C20σ

s+n+2(σk + 1) < C21σ
s+n+2

при k ≥ 0 та m(V ) < σn+2.

Отже, для довiльного ε > 0 iснує

σ < min{
(

ε
C13

) 1
k+s+n+2 ;

(
ε

C15

) 1
k+s+n+2 ;

(
ε

C18

) 1
k+s+n+2 ;

(
ε

C21

) 1
k+s+n+2 ; 1} та-

ке, що для довiльної пiдобластi V ⊂ Q такої, що m(V ) < σn+2, для
довiльних (y, τ) ∈ Q, ||y − x̂|| ≥ σ√

2
, |τ − t̂| ≥ σ2

2 виконується

J (y, τ, σ) = J 1(y, τ, σ) + J 2(y, τ, σ) < ε.
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Лема 2. Нехай −n − 2 < s < 0, k > −n − s − 2, функцiя F0 при
деякому C > 0 задовольняє умови:

1) iснує стала K1 > 0, така, що для довiльних v ∈Mk,C(Q, P̂ )∫
Q

|F0(y, τ, v(y, τ))| dydτ ≤ K1;

2) iснує неперервна, монотонно неспадна, додатна на (0, +∞) фун-
кцiя ψC(z), z ∈ [0, +∞), така, що ψC(0) = 0 та для довiльних
v, w ∈Mk,C(Q, P̂ )∫

Q

|F0(y, τ, v(y, τ))− F0(y, τ, w(y, τ))| dydτ ≤ ψC(||v − w; P̂ ||k).

Тодi оператор H є цiлком неперервним на Mk,C(Q, P̂ ).
Доведення леми проводимо подiбно до доведення леми 4 у [9] та з

використанням леми 1.

Теорема 1. Нехай −n− 2 < s < 0, k > −n− s− 2, h0 ∈ Mk(Q, P̂ ),
функцiя F0 задовольняє умови: iснує стала C0 > 0 така, що для довiль-
ної сталої C > C0 та для довiльних v, w ∈Mk,C(Q, P̂ )∫

Q

|F0(y, τ, v(y, τ))| dydτ ≤ ϕ(C), (4)

∫
Q

|F0(y, τ, v(y, τ))− F0(y, τ, w(y, τ))| dydτ ≤ ψC(||v − w; P̂ ||k), (5)

де функцiї ϕ(z) та ψC(z), z ∈ [0, +∞), – неперервнi, монотонно неспа-
днi, додатнi на (0, +∞), ϕ(z)

z → 0 при z → +∞, ψC(0) = 0.
Тодi iснує розв’язок iнтегрального рiвняння (1) в Mk(Q, P̂ ).

Нехай −n−2 < s < 0, k > −s−n−2, κ ∈ L∞(Q), sup
(x,t)∈Q

|κ(x, t)| = κ̂,

функцiя f0(x, t, v) визначена в Q× (−∞, +∞),∫
Q

|f0(y, τ, v(y, τ))| dydτ < +∞ ∀v ∈Mk(Q, P̂ ) (6)
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та iснує стала K2 > 0 така, що для довiльних v, w ∈Mk(Q, P̂ )∫
Q

|f0(y, τ, v(y, τ))− f0(y, τ, w(y, τ))| dydτ ≤ K2||v − w; P̂ ||k. (7)

Тодi iснує стала κ0 > 0 така, що при κ̂ < κ0 iнтегральне рiвнян-
ня (1) з функцiєю F0(x, t, v) = κ(x, t) · f0(x, t, v) однозначно розв’язне у
просторi Mk(Q, P̂ ). У цьому випадку оператор H1 є стисним.

Зауважимо, що стала κ0 залежить вiд сталих K2 та де L
′
0 – стала з

властивостi (A2) ядра K при |η|+ 2η0 = 0, а саме κ0 = 1

K2L
′
0

.

Зауваження 1. За умов щодо функцiї ϕ(z) в теоремi 1 для довiль-
них додатних сталих C

′
1, C

′
2 iснує стала C

′
3 > 0 така, що

C
′
1 + C

′
2ϕ(C) < C при C > C

′
3.

Функцiя ϕ(z) = K̂1z
μ, μ ∈ (0, 1), де K̂1 = const > 0, задовольняє умову

теореми 1.
Доведення теореми 1. Використаємо теоремуШаудера [10, с. 291].
1) Покажемо, що H1 вiдображає Mk,C(Q, P̂ ) на свою частину.
При v ∈Mk(Q, P̂ )

||H1v; P̂ ||k =
∫
Q

�k
0(x, t, x̂, t̂)|(H1v)(x, t)| dxdt ≤ ||Hv; P̂ ||k + ||h0; P̂ ||k ≤

≤
∫
Q

�k
0(x, t, x̂, t̂)

( t∫
0

dτ

∫
Ω

|K(x, t; y, τ)|·|F0(y, τ, v(y, τ))| dy
)

dxdt+||h0; P̂ ||k.

Розглянемо
T∫

0

∫
Ω

|F0(y, τ, v(y, τ))|
( T∫

τ

dt

∫
Ω

�k
0(x, t, x̂, t̂)|K(x, t; y, τ)| dx

)
dydτ. (8)

За властивiстю (A2) ядра K оцiнюємо внутрiшнiй iнтеграл. Iз (4) випли-
ває скiнченiсть (8), а за теоремою Фубiнi – скiнченiсть ||Hv; P̂ ||k. Оскiль-
ки h0 ∈ Mk(Q, P̂ ), то iснує додатна стала C

′
= ||h0; P̂ ||k. Тодi за умови

(4) та за властивостями функцiї ϕ для довiльних v ∈Mk,C(Q, P̂ ) та всiх
C > C0 одержуємо ||H1v; P̂ ||k ≤ L

′
0ϕ(||v; P̂ ||k) + C

′ ≤ L
′
0ϕ(C) + C

′
< C.

Отож, випуклу замкнену обмежену пiдмножину Mk,C(Q, P̂ ) простору
Mk(Q, P̂ ) оператор H1 вiдображає в себе.



Точковi степеневi особливостi розв’язку... 269

Якщо ж виконується (6), то ||H1v; P̂ ||k < +∞ при всiх v ∈Mk(Q, P̂ )
(оператор H1 дiє iз простору Mk(Q, P̂ ) в себе).

2) Так як �k
0 · h0 ∈ L1(Q) при h0 ∈ Mk(Q, P̂ ), то за теоремою про

неперервнiсть в цiлому функцiї з L1(Q) ([12, с. 21]) одержуємо: для до-
вiльного ε > 0 iснує δ

′′
= δ

′′
(ε) > 0 таке, що для довiльних (z, z0) ∈ Rn+1,

||z|| < δ
′′ , |z0| < δ

′′∫
Q

|�k
0(x + z, t + z0, x̂, t̂) · h0(x + z, t + z0) − �k

0(x, t, x̂, t̂) · h0(x, t)| dxdt < ε.

Звiдси та з леми 2 одержуємо, що H1 є цiлком неперервним оператором
наMk,C(Q, P̂ ).

За умови (7) при k > −n− 2 матимемо

||H1v −H1w; P̂ ||k ≤L
′
0K2κ̂||v − w; P̂ ||k ∀v, w ∈Mk(Q, P̂ ).

За умови L
′
0K2κ̂ < 1 одержуємо, що оператор H1 є стисним, а отже,

одержуємо не тiльки iснування, але i єдинiсть розв’язку iнтегрального
рiвняння (1) в Mk(Q, P̂ ).

Наслiдок 1. Нехай −n− 2 < s < 0, k > −n− s− 2, h0 ∈Mk(Q, P̂ ),
F0(x, t, v) = |v|q. Тодi для всiх q ∈ (0, min{ n+2

k+n+2 ; 1}) iснує розв’язок
рiвняння (1) у просторi Mk(Q, P̂ ).

Доведення. Достатньо переконатися, що функцiя F0(x, t, v) = |v|q
задовольняє умови теореми 1. Застосовуючи нерiвнiсть Гельдера, оцiни-
мо ∫

Q

|v(y, τ)|q dydτ =
∫
Q

�kq
0 (y, τ, x̂, t̂)�−kq

0 (y, τ, x̂, t̂) · |v(y, τ)|q dydτ =

=
∫
Q

(�k
0(y, τ, x̂, t̂) · |v(y, τ)|)q[�0(y, τ, x̂, t̂)]−kq dydτ ≤

≤ (||v; P̂ ||k)q
(∫

Q

[�0(y, τ, x̂, t̂)]
−kq
1−q dydτ

)1−q
.

Iнтеграл в останнiй рiвностi збiгається при −kq
1−q > −n−2, а отже, при

всiх q ∈ (0, min{ n+2
k+n+2 ; 1}) функцiя F0 задовольняє умову (4).

Використовуючи формулу |aμ − bμ| ≤ |a− b|μ при a, b > 0, μ ∈ (0, 1)
та нерiвнiсть Гельдера, оцiнюємо∫
Q

||v(y, τ)|q−|w(y, τ)|q| dydτ ≤ (||v−w; P̂ ||k)q
(∫

Q

[�0(y, τ, x̂, t̂)]
−kq
1−q dydτ

)1−q
,
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де iнтеграл збiгається при q ∈ (0, min{ n+2
k+n+2 ; 1}). Отже, виконується

умова (5).
Якщо q вiдоме, то наслiдок 1 можна сформулювати по-iншому (отри-

мати простори Mk(Q, P̂ ), для яких iснує розв’язок u ∈ Mk(Q, P̂ ) рiв-
няння (1)): якщо −n−2 < s < 0, q ∈ (0, 1), h0 ∈Mk(Q, P̂ ), −n−s−2 <
< k < −(n + 2) + n+2

q , то iснує розв’язок u ∈Mk(Q, P̂ ) рiвняння (1).

Зауваження 2. При −n− 2 < s < 0 умова наслiдку 1 щодо q рiвно-
значна наступному:
q ∈ (0, 1) для −s− n− 2 < k < 0,
q ∈ (0, n+2

k+n+2) для k ≥ 0.

ХАРАКТЕР ТОЧКОВИХ СТЕПЕНЕВИХ ОСОБЛИВОСТЕЙ РОЗВ’ЯЗ-
КУ НЕЛIНIЙНОГО IНТЕГРАЛЬНОГО РIВНЯННЯ ВОЛЬТЕРРИ

Для довiльної фiксованої точки P̂ = (x̂, t̂) ∈ Q та α ∈ R− ∪ {0} введемо
функцiйний простiр:
M̃α(Q, P̂ ) = {v ∈ C(Q \ {P̂}) : �−α

0 (y, τ, x̂, t̂)v(y, τ) ∈ C(Q)
(||v; P̂ || ′α = sup

(y,τ)∈Q

�−α
0 (y, τ, x̂, t̂)|v(y, τ)| < +∞)}.

Оскiльки при v ∈ M̃α(Q, P̂ ) та k + α > −n− 2 виконується

||v; P̂ ||k =
∫
Q

�k
0(M, P̂ )|v(y, τ)| dydτ ≤ Ĉ

∫
Q

�k
0(M, P̂ )[�0(M, P̂ )]α dydτ ≤

≤ Ĉ

∫
{M : |MP̂ |<ε0}

[�0(M, P̂ )]k+α dydτ + Ĉ

∫
{M : |MP̂ |>ε0}

dydτ < +∞,

то M̃α(Q, P̂ ) ⊂Mk(Q, P̂ ) при k > −α− n− 2, де Ĉ – додатна стала.

Нехай M̃
α, C̃

(Q, P̂ ) = {v ∈ M̃α(Q, P̂ ) : ||v; P̂ || ′α ≤ C̃} – замкнена

куля радiуса C̃ у просторi M̃α(Q, P̂ ).
Нехай h0 ∈ M̃l(Q, P̂ ), де l ∈ R. Iз зробленого зауваження випливає,

що h0 ∈Mk(Q, P̂ ) при k > −l − n− 2.

Розглянемо iнтегральне рiвняння

v(x, t) =

t∫
0

dτ

∫
Ω

κ(y, τ)K(x, t; y, τ)|v(y, τ)|q dy + h0(x, t) (9)
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при q > 1, κ ∈ L∞(Q), sup
(x,t)∈Q

|κ(x, t)| = κ̂ та h0 ∈ M̃α(Q, P̂ ).

Теорема 2. Нехай −n− 2 < s < 0, q > 1, h0 ∈ M̃α(Q, P̂ ), де
−n+s+2

q−1 ≤ α ≤ 0 та α > −n+2
q .

Тодi iснує додатна стала κ0 така, що при κ̂ < κ0 iнтегральне рiвняння
(9) має розв’язок у просторi M̃α(Q, P̂ ) i при k > −α−n−2 цей розв’язок
належить Mk(Q, P̂ ).

Зауважимо, що стала κ0 залежить вiд сталих q, C̃ та L
′
0, де L

′
0 –

стала з властивостi (A1) ядра K при |η|+ 2η0 = 0.
Для доведення теореми 2 використаємо принцип стисних вiдобра-

жень: покажемо iснування сталої C̃ такої, що рiвняння (9) однозначно
розв’язне у M̃

α, C̃
(Q, P̂ ). Тодi при k > −α−n− 2 цей розв’язок належа-

тимеMk(Q, P̂ ). Використаємо наступну лему.

Лема 3. За умов теореми 2 iснують додатнi сталi C̃, κ0 такi, що
при κ̂ ≤ κ0 оператор H1 вiдображає M̃

α, C̃
(Q, P̂ ) в себе.

Доведення. При v ∈ M̃
α, C̃

(Q, P̂ ), де C̃ – довiльна додатна стала,

розглянемо ||H1v; P̂ ||′α ≤ sup
(x,t)∈Q

�−α
0 (x, t, x̂, t̂)

(
κ̂

t∫
0

dτ
∫
Ω

|K(x, t; y, τ)|×

×|v(y, τ)|q dy
)

+ ||h0; P̂ ||
′
α.

Використовуючи властивiсть (A1) ядра K при −n− 2 < αq ≤ 0 i те,
що при h0 ∈ M̃α(Q, P̂ ) iснує додатна стала Ĉ така, що ||h0; P̂ ||′α ≤ Ĉ
матимемо ||H1v; P̂ ||′α ≤
≤ κ̂L

′
0C̃

q sup
(x,t)∈Q

{max{[�0(x, t, x̂, t̂)]α(q−1)+2+n+s, [�0(x, t, x̂, t̂)]−α}}+ Ĉ.

Звiдси випливає, що за умов⎧⎨⎩
−n− 2 < αq ≤ 0,
α(q − 1) + 2 + n + s ≥ 0,
−α ≥ 0

(10)

при v ∈ M̃
α, C̃

(Q, P̂ ), C̃
′
= C̃

′
(q) = κ̂L

′
0C̃

q + Ĉ

||H1v; P̂ || ′α ≤ C̃
′
. (11)

Розглянемо нерiвнiсть

B0C̃
q + Ĉ ≤ C̃, де B0 = κ̂L

′
0. (12)

Згiдно з [2, с. 320], при a > 0, b > 0, α > 1 та умовi min
0≤s<+∞

(bsα−s) ≤
≤ −a iснує r > 0, яке задовольняє нерiвнiсть a + brα ≤ r.
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Розглянемо функцiю F(s) = B0s
q − s i знайдемо min

0≤s<+∞
F(s). Маємо

F ′
(s) = B0qs

q−1 − 1, F ′
(s) = 0 ⇔ s0 = (B0q)

− 1
q−1 ; s0 – точка локального

та абсолютного мiнiмуму функцiї F(s).
Тодi F(s0) = B0(B0q)

− q
q−1 − (B0q)

− 1
q−1 = − 1

(B0q)
1

q−1
· q−1

q ;

(12) ⇔ min
0≤s<+∞

F(s) ≤ −Ĉ ⇔ − 1

(B0q)
1

q−1
· q−1

q ≤ −Ĉ⇔ κ̂ ≤ (q−1)q−1

qqL
′
0Ĉq−1

.

Тому за умов (10) та при κ̂ ≤ κ0 = (q−1)q−1

qqL
′
0Ĉq−1

iз (11) одержуємо iснування

додатної сталої C̃ такої, що оператор H1 вiдображає M̃α, C̃
(Q, P̂ ) в себе.

Доведення теореми 2. Використаємо принцип стисних вiдобра-
жень.

За лемою 3 iснують додатнi сталi C̃, κ0 = κ0(L
′
0, h0, q) такi, що при

κ̂ ≤ κ0 оператор H1 дiє iз простору M̃
α, C̃

(Q, P̂ ) в себе.

Розглянемо для довiльних v, w ∈ M̃
α, C̃

(Q, P̂ )

||H1v −H1w; P̂ ||′α = sup
(x,t)∈Q

�−α
0 (x, t, x̂, t̂)|(H1v)(x, t)− (H1w)(x, t)| ≤

≤ κ̂ sup
(x,t)∈Q

�−α
0 (x, t, x̂, t̂)

t∫
0

dτ

∫
Ω

|K(x, t; y, τ)| · ||v(y, τ)|q − |v(y, τ)|q| dy.

Враховуючи, що при a > 0, b > 0, λ > 1 виконується нерiвнiсть
aλ − bλ ≤ R(λ)(a− b)(a + b)λ−1, де R(λ) – додатна стала [13, с. 133], при
a = |v(y, τ)|, b = |w(y, τ)|, λ = q одержуємо
||v(y, τ)|q − |w(y, τ)|q| ≤ R(q)||v(y, τ)| − |w(y, τ)|| · (|v(y, τ)|+ |w(y, τ)|)q−1,
а, отже, матимемо

t∫
0

dτ

∫
Ω

|K(x, t; y, τ)| · ||v(y, τ)|q − |v(y, τ)|q| dy ≤

≤ R(q)

t∫
0

dτ

∫
Ω

|K(x, t; y, τ)| · (|v(y, τ)|+ |w(y, τ)|)q−1|v(y, τ)−w(y, τ)| dy ≤

≤ 2R(q)C̃q−1

t∫
0

dτ

∫
Ω

|K(x, t; y, τ)|·[�0(y, τ, x̂, t̂)]α(q−1)|v(y, τ)−w(y, τ)| dy ≤
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≤ 2R(q)C̃q−1

t∫
0

dτ

∫
Ω

|K(x, t; y, τ)| · [�0(y, τ, x̂, t̂)]αq sup
(y,τ)∈Q

[�0(y, τ, x̂, t̂)]−α×

×|v(y, τ)− w(y, τ)| dy ≤ 2R(q)C̃q−1||v − w; P̂ ||′α
t∫

0

dτ

∫
Ω

|K(x, t; y, τ)|×

×[�0(y, τ, x̂, t̂)]αq dy.

Використовуючи властивостi ядра K, при умовах теореми щодо α та
−n− 2 < αq ≤ 0 знаходимо

||H1v −H1w; P̂ ||′α ≤ 2κ̂L
′
0R(q)C̃q−1||v − w; P̂ ||′α×

× sup
(x,t)∈Q

{max{[�0(x, t, x̂, t̂)]α(q−1)+2+n+s, [�0(x, t, x̂, t̂)]−α}} ≤

≤ 2κ̂L
′
0K2||v − w; P̂ ||′α.

За умови κ̂L
′
0K2(q, C̃) < 1 одержуємо, що оператор H1 є стисним у

M̃
α, C̃

(Q, P̂ ).

Зауваження 3. У випадках
−n− 2 < s < 0, 1 < q ≤ −n+2

s , −n+2
q < α ≤ 0;

−n− 2 < s < 0, q > −n+2
s , −n+s+2

q−1 ≤ α ≤ 0,
зокрема,
s = −1, 1 < q ≤ n + 2, −n+2

q < α ≤ 0,
або s = −1, q > n + 2, −n+1

q−1 ≤ α ≤ 0;
s = −n, 1 < q ≤ n+2

n , −n+2
q < α ≤ 0,

або s = −n, q > n+2
n , − 2

q−1 ≤ α ≤ 0
при k > −α− n− 2 умови теореми 2 виконуються.

Для довiльної фiксованої точки (x̂, t̂) ∈ Σ розглянемо задачу

Lu(x, t) ≡ ∂u(x,t)
∂t −%u(x, t) = κ(x, t)|u(x, t)|q, (x, t) ∈ Q,

u |Σ = F1(x, t), (x, t) ∈ Σ, u | t=0 = F2(x), x ∈ Ω,
(13)

де q > 1, κ ∈ L∞(Q), sup
(x,t)∈Q

|κ(x, t)| = κ̂;

F1(x, t) =
∑

|l|≤p1

p2∑
m=0

ClmDl
xδ(x− x̂)δ(m)(t− t̂),

Clm = const, l = 0, p1, m = 0, p2,
p1, p2 ∈ N ∪ {0};

F2(x) =
∑

|r|≤p3

CrD
r
xδ(x− x̂), Cr = const, r = 0, p3, p3 ∈ N ∪ {0}.

(14)
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Розв’язнiсть задачi (13) у просторi M̃α(Q, P̂ ) зводиться до розв’язно-
стi iнтегрального рiвняння (9) з ядром – функцiєю Ґрiна першої крайо-
вої задачi для рiвняння теплопровiдностi. З теореми 2 та зауваження 3
випливає

Наслiдок 2. Iснує стала κ0 така, що при κ̂ < κ0 крайова задача
(13) при q ∈ (1, 1 + 2

n ], функцiях F1, F2 вигляду (14), де p1 = p2 = 0,
p3 = {0; 1}, −n+2

q < α ≤ −1− n

(F1(x, t) = C0 0δ(x− x̂)δ(t− t̂);

F2(x) = C0δ(x− x̂) +
n∑

j=1
Cj

∂
∂xj

δ(x− x̂), де p3 = 0, якщо Cj = 0, j = 1, n,

p3 = 1, якщо хоч одна iз сталих Cj �= 0, j = 1, n), має розв’язок у
просторi M̃α(Q, P̂ ) i при k > −α − n − 2 цей розв’язок належить
Mk(Q, P̂ ).

Для узагальненої крайової задачi Неймана

Lu(x, t) ≡ ∂u(x,t)
∂t −%u(x, t) = κ(x, t)|u(x, t)|q, (x, t) ∈ Q,

∂u
∂ν |Σ = F1(x, t), (x, t) ∈ Σ, u | t=0 = F2(x), x ∈ Ω,

(15)

де ν – орт внутрiшньої нормалi до S, одержуємо подiбний результат.

Наслiдок 3. Iснує стала κ0 така, що при κ̂ < κ0 крайова задача
(15) при q ∈ (1, 1 + 2

n ], функцiях F1, F2 вигляду (14), де p1 = {0; 1},
p2 = 0, p3 = {0; 1}, −n+2

q < α ≤ min{−p1;−p3} − n

(F1(x, t) = C0 0δ(x− x̂)δ(t− t̂) +
n∑

i=1
Ci 0

∂
∂xi

δ(x− x̂)δ(t− t̂);

F2(x) = C0δ(x− x̂)+
n∑

j=1
Cj

∂
∂xj

δ(x− x̂), де p1 = 0, p3 = 0, якщо вiдповiдно

Ci 0 = 0, Cj = 0, i, j = 1, n, p1 = 1, p3 = 1, якщо вiдповiдно хоч одна iз
сталих Ci 0 �= 0, Cj �= 0, i, j = 1, n), має розв’язок у просторi M̃α(Q, P̂ )
i при k > −α− n− 2 цей розв’язок належить Mk(Q, P̂ ).

ВИСНОВКИ

У статтi розглянуто нелiнiйне iнтегральне рiвняння Вольтерри з поляр-
ним ядром у L1- просторi з вагою порядку функцiї distk((x, t), P̂ ) при
dist((x, t), P̂ ) → 0, k ∈ R. Методом нерухомої точки встановлено доста-
тнi умови розв’язностi нелiнiйного iнтегрального рiвняння Вольтерри.
Дослiджено характер точкових степеневих особливостей розв’язку цьо-
го рiвняння.
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THE POINTED POWER SPECIALITIES OF THE SOLUTION
OF VOLTERRA NONLINEAR INTEGRAL EQUATION

Oksana CHMYR
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The sufficient conditions of the solvability for Volterra nonlinear integral
equation with the polar kernel in weight L1 - spaces of functions with pointed
specialities are obtained. The character of specialities of the solution of the
equation is investigated.




