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Для цiлої функцiї f(z) =
∑∞

n=0 anzn з максимумом модуля
Mf (r) = max{|f(z)| : |z| = r} i максимальним членом μf (r) =
max{|an|rn : n ≥ 0} знайдено достатнi i необхiднi умови, за яких
(lnMf (r))′+ ∼ (lnμf (r))′+, r → +∞.

1. Вступ. Нехай A — клас трансцендентних цiлих функцiй

f(z) =
∞∑

n=0

anzn. (1)

Для функцiї (1) i довiльного r > 0 покладемо Mf (r) = max{|f(z)| : |z| =
r}, μf (r) = max{|an|rn : n ≥ 0}, νf (r) = max{n ≥ 0 : |an|rn = μf (r)},
Kf (r) = r(lnMf (r))′+. Вiдомо, що μf (r) ≤ Mf (r) i νf (r) = r(lnμf (r))′+
для всiх r > 0.

Через I позначимо клас неперервних справа, неспадних, необмеже-
них на [a; +∞) функцiй, через L — клас неперервних, зростаючих до +∞
на [a; +∞) функцiй, а через Ω — класс опуклих на [a; +∞) функцiй Φ,
для яких Φ(σ)

σ → +∞, σ → +∞. Вiдомо, що Φ ∈ Ω тодi i лише тодi, коли
Φ′

+ ∈ I, i lnMf (eσ) ∈ Ω, lnμf (eσ) ∈ Ω для кожної цiлої функцiї f ∈ A.
Для довiльної Φ ∈ Ω покладемо A(Φ) = {f ∈ A : lnμf (r) ∼ Φ(ln r),

r → +∞}. Ж.Клунi [1] довiв наступне твердження.
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Теорема A ([1]). Для кожної функцiї Φ ∈ Ω iснує цiла функцiя f ∈
A(Φ) вигляду (1), для якої an ≥ 0 i

lnMf (r) ∼ lnμf (r), r → +∞. (2)

З iншого боку, правильне наступне твердження.

Теорема B ([2]).Нехай Φ ∈ Ω. Для того щоб для довiльної цiлої функцiї
f ∈ A(Φ) виконувалось спiввiдношення (2), необхiдно i досить, щоб

ln Φ′
+(σ) = o(Φ(σ)), σ → +∞. (3)

Метою цiєї роботи є встановлення аналогу теореми B для спiввiдно-
шення

Kf (r) ∼ νf (r), r → +∞. (4)

Тут доведемо таку теорему.

Теорема 1. Нехай Φ ∈ Ω. Для того, щоб для довiльної цiлої функцiї
f ∈ A(Φ) було правильним спiввiдношення (4), необхiдно i досить, щоб
одночасно виконувались спiввiдношення (3) i умова

∀l ∈ L : Φ′
+

(
σ +

Φ(σ)
l(σ)Φ′

+(σ)

)
∼ Φ′

+(σ), σ → +∞. (5)

Наступне твердження, яке використаємо при доведеннi теореми 1,
доповнює результати роботи [3].

Теорема 2. Нехай Φ ∈ Ω. Для того, щоб для довiльної функцiї Ψ ∈
Ω такої, що Ψ(σ) ∼ Φ(σ), σ → +∞, було правильним спiввiдношення
Ψ′

+(σ) ∼ Φ′
+(σ), σ → +∞, необхiдно i досить, щоб виконувалась умова

(5).

Зауважимо, що з теорем 2 i A випливає також

Теорема 3. Нехай ϕ ∈ I, Φ(σ) =
∫ σ
a ϕ(x)dx. Якщо виконується умова

(5), то iснує цiла функцiя f вигляду (1), для якої an ≥ 0 i rf ′(r)/f(r) ∼
ϕ(ln r), r → +∞.

Справдi, за теоремою A iснує цiла функцiя f вигляду (1), така, що
an ≥ 0 i lnMf (r) ∼ Φ(ln r), r → +∞. За теоремою 2 для функцiї f
отримуємо Kf (r) ∼ νf (r), r → +∞, тобто rf ′(r)/f(r) ∼ ϕ(ln r), r → +∞,
що й стверджує теорема 3.
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Зазначимо, що в [4] справедливiсть висновку теореми 3 встановле-
но у випадку, якщо ϕ(ln r) = rγ(r), де γ — неперервно диференцiйовна
функцiя, для якої rγ′(r)/γ(r) → 0, r → +∞. Але остання умова означає
[5], що γ — повiльно змiнна функцiя, тобто γ(cx) ∼ γ(x), x → +∞, для
кожного c > 1. Отже, ϕ(ln r) — правильно змiнна функцiя порядку 1.
(Нагадаємо, що функцiя ϕ(ln r) називається правильно змiнною порядку
ρ > 0, якщо ϕ(ln r) = rργ(x), де γ — повiльно змiнна.) Можна довести (на
цьому зупинятися не будемо), що ϕ(ln r) — правильно змiнна функцiя
порядку ρ > 0 тодi i лише тодi, коли ϕ(ln r)/Φ(ln r) → ρ, r → +∞. Отже,
у випадку, коли ϕ(ln r) — правильно змiнна функцiя порядку ρ > 0, спiв-
вiдношення (5) виконується, а тому згаданий результат з [4] мiститься в
теоремi 3.

2. Допомiжнi результати. Для доведення теорем 1 i 2 нам потрiбнi
наступнi простi леми, якi, для повноти картини, подаємо з доведеннями.

Лема 1. Нехай ϕ ∈ I, β(σ) = [ϕ(σ)]. Тодi
1) ϕ(σ) ∼ β(σ), σ → +∞;
2) iснують зростаючi до +∞ послiдовностi (nk)∞k=0 i (κk)∞k=0 вiдповiд-

но значень i точок розриву функцiї β такi, що

β(σ) = n0 (σ ∈ [a; κ0)), β(σ) = nk+1 (σ ∈ [κk; κk+1), k ≥ 0); (6)

3) для того, щоб iснувала функцiя γ ∈ L така, що ϕ(σ) ∼ γ(σ),
σ → +∞, необхiдно i досить, щоб nk+1 ∼ nk, k → +∞;
4) iснує функцiя γ ∈ L така, що ϕ(σ) ∼ γ(σ), σ → +∞, якщо iснує

неперервна, додатна на [a; +∞) функцiя α, для якої

ϕ(σ + α(σ)) ∼ ϕ(σ), σ → +∞. (7)

Доведення. Твердження 1)–3) очевиднi. Доведемо 4).
Перш за все зауважимо, що для кожної точки κ ∈ (a; +∞) iснує

точка σ ∈ (a; κ) така, що σ + α(σ) > κ. Справдi, якщо σ + α(σ) ≤ κ для
всiх σ ∈ (a; κ), то тодi при σ → κ − 0 отримали б, що κ + α(κ) ≤ κ,
тобто α(κ) ≤ 0, а це неможливо.

Отже, для кожного k ≥ 0 можна знайти точку σk > a таку, що
σk + α(σk) > κk. Звiдси випливає, що nk+1 ∼ nk, k → +∞. Справдi,
якщо nk+1 ≥ (1 + ε)nk для деякого ε > 0 i для нескiнченного числа
значень k, то для таких k

β(σk + α(σk))
β(σk)

≥ β(κk)
β(σk)

≥ nk+1

nk
≥ 1 + ε.
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Це суперечить (7), бо ϕ(σ) ∼ β(σ), σ → +∞. Отже, спiввiдношення
nk+1 ∼ nk, k → +∞, виконується, а тому 4) випливає з 3). Лему доведе-
но.

Лема 2. Нехай Φ ∈ Ω. Якщо умова (5) не виконується, то iснують фун-
кцiї Ψ ∈ Ω i ψ ∈ I з наступними властивостями:
1) Ψ(σ) =

∫ σ
a ψ(x)dx i Φ(σ) ∼ Ψ(σ), σ → +∞;

2) не iснує функцiї h ∈ L такої, що ψ(σ) ∼ h(σ), σ → +∞.
Доведення. Нехай β(σ) = [Φ′

+(σ)], а (nk)∞k=0 i (κk)∞k=0 — зростаючi до
+∞ послiдовностi такi, що виконується (6). Якщо nk+1 �∼ nk, k →∞, то,
згiдно з лемою 1, можемо вибрати ψ(σ) = Φ′

+(σ).
Розглянемо випадок, коли nk+1 ∼ nk, k → ∞. Тодi за лемою 1 iснує

функцiя γ ∈ L така, що Φ′(σ) ∼ γ(σ), σ → +∞, а тому Φ(σ) ∼ Γ(σ),
σ → +∞, де Γ(σ) =

∫ σ
a γ(x)dx. Оскiльки для функцiї Φ умова (5) не

виконується, то аналогiчна умова не виконується i для функцiї Γ, тобто
iснують функцiя l ∈ L, число ε > 0 i настiльки швидко зростаюча до
+∞ послiдовнiсть (σk)∞k=0, що σ0 > a i для кожного k ≥ 0

γ

(
σk +

Γ(σk)
l(σk)γ(σk)

)
≥ (1 + ε)γ(σk), σk+1 > σk +

Γ(σk)
l(σk)γ(σk)

,

k∑
i=0

Γ(σi)
l(σi)

≤ Γ(σk)
k + 1

.

Оскiльки γ ∈ L, то iснує додатна послiдовнiсть (δk)∞k=0 така, що
γ(σk + δk) = (1 + ε)γ(σk). Зрозумiло, що тодi

δk ≤
Γ(σk)

l(σk)γ(σk)
< σk+1 − σk.

Визначимо функцiю ψ так: якщо σ ∈ [σk; σk + δk) для деякого k ≥ 0,
то нехай ψ(σ) = γ(σk + δk), а якщо σ /∈ [σk; σk + δk) для кожного k ≥ 0,
то нехай ψ(σ) = γ(σ). Зрозумiло, що ψ ∈ I i ψ(σ) ≥ γ(σ). Тому для всiх
σ ∈ [σk; σk + δk) i k ≥ 0 отримуємо

0 ≤ Ψ(σ)− Γ(σ) =

σ∫
a

(ψ(x)− γ(x))dx ≤
k∑

i=0

σi+δi∫
σi

(ψ(x)− γ(x))dx ≤

≤
k∑

i=0

δi(γ(σi + δi)− γ(σi)) = ε

k∑
i=0

δiγ(σi) ≤ ε

k∑
i=0

Γ(σi)
l(σi)γ(σi)

γ(σi) ≤

≤ Γ(σk)
k + 1

,
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звiдки бачимо, що
σ∫

a

ψ(x)dx ∼ Γ(σ) ∼ Φ(σ), σ → +∞,

i, отже, твердження 1) доведено. Твердження 2) випливає з твердження
3) леми 1, оскiльки ψ(σk) = (1+ε)γ(σk) = (1+ε)ψ(σk−0) для всiх k ≥ 0.
Лему доведено.

Лема 3. Для довiльної функцiї Φ ∈ Ω iснує неперервно диференцiйовна
функцiя Ψ ∈ Ω, така, що Φ(σ) ∼ Ψ(σ), σ → +∞.
Доведення. Нехай β(σ) = [Φ′

+(σ)] i (nk)∞k=0 та (κk)∞k=0 — зростаючi до
+∞ послiдовностi такi, що виконується (6). Покладемо

δk = min
{

κk + κk+1

2
;

1
2k(nk+2 − nk+1)

}
.

Зрозумiло, що κk < κk + δk < κk+1 i iснує неперервна функцiя ψ ∈ I
така, що ψ(σ) = β(σ), якщо σ /∈ [σk; σk + δk) для кожного k ≥ 0. Тодi,
очевидно, ψ(σ) ≤ β(σ) (σ ≥ a) i тому для всiх σ ∈ [σk; σk + δk) i k ≥ 0
отримуємо

0 ≤
σ∫

a

β(x)dx−
σ∫

a

ψ(x)dx ≤
k∑

i=0

σi+δi∫
σi

(β(x)− ψ(x))dx ≤

≤
k∑

i=0

δi(ni+2 − ni+1) ≤
k∑

i=0

1
2i

< 2.

Отже,

Φ(σ) ∼
σ∫

a

Φ′
+(x)dx ∼

σ∫
a

β(x)dx ∼
σ∫

a

ψ(x)dx, σ → +∞,

i залишається прийняти Ψ(σ) =
∫ σ
a ψ(x)dx.

Лема 4 ([6]). Нехай R ∈ (0; +∞], ck > 0, nk — невiд’ємне цiле число i
ak ∈ C для кожного цiлого k ≥ 0. Якщо ck ↑ R i nk ↑ ∞ при k → ∞,
a0 = . . . = an0−1 = 0, an0 �= 0 i

|ank+1
| = |an0 |

k∏
j=0

1

c
nj+1−nj

j

(k ≥ 0),

|an|cn
k ≤ |ank

|cnk
k (n ∈ (nk; nk+1), k ≥ 0),
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то: (i) радiус збiжностi Rf ряду (1) з такими коефiцiєнтами an дорiвнює
R; (ii) νf (r) = n0, якщо 0 < r < c0; (iii) νf (r) = nk+1, якщо ck ≤ r < ck+1

i k ≥ 0.

Лема 5. Для довiльної функцiї ϕ ∈ L iснує цiла функцiя f ∈ A така,
що νf (r) ∼ ϕ(ln r), r → +∞.

Доведення. Нехай β(σ) = [ϕ(σ)] i (nk)∞k=0 та (κk)∞k=0 — зростаючi до
+∞ послiдовностi такi, що виконується (6). Вважаємо (це не зменшує
загальностi), що n0 ≥ 0.

Для всiх k ≥ 0 покладемо ck = exp{κk} i за послiдовностями (nk)∞k=0

та (ck)∞k=0 визначимо коефiцiєнти an так, щоб виконувались умови леми
4. Розглянемо ряд (1) з такими коефiцiєнтами an. За лемою 4 цей ряд
задає цiлу функцiю, для якої νf (r) = nk+1 = β(ln r), якщо r ∈ [ck; ck+1)
i k ≥ 0. Отже, νf (r) ∼ β(ln r) ∼ ϕ(ln r), r → +∞.

3. Доведення теореми 2. Достатнiсть. Нехай виконується умова
(5), а Ψ ∈ Ω — довiльна функцiя така, що Ψ(σ) ∼ Φ(σ), σ → +∞.

Легко бачити, що для функцiї ϕ(σ) = Φ′
+(σ), згiдно з (5), справджу-

ється спiввiдношення (7) з деякою додатною, неперервною на [a; +∞)
функцiєю α. Отже, за лемою 1 iснує функцiя γ ∈ L така, що Φ′

+(σ) ∼
γ(σ), σ → +∞. Покладемо Γ(σ) =

∫ σ
a γ(x)dx. Ясно, що тодi

Ψ(σ) ∼ Φ(σ) ∼ Γ(σ), σ → +∞, (8)

а з (5) випливає, що

∀l ∈ L : γ

(
σ +

Γ(σ)
l(σ)γ(σ)

)
∼ γ(σ), σ → +∞. (9)

Далi, згiдно з (8), iснує функцiя η ∈ L така, що

1− 1
η(σ)

≤ Ψ(σ)
Γ(σ)

≤ 1 +
1

η(σ)
, σ ≥ σ0.
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Тому для довiльних c > 0 i σ ≥ σ0 маємо

Ψ′
+(σ) ≤ 1

c

σ+c∫
σ

Ψ′
+(x)dx =

Ψ(σ + c)−Ψ(σ)
c

≤

≤ 1
c

((
1 +

1
η(σ)

)
Γ(σ + c)−

(
1− 1

η(σ)

)
Γ(σ)

)
=

=
(

1 +
1

η(σ)

)
Γ(σ + c)− Γ(σ)

c
+

2Γ(σ)
cη(σ)

≤

≤
(

1 +
1

η(σ)

)
γ(σ + c) +

2Γ(σ)
cη(σ)

, (10)

i, подiбно,

Ψ′
+(σ + c) ≥ 1

c

σ+c∫
σ

Ψ′
+(x)dx =

Ψ(σ + c)−Ψ(σ)
c

≥

≥ 1
c

((
1− 1

η(σ)

)
Γ(σ + c)−

(
1 +

1
η(σ)

)
Γ(σ)

)
=

=
(

1− 1
η(σ)

)
Γ(σ + c)− Γ(σ)

c
− 2Γ(σ)

cη(σ)
≥

≥
(

1− 1
η(σ)

)
γ(σ)− 2Γ(σ)

cη(σ)
. (11)

Прийнявши

c = c(σ) =
Γ(σ)√

η(σ)γ(σ)
, σ ≥ σ1,

i скориставшись (9) при l(σ) =
√

η(σ), з (10) при σ → +∞ отримуємо

Ψ′
+(σ) ≤

(
1 +

1
η(σ)

)
γ(σ + c(σ)) +

2γ(σ)√
η(σ)

= (1 + o(1))γ(σ) =

= (1 + o(1))Φ′
+(σ).

Аналогiчно з (11) при σ → +∞ маємо

Ψ′
+(σ + c(σ)) ≥

(
1− 1

η(σ)

)
γ(σ)− 2γ(σ)√

η(σ)
= (1− o(1))γ(σ) =

= (1− o(1))γ(σ + c(σ)),
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звiдки випливає, з огляду на неперервнiсть функцiї c(σ), що Ψ′
+(σ) ≥

(1− o(1))γ(σ) = (1− o(1))Φ′
+(σ). В пiдсумку отримуємо Ψ′

+(σ) ∼ Φ′
+(σ),

σ → +∞, що й потрiбно було довести.
Необхiднiсть. Нехай Φ ∈ Ω i умова (5) не виконується. Доведемо,

що iснує Ψ ∈ Ω така, що Φ(σ) ∼ Ψ(σ), σ → +∞, i Φ′
+(σ) �∼ Ψ′

+(σ),
σ → +∞.

За лемою 3 iснує неперервно диференцiйовна функцiя A ∈ Ω така,
що Φ(σ) ∼ A(σ), σ → +∞. Якщо Φ′

+(σ) �∼ A′(σ), σ → +∞, то досить
вибрати Ψ(σ) = A(σ).

Припустимо, що Φ′
+(σ) ∼ A′(σ), σ → +∞. Тодi за лемою 2 iснує

функцiя B ∈ Ω така, що Φ(σ) ∼ B(σ), σ → +∞, i для кожної h ∈ L
виконується спiввiдношення h(σ) �∼ B′

+(σ), σ → +∞. Оскiльки A′ непе-
рервна i неспадна, то A′(σ) �∼ B′

+(σ), σ → +∞. Залишилось покласти
Ψ(σ) = B(σ).

4. Доведення теореми 1. Достатнiсть. Нехай виконуються умови
(3) i (5), а f ∈ A(Φ). Тодi, згiдно з теоремою B,

lnMf (eσ) ∼ lnμf (eσ) ∼ Φ(σ), σ → +∞,

а тому, згiдно з теоремою 2,

Kf (eσ) ∼ νf (eσ) ∼ Φ′
+(σ), σ → +∞,

що й слiд було довести.
Необхiднiсть. Нехай для функцiї Φ ∈ Ω не виконується принаймнi

одна з умов (3) чи (5). Доведемо, що тодi iснує цiла функцiя f ∈ A(Φ),
для якої спiввiдношення (4) неправильне.

Справдi, якщо не виконується (3), то за теоремою B iснує цiла фун-
кцiя f ∈ A(Φ) така, що спiввiдношення (2) не виконується. Зрозумiло,
що тодi не виконується i спiввiдношення (4).

Якщо ж не виконується (5), то нехай ψ ∈ I i Ψ ∈ Ω — функцiї, для
яких правильнi висновки леми 2. Згiдно з лемою 5, iснує цiла функцiя
f ∈ A(Φ) вигляду (1) така, що всi an ≥ 0 (в разi, якщо це не так, нижче
замiсть f розглядаємо цiлу функцiї g(z) =

∑∞
n=0 |an|zn, для якої νg(r) =

νf (r)) i для f виконується спiввiдношення νf (r) ∼ ψ(ln r), r → +∞.
Тодi lnμf (r) ∼ Ψ(ln r) ∼ Φ(σ), r → +∞, тобто f ∈ A(Φ). Але якщо всi
an ≥ 0, то Kf (r) = rf ′(r)/f(r) є неперервною функцiєю, а тому, згiдно з
твердженням 2) леми 2, ψ(ln r) �∼ Kf (r), r → +∞. Звiдси випливає, що
νf (r) �∼ Kf (r), r → +∞. Теорему доведено.

Зауваження. Легко показати, що для функцiї Φ ∈ Ω з умови (3) умова
(5), взагалi кажучи, не випливає. З iншого боку, нам не вiдомо, чи iснує
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функцiя Φ ∈ Ω така, що (5) виконується, а (3) не виконується (якщо це
не так, то умова (3) в теоремi 1 є зайвою).
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For an entire function f(z) =
∑∞

n=0 anzn with the maximum modulus
Mf (r) = max{|f(z)| : |z| = r} and the maximum term μf (r) = max{|an|rn :
n ≥ 0} necessary and sufficient conditions is established in order that
(lnMf (r))′+ ∼ (lnμf (r))′+, r → +∞.




