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У працi одержано деякi достатнi умови iснування узагальненого
розв’язку мiшаної задачi для нелiнiйного параболiчного рiвняння
четвертого порядку в необмеженiй вiдносно просторових змiнних
областi.

Рiвняння з другою похiдною за часом i четвертими похiдними за
просторовими змiнними вигляду

utt = −δ2%2u +%ut + div σ(∇u), (1)

де σ ≥ 0 , 0 < δ < 1, моделюють процеси фазового переходу у в’язко-
пружних середовищах з капiлярнiстю. У працях [1, 2] розглянуто час-
тковий випадок рiвняння (1), коли присутня одна просторова змiнна.
Зазначимо, що задачi для рiвнянь типу (1) з рiзними нелiнiйностями
дослiджено у роботах [3-9].

У цiй працi одержано деякi достатнi умови iснування узагальненого
розв’язку мiшаної задачi для нелiнiйного параболiчного рiвняння, яке
узагальнює (1) при σ = 0, в необмеженiй за просторовими змiнними
областi.

Нехай Ω – необмежена область у просторi Rn з межею ∂Ω ∈ C1, QT =
Ω × (0, T ), де T < ∞, Ωτ = QT ∩ {t = τ}, τ ∈ [0, T ], ΩR = Ω ∩ BR, де
BR =

{
x ∈ Rn : |x| < R

}
, QR

T = ΩR × (0, T ), ΩR
τ = QR

T ∩ {t = τ}.
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Припустимо, що для довiльного додатного R область ΩR регулярна в
сенсi Кальдерона [12, с.44].

У областi QT розглянемо задачу для рiвняння

L(u) ≡ utt +
n∑

i,j,s,l=1

(asl
ij(x)uxixj )xsxl

−
n∑

i,j=1

(aij(x, t)utxi)xj−

−
n∑

i=1

(ai(x, t)|utxi |p−2utxi)xi + a0(x, t)|ut|q−2ut + c0(x, t)u = f(x, t) (2)

з початковими умовами

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) (3)

i крайовими умовами

u
∣∣
∂Ω×(0,T )

= 0,
∂u

∂ν̃

∣∣∣∣
∂Ω×(0,T )

= 0, (4)

де ν̃ – зовнiшня нормаль до поверхнi ∂Ω, p > 1, q > 1.
Нехай Lr

ν(Ω) – замикання множини функцiй C∞
0 (Ω) за нормою

||u||Lr
ν(Ω) =

(∫
Ω
|u|re−ν

√
|x|2+1dx

)1/r

, r ∈ [1, +∞); W k,p
0 (Ω) – зами-

кання множини C∞
0 (Ω) за нормою ||u||k,p

0 (Ω) =
(∫

Ω

∑
|α|≤k

∣∣Dαu
∣∣pdx

)1/p

,

де Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ...∂xαn

n
, |α| = α1 + ... + αn, α1, ..., αn ∈ N ∪ {0},

W k,p
0,loc(Ω) =

{
u : u ∈ W k,p

0 (K) для довiльної K ⊂ Ω
}

, k ≥ 1;

V0(ΩR) = H2
0 (ΩR) ∩ H4(ΩR) ∩ W 2,r0

0 (ΩR) ∩ W 1,p
0 (ΩR) ∩ L2q−2(ΩR) при

p > 2 i V0(ΩR) = H2
0 (ΩR)∩H4(ΩR)∩W 1,p

0 (ΩR)∩L2q−2(ΩR) при p ∈ (1, 2),

де r0 =
2n(q − 1)
n + 2q − 4

при n > 2 i r0 = 2 + σ0, σ0 > 0 при n ∈ {1, 2}.
Припустимо виконання таких умов:

(A) : aij , aijt, aijtt, ai, ait, a0, a0t ∈ L∞(QT ); Dαasl
ij(·), D1aij(·, 0),

D1ai(·, 0) ∈ L∞(Ω), |α| ≤ 2, i, j, s, l ∈ {1, ..., n}, a0(x, t) ≥ A0 > 0 для
майже всiх (x, t) ∈ QT ; 0 < ν1 ≤ ai(x, t) ≤ ν2 < +∞ для майже всiх

(x, t) ∈ QT i всiх i ∈ {1, ..., n};
n∑

i,j=i

aij(x, t)ξiξj ≥ A1

n∑
i=1

|ξi|2 з A1 > 0
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для майже всiх (x, t) ∈ QT i всiх ξi ∈ R;
n∑

i,j,s,l=i

asl
ij(x)ξijξsl ≥ A2

n∑
i,j=1

|ξij |2,

A2 > 0 для майже всiх x ∈ Ω i всiх ξij ∈ R таких, що ξij = ξji; asl
ij(x) =

aij
sl(x), aij(x, t) = aji(x, t) майже для всiх (x, t) ∈ QT ;

(C) : c0, c0t ∈ L∞(QT ).

Означення 1. Функцiю u∈L2((0, T ); H2
0,loc(Ω)), таку, що ut∈Lp((0, T );

W 1,p
0,loc(Ω))∩Lq((0, T ); Lq

loc(Ω))∩L2((0, T ); H1
0,loc(Ω)), називаємо узагальненим

розв’язком задачi (2)-(4), якщо вона задовольняє (2) в QT в сенсi розпо-
дiлiв i початковi умови (3).

Розглянемо допомiжну задачу

L(u) = fR(x, t), (x, t) ∈ QR
T , (5)

u(x, 0) = uR
0 , ut(x, 0) = uR

1 (x), x ∈ ΩR, (6)

u
∣∣
∂ΩR×(0,T )

= 0,
∂u

∂ν̃

∣∣∣∣
∂ΩR×(0,T )

= 0, (7)

де R > 1,

fR(x, t) =
{

f(x, t), (x, t) ∈ QR
T

0, (x, t) ∈ QT \QR
T

,

uR
0 (x) = u0(x)ψR(x),

uR
1 (x) = u1(x)ψR(x),

ψR ∈ C4
0 (Rn),

ψR(x) =
{

1, |x| < R− 1
0, |x| ≥ R

,

0 ≤ ψR(x) ≤ 1 при x ∈ Rn.
Означення 2. Функцiю u ∈ L2((0, T ); H2

0 (ΩR)), таку, що ut ∈
Lp((0, T ); W 1,p

0 (ΩR)) ∩ Lq(QR
T ), utt ∈ L2(QR

T ) i u задовольняє початковi
умови (3) та рiвнiсть∫

QR
τ

[
uttv +

n∑
i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjvxsxl

+
n∑

i,j=1

aij(x, t)utxivxj+

+
n∑

i=1

ai(x, t)|utxi |p−2utxivxi + a0(x, t)|ut|q−2utv+ (8)

+c0(x, t)uv − f(x, t)v
]
dxdt = 0
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для довiльних τ ∈ (0, T ] i v ∈ L2((0, T ); H2
0 (ΩR))∩Lp((0, T ); W 1,p

0 (ΩR))∩
Lq(QR

T ), називаємо узагальненим розв’язком задачi (5)–(7).
Приймемо q0 = min{q′, 2}, де 1/q + 1/q′ = 1, i наведемо кiлька потрi-

бних нам надалi фактiв.
Зауваження 1. Нехай ψ = e−ν

√
|x|2+1, ν > 0. Тодi

∣∣ψxi

∣∣ ≤ νψ,∣∣ψxixj

∣∣ ≤ (ν2 + 3ν)ψ.

Зауваження 2. Нехай область Ω лежить в шарi γ0 < x1 < γ1,
Θ0 = γ1 − γ0, u ∈ Lp((0, T ); W 1,p

0,ν (Ω)). Тодi згiдно з нерiвнiстю Фрiдрiхса∫
Ωt

|u|pψdx ≤ C(Θ0, p)
∫

Ωt

∣∣∣∣[(uψ)
1
p ]x1

∣∣∣∣pdx ≤

≤ C(Θ0, p)2p−1

[ ∫
Ωt

|ux1 |pψdx +
(

ν

p

)p ∫
Ωt

|u|pψdx

]
, ψ = e−ν

√
|x|2+1.

Звiдси
(

1−C(Θ0, p)2p−1νp

pp

)∫
Ωt

|u|pψdx ≤ C(Θ0, p)2p−1

∫
Ωt

n∑
i=1

|uxi |pψdx.

Отже, якщо ν <
p

[C(Θ0, p)2p−1]1/p
, то

∫
Ωt

|u|pψdx ≤

γ2

∫
Ωt

n∑
i=1

|uxi |pψdx, де γ2 =
1− C(Θ0, p)2p−1νpp−p

C(Θ0, p)2p−1
.

Теорема 1. Нехай виконуються умови (A), (C), q > 1, p ∈ (1, 2) ∪
(2, +∞), fR ∈ Lq0(QR

T ), fR
t ∈ L2(QR

T ), uR
0 ∈ H2

0 (ΩR) ∩ H4(ΩR), uR
1 ∈

W 2,r0
0 (ΩR) ∩ L2q−2(ΩR) при p > 2 i u1 = 0 при p ∈ (1, 2). Тодi iснує

узагальнений розв’язок задачi (5)–(7).

Теорема 2. Нехай виконуються умови (A), (C), p ∈ (2, +∞), q ∈
(p, +∞), n <

pq

q − p
, область Ω лежить в шарi γ0 < x1 < γ1, ν <

min
{

ν1pp′

2ν2(1 + γ2)
;

p

[C(Θ0, p)2p−1]1/p

}
, u0 ∈ H2

0,ν(Ω), u1 ∈ L2
ν(Ω), f ∈

Lq′((0, T ); Lq′
ν (Ω)). Тодi iснує узагальнений розв’язок u задачi (2)–(4) i

вiн задовольняє оцiнку∫
QT

[
|u|2 + |ut|2 + |ut|q + |ut|p +

n∑
i=1

|utxi
|p +

n∑
i=1

|utxi
|2 +

n∑
i,j=1

|uxixj
|2
]
ψdxdt ≤M1,

де ψ = e−ν
√

|x|2+1 i стала M1 залежить вiд початкових даних, вiльного
члена та коефiцiєнтiв рiвняння, а також числа ν.
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Доведення. Розглянемо в обмеженiй областi QR
T , де R набуває значе-

ння k, k ∈ N (цю область позначатимемо чернез Qk
T ), допомiжну задачу

L(u) = fk,k(x, t), (x, t) ∈ Qk
T ,

u|∂Ωk×(0,T ) = 0,
∂u

∂ν̃

∣∣∣∣
∂Ωk×(0,T )

= 0, (9)

u(x, 0) = uk,k
0 (x), ut(x, 0) = uk,k

1 (x), x ∈ Ωk,

де fk,k(x, t) =
{

fk(x, t), (x, t) ∈ Qk
T

0, (x, t) ∈ QT \Qk
T ,

uk,k
0 (x) = uk

0(x)ψk(x), uk,k
1 (x) =

uk
1(x)ψk(x).
Нехай послiдовностi {fk}, {uk

0}, {uk
1} такi, що

fk ∈ C1([0, T ];C(Ω)), uk
0 ∈ C4

0 (Ω), uk
1 ∈ C2

0 (Ω), fk → f в Lq′
((0, T ); Lq′

ν (Ω)),

uk
0 → u0 в H2

0,ν(Ω), uk
1 → u1 в L2

ν(Ω) при k →∞.

На пiдставi теореми 1 iснує узагальнений розв’язок uk задачi (9),
k ∈ N \ {1}. Згiдно з (8) маємо рiвнiсть∫

Qτ

[
uk

ttu
k
t e

−μtψ +
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uk

xixj
(uk

t e
−μtψ)xsxl

+ c0(x, t)ukuk
t e

−μtψ+

+
n∑

i=1

ai(x, t)|uk
txi
|p−2uk

txi
(uk

t e
−μtψ)xi +

n∑
i,j=1

aij(x, t)utxi(u
k
t e

−μtψ)xj+

+a0(x, t)|uk
t |qe−μtψ

]
dxdt =

∫
Qτ

fk,k(x, t)uk
t e

−μtψdxdt, (10)

де τ ∈ (0, T ], k ∈ N \ {1}, ψ = e−ν
√

|x|2+1, ν > 0, μ > 0.
Оцiнимо доданки останньої рiвностi. Очевидно, що

J1 :=
∫

Qτ

uk
ttu

k
t e

−μtψdxdt=
1
2

∫
Ωτ

|uk
t |2e−μτψdx+

+
μ

2

∫
Qτ

|uk
t |2e−μtψdxdt− 1

2

∫
Ω0

|uk,k
1 |2ψdx.

На пiдставi зауваження 1 i умов (A), (C) маємо

J2 :=
∫

Qτ

n∑
i,j,s,l=1

asl
ij(x)uk

xixj
uk

txsxl
e−μtψdxdt≥A2

2

∫
Ωτ

n∑
i,j=1

|uk
xixj

|2e−μτψdx−
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−A3 + 1
4

∫
Ω0

n∑
i,j=1

|uk,k
0xixj

|2ψdx +
μA2

2

∫
Qτ

n∑
i,j=1

|uk
xixj

|2e−μtψdxdt,

де A3 = ess sup
Ω

n∑
i,j,s,l=1

|asl
ij(x)|2;

J3 :=
∫

Qτ

n∑
i,j,s,l=1

asl
ij(x)uk

xixj
uk

txs
ψxl

e−μtdxdt ≥ −νn2A4

2δ1
×

×
∫

Qτ

n∑
i,j=1

|uk
xixj

|2e−μtψdxdt− νn3A4δ1

2

∫
Qτ

n∑
i=1

|uk
txi
|2e−μtψdxdt,

де δ1 > 0, A4 = max
i,j,s,l∈{1,...,n}

sup
Ω
|asl

ij(x)|;

J4 :=
∫

Qτ

n∑
i,j,s,l=1

asl
ij(x)uk

xixj
uk

t ψxsxl
e−μtdxdt ≥ −n2(ν2 + 3ν)A4

2
×

×
∫

Qτ

n∑
i,j=1

|uk
xixj

|2e−μtψdxdt− n4(ν2 + 3ν)A4

2

∫
Qτ

|uk
t |2e−μtψdxdt;

J5 :=
∫

Qτ

n∑
i=1

ai(x, t)|uk
txi
|pe−μtψdxdt ≥ ν1

∫
Qτ

n∑
i=1

|uk
txi
|pe−μtψdxdt;

J6 =
∫

Qτ

n∑
i=1

ai(x, t)|uk
txi
|p−2uk

txi
ute

−μtψxidxdt ≥

≥ −νν2

p′

∫
Qτ

n∑
i=1

|uk
txi
|pe−μtψdxdt− νν2n

p

∫
Qτ

|uk
t |pe−μtψdxdt.

Iз зауваження 2 маємо

J6 ≥ −
(

νν2

p′
+

νν2nγ2

p

)∫
Qτ

n∑
i=1

|uk
txi
|pe−μtψdxdt.

Далi

J7 :=
∫

Qτ

a0(x, t)|uk
t |qe−μtψdxdt ≥ A0

∫
Qτ

|uk
t |qe−μtψdxdt;

J8 :=
∫

Qτ

n∑
i,j=1

aij(x, t)uk
txi

uk
txj

e−μtψdxdt ≥ A1

∫
Qτ

n∑
i=1

|uk
txi
|2e−μtψdxdt;
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J9 :=
∫

Qτ

n∑
i,j=1

aij(x, t)uk
txi

uk
t e−μtψxidxdt ≥ −nνA5δ2

2

∫
Qτ

n∑
i=1

|uk
txi
|2e−μtψdxdt−

−n2νA5

2δ2

∫
Qτ

|uk
t |2e−μtψdxdt, де δ2 > 0, A5 = max

i,j∈{1,...,n}
sup
QT

|aij(x)|;

J10 :=
∫

Qτ

fk,kuk
t e

−μtψdxdt ≤
∫

Qτ

[
δ3

q
|uk

t |q +
1

q′δq′/q
3

|fk,k|q′
]
e−μtψdxdt,

де δ3 > 0;

J11 :=
∫

Qτ

c0(x, t)ukuk
t e

−μtψdxdt ≤
(

C0

2
+ C0T

2

)∫
Qτ

|uk
t |2e−μtψdxdt+

+C0T

∫
Ω0

|uk,k
0 |2ψdxdt, де C0 = ess sup

QT

c0(x, t).

Враховуючи оцiнки iнтегралiв J1 − J11, з рiвностi (10) одержимо не-
рiвнiсть

1
2

∫
Ωτ

[
|uk

t |2+A2

k∑
i,j=1

|uk
xixj

|2
]
e−μτψdx+

∫
Qτ

[(
μ

2
−n4A4(ν2 + 3ν)

2
−C0T

2−

−C0

2
−n2νA5

2δ2

)
|uk

t |2+
(

μA2

2
− νn2A4

δ1
−n2(ν2 + 3ν)A4

2

) n∑
i,j=1

|uk
xixj

|2+
(

ν1−

−νν2

p′
− nνν2γ2

p

) n∑
i=1

|uk
txi
|p +

(
A1 −

nνA5δ2

2
− νn3A4δ1

) n∑
i=1

|uk
txi
|2+

+
(

A0 −
δ3

q

)
|uk

t |q
]
e−μtψdxdt ≤ 1

q′δq′/q
3

∫
Qτ

|fk,k|q′e−μtψdxdt+

+
1
2

∫
Ω0

[
|uk,k

1 |2 +
A3 + 1

2

n∑
i,j=1

|uk,k
0xixj

|2 + 2C0T |uk,k
0 |2

]
ψdx. (11)

Виберемо δ1, δ2, δ3 так, щоб A0−
δ3

p
> 0, A1−

nνA5δ2

2
−νn3A4δ1 > 0,

i нехай

0 < ν < min
{

ν1pp′

ν2(p + np′γ2)
;

p[
C(Θ0, p)2p−1

]1/p

}
.
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Тодi з (11) та леми Ґронуола-Белмана одержимо нерiвнiсть∫
Ωτ

[
|uk

t |2 +
n∑

i,j=1

|uk
xixj

|2
]
ψdx +

∫
Qτ

[
|uk

t |2 + |uk|2 +
n∑

i,j=1

|uk
xixj

|2+

+
n∑

i=1

|uk
txi
|p +

n∑
i=1

|uk
txi
|2 + |uk

t |q
]
ψdxdt ≤M2, (12)

де стала M2 не залежить вiд k.
Зазначимо, що на пiдставi (12) послiдовнiсть {uk} обмежена

у просторi L2((0, T ); H2
0,ν(Ω)), а послiдовнiсть {uk

t } – у просторi
Lp((0, T ); W 1,p

0,ν(Ω))∩Lq((0, T ); Lq
ν(Ω))∩L2((0, T ); H1

0,ν(Ω)). Отже, iснує пiд-
послiдовнiсть послiдовностi {uk} (нехай це буде та сама послiдовнiсть)
така, що

uk → u ∗ - слабко в L∞((0, T ); H2
0,ν(Ω)),

uk
t →ut слабко в Lp((0, T ); W 1,p

0,ν (Ω)) ∩ Lq((0, T ); Lq
ν(Ω)) ∩ L2((0, T ); H1

0,ν(Ω))

uk
t → ut ∗ - слабко в L∞((0, T ); L2

ν(Ω)) при k →∞. (13)

Нехай R0 > 1 – довiльне фiксоване число. Позначимо H2
0,Ω(ΩR0) ={

u : u ∈ H2(ΩR0), u
∣∣
∂Ω∩BR0

= 0,
∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω∩BR0

= 0
}

, W 1,p
0,Ω(ΩR0) =

{
u :

u ∈W 1,p(ΩR0), u
∣∣
∂Ω∩BR0

= 0
}

, R0u – звуження u на ΩR0 .

На пiдставi (12) послiдовнiсть {R0u
k} обмежена в просторi L2((0, T );

H2
0,Ω(ΩR0)), а послiдовнiсть {R0u

k
t } – у просторi Lp((0, T ); W 1,p

0,Ω(ΩR0)) ∩
Lq((0, T ); Lq

Ω(ΩR0)).
Зазначимо, що в областi QR0

T ∀k > R0 в сенсi розподiлiв правильна
рiвнiсть

uk
tt = −

n∑
i,j,s,l=1

(asl
ij(x)uk

xixj
)xsxl

+
n∑

i=1

(ai(x, t)|uk
txi
|p−2uk

txi
)xi−

−a0(x, t)|uk
t |q−2uk

t − c0(x, t)uk +
n∑

i,j=1

(aij(x, t)uk
txi

)xj + fk,k(x, t). (14)

Тодi, використовуючи (12), (14) i умову (A), легко одержати оцiнку

||R0u
k
tt||V ∗(Q

R0
T )

≤ M3, (15)
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де M3 не залежить вiд k, а V ∗(QR0
T ) = L2((0, T ); (H2

0,Ω(ΩR0))∗)+Lp′((0, T );

(W 1,p
0,Ω(ΩR0))∗) + Lq′((0, T );Lq′

Ω(ΩR0)). Отже, iснує така пiдпослiдовнiсть
послiдовностi {R0u

k} (нехай це та сама послiдовнiсть), що

R0u
k → uR0 слабко в L2((0, T ); H2(ΩR0)),

R0u
k
t → uR0

t слабко в Lp((0, T ); W 1,p
0,Ω(ΩR0)) ∩ Lq((0, T ); Lq

Ω(ΩR0)).

Крiм того, оскiльки

W 1,p
0,Ω(ΩR0) ⊂ Lq(ΩR0) ⊂ (H2

0,Ω(ΩR0))∗ + (W 1,p
0,Ω(ΩR0))∗ + Lq′

Ω(ΩR0),

причому вкладення W 1,p
0,Ω(ΩR0) ⊂ Lq(ΩR0) компактне при n <

pq

q − p
, то

враховуючи (15) i теорему 5.1 [12, C. 70], можемо вважати, що

R0u
k
t → uR0

t сильно в Lq((0, T ); Lq(ΩR0)),

а тому i майже всюди в QR0
T .

Нехай R0 послiдовно набуває значень з множини натуральних чи-
сел N. Використовуючи дiагональний процес, можемо побудувати таку
пiдпослiдовнiсть (нехай це знову буде {uk}), що

uk → u слабко в L2((0, T ); H2
0,ν(Ω)),

uk
t → ut слабко в Lp((0, T ); W 1,p

0,ν (Ω)) при k →∞. (16)

Тодi uk
t → ut сильно в Lq((0, T ); Lq

ν(Ω)). Легко довести, що uk
t →

ut сильно в L2((0, T ); L2
ν(Ω)). Зазначимо також, що на пiдставi (12)∫

QT

∣∣∣∣|uk
txi
|p−2uk

txi
e
− ν

p′
√

|x|2+1
∣∣∣∣p′dxdt ≤

∫
QT

|uk
txi
|pψdxdt ≤M4,

i ∈ {1, ..., n}, де стала M4 не залежить вiд k. Тому можемо вважати, що

|uk
txi
|p−2uk

txi
→ χi слабко в Lp′((0, T ); Lp′

ν (Ω)) при k →∞, i ∈ {1, ..., n}.

Зазначимо, що для кожного w ∈ L2((0, T ); H2
0,ν(Ω)), такого, що wt ∈

Lp((0, T ); W 1,p
0,ν(Ω))∩ Lq((0, T ); Lq

ν(Ω)) ∩ L2((0, T ); H1
0,ν(Ω)) правильна рiв-

нiсть∫
ΩT

uk
t we−μT ψdx +

∫
QT

[
μuk

t wψ − uk
t wtψ +

n∑
i,j,s,l=1

asl
ij(x)uk

xixj
(wψ)xsxl

+
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+
n∑

i,j=1

aij(x, t)uk
txi

(wψ)xj +
n∑

i=1

ai(x, t)|uk
txi
|p−2uk

txi
(wψ)xi + c0(x, t)ukwψ+

+a0(x, t)|uk
t |q−2uk

t wψ − fk,k(x, t)wψ

]
e−μtdxdt =

∫
Ω0

uk
t (x, 0)wψdx, (17)

де k ∈ N\{1}, μ ≥ 0, ν > 0, причому у цiй рiвностi можна прийняти
w = uk

t .
Якщо μ = 0, то враховуючи (13), (15), (16), перейдемо до границi в

(17) при k →∞ (w(x, T ) = 0, w(x, 0) = 0):∫
QT

[
− utwtψ +

n∑
i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj (wψ)xsxl

+
n∑

i,j=1

aij(x, t)utxi(wψ)xj+

n∑
i=1

ai(x, t)χi(wψ)xi
+a0(x, t)|ut|q−2utwψ+c0(x, t)uwψ−f(x, t)wψ

]
dxdt = 0. (18)

З (18) зокрема випливає, що в областi QT в сенсi розподiлiв правильна
рiвнiсть

utt = −
n∑

i,j,s,l=1

(asl
ij(x)uxixj )xsxl

+
n∑

i,j=1

(aij(x, t)utxi)xj+

+
n∑

i=1

(ai(x, t)χi)xi − a0(x, t)|ut|q−2ut − c(x, t)u− f(x, t).

Отже, utt ∈ L2((0, T ); (H2
0,ν(Ω))∗)+Lp′((0, T ); (W 1,p

0,ν (Ω))∗)+Lq′((0, T );
(Lq

ν(Ω))∗). Але ut ∈ L2((0, T );H1
0,ν(Ω)) ∩ Lp((0, T ); W 1,p

0,ν (Ω)) ∩ Lq((0, T );
Lq

ν(Ω)), тому ut ∈ C([0, T ]; (H2
0,ν(Ω))∗ + (W 1,p

0,ν (Ω))∗ + (Lq
ν(Ω))∗).

Нехай τ0, β ∈ (0, T ), τ0 < β, Θm – неперервна кусково лiнiйна
функцiя на [0, T ]; Θm(t) = 1 при τ + 2/m < t < 1 − 2/m; Θm(t) = 0
при t > 1/m, t < τ0 + 1/m. Нехай ρl – регуляризуюча послiдовнiсть в
D(R), ρl(t) = ρl(−t),∫ ∞

−∞
ρl(t)dt = 1, supp ρl ⊂

[
− 1

l
,
1
l

]
, l > 2m.

Приймемо в формулi (18) w =
[
(Θmute

−μt
2 ) ∗ ρl ∗ ρl

]
Θme−μt/2, де ∗ по-

значає згортку за змiнною t. Нехай ϕ(t) = e−μt/2. Тодi для майже всiх β i
τ0 одержимо

−
∫

QT

u2
t Θm(t)Θ′

m(t)e−μtψdxdt +
∫

QT

[
μ

2

n∑
i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

uxsxl
e−μtψΘ2

m(t)+
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−
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxsxl

e−μtψΘm(t)Θ′
m(t) +

n∑
i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

(
utxs(ψ)xl

+

+utxl
(ψ)xs

)
e−μtΘ2

m(t) +
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjut(ψ)xsxl

e−μtΘ2
m(t)+

+
μ

2
u2

t Θ
2
m(t)e−μtψ +

n∑
i,j=1

aij(x, t)utxi(utψ)xje
−μtΘ2

m(t)+

+
n∑

i=1

ai(x, t)χi(utψ)xie
−μtΘ2

m(t) + a0(x, t)|ut|qΘ2
m(t)ψe−μt+

+c0(x, t)uutΘ2
m(t)ψe−μt − f(x, t)utψΘ2

m(t)e−μt

]
dxdt = 0. (19)

Оскiльки

Θm(t) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
m(t− τ0)− 1, t ∈

[
τ0 +

1
m

, τ0 +
2
m

]
−m(t− β) + 1, t ∈

[
β − 2

m
, β − 1

m

]
,

то за теоремою про середнє [[13], C. 114]

m

∫ τ0+ 2
m

τ0+ 1
m

g(t)
(
m(t− τ0)− 1

)
dt=mg(ξ)

[
mt2

2
−
(
mτ0 + 1

)
t

]∣∣∣∣τ0+ 2
m

τ0+ 1
m

=
μ0

2
,

де μ0 ∈ [β0, β1], β0 ≤ g(x) ≤ β1 на
[
τ0 +

1
m

, τ0 +
2
m

]
.

Перейдемо в (19) до границi при m →∞ :

1
2

∫
Ωβ

[
u2

t +
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

uxsxl

]
ψe−μtdx +

∫
Qτ0,β

[
μ

2

n∑
i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

uxsxl
ψ+

+
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

(
utxs(ψ)xl

+ utxl
(ψ)xs

)
+

n∑
i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj ut(ψ)xsxl

+ (20)

+
n∑

i,j=1

aij(x, t)utxi
(utψ)xj

+
n∑

i=1

ai(x, t)χi(utψ)xi
+c0(x, t)uutψ+ a0(x, t)|ut|qψ+

+
μ

2
|ut|2ψ−f(x, t)utψ

]
e−μtdxdt=

1
2

∫
Ωτ0

[
|ut|2+

n∑
i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

uxs,xl

]
ψe−μtdx.



Мiшана задача для нелiнiйного параболiчного рiвняння... 247

Множина
{
ut(·, t)

}
обмежена в L2

ν(Ω) i ut ∈ C

(
[0, T ]; (H2

0,ν(Ω))∗ +

(W 1,p
0,ν(Ω))∗+ (Lq

ν(Ω))∗
)

. Отже, iснує послiдовнiсть точок tk ∈ [0, T ], tk →
0, таких, що ut(·, tk) → z1 слабко в L2

ν(Ω). З iншого боку ut(·, tk) →
ut(·, 0) → u1 слабко в (H2

0,ν(Ω))∗ + (W 1,p
0,ν (Ω))∗ + (Lq

ν(Ω))∗. Тому z1 = u1 i
ut(·, tk) → u1 слабко в L2

ν(Ω).
Множина

{
u(·, t)

}
обмежена в L2

ν(Ω), u ∈ L∞([0, T ];H2
0,ν(Ω)). Отже,

iснує послiдовнiсть точок {tk} ⊆ (0, T ], tk → 0, таких, що u(·, tk) →
z0 слабко в H2

0,ν(Ω), u(·, tk) → u(·, 0) = u0 в L2
ν(Ω). Тому z0 = u0 i

u(·, tk) → u0 слабко в H2
0,ν(Ω).

Розглянемо послiдовнiсть {Yk}, визначену рiвностями

0 ≤ Yk :=
∫

Qβ

[ n∑
i=1

ai(x, t)(|uk
txi
|p−2 − |wxi |p−2wxi) · (uk

txi
− wxi)e

−μtψ+

+a0(x, t)(|uk
t |q−2uk

t − |w|q−2w)(uk
t − w)e−μtψ

]
dxdt =

=
∫

Qβ

[ n∑
i=1

ai(x, t)|uk
txi
|p + a0(x, t)|uk

t |q
]
e−μtψdxdt−

−
∫

Qβ

[ n∑
i=1

ai(x, t)|uk
txi
|p−2uk

txi
(wψ)xi + a0(x, t)|uk

t |q−2uk
t wψ

]
e−μtdxdt−

−
∫

Qβ

[ n∑
i=1

ai(x, t)|wxi |p−2wxi(u
k
t−w)xiψ+a0(x, t)|w|q−2w(uk

t−w)ψ
]
e−μtdxdt.

Приймемо

gk :=
∫

Qβ

[
fkuk

t e
−μtψ − μ

2
|uk

t |2e−μtψ −
n∑

i,j,l,s=1

1
2
μasl

ij(x)uk
xixj

uk
xsxl

e−μtψ−

−
n∑

i,j,l,s=1

asl
ij(x)uk

xixj

(
uk

txs
(e−μtψ)xl

+ uk
txl

(e−μtψ)xs

)
−

n∑
i,j,l,s=1

asl
ij(x)uk

xixj
uk

t×

×(e−μtψ)xsxl
−

n∑
i,j=1

aij(x)uk
txi

uk
txj

e−μtψ −
n∑

i,j=1

aij(x)uk
txi

uk
t (e

−μtψ)xj−

−
n∑

i=1

ai(x)|uk
txi
|p−2uk

txi
uk

t ψxi(x)e−μt − c0(x)ukuk
t e

−μtψ

]
dxdt−
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−1
2

∫
Ωβ

[
|uk

t |2 +
n∑

i,j,l,s=1

asl
ij(x)uk

xixj
uk

xsxl

]
e−μβψdx+

+
1
2

∫
Ω0

[
|uk

1|2 +
n∑

i,j,l,s=1

asl
ij(x)uk

0xixj
uk

0xsxl

]
ψdx.

Зазначимо, що у просторi X функцiй, таких, що∫
Qβ

[
u2

t + u2 +
n∑

i,j=1

|uxixj |2 +
n∑

i,j=1

|utxixj |2
]
dxdt < ∞,

можна ввести еквiвалентну норму за формулою (при досить великих μ)

||u||X =
(∫

Qβ

[
1
2
μ

n∑
i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

uxsxl
e−μtψ +

n∑
i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

(
utxs

(ψ)xl
+

+utxl
(ψ)xs

)
e−μt +

n∑
i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

ut(e−μtψ)xlxs
+

n∑
i,j=1

aij(x)utxi
utxj

e−μtψ+

+
n∑

i,j=1

utxiut(e−μtψ)xj −uute
−μtψ +c0(x)uute

−μtψ +
μ

2
u2e−μtψ +

μ

2
u2

te
−μtψ

]
dxdt

)
1/2.

Тому

sup lim
k→∞

gk ≤
∫

Qβ

[
− μ

2
|ut|2e−μtψ − μ

2

n∑
i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj (ue−μtψ)xsxl

+

+f(x, t)ute
−μtψ −

n∑
i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

(
utxs(e

−μtψ)xl
+ utxl

(e−μtψ)xs

)
−

−
n∑

i,j=1

aij(x)utxiutxje
−μtψ −

n∑
i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjut(e−μtψ)xsxl

−

−
n∑

i,j=1

aij(x)utxi
ut(e−μtψ)xj

−
n∑

i=1

ai(x)χiutψxi
(x)e−μt − c0(x)uute

−μtψ

]
dxdt−

−1
2

∫
Ωβ

[
u2

t +
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxsxl

]
e−μβ−ν

√
|x|2+1dx+

+
1
2

∫
Ω0

[
u2

1 +
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u0xixju0xsxl

]
ψdx.
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Отож,

0 ≤ sup lim
k→∞

Yk ≤
∫

Qβ

[
− μ

2
|ut|2e−μtψ − μ

2

n∑
i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxsxl

e−μtψ+

+f(x, t)ute
−μtψ −

n∑
i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

(
utxs(e

−μtψ)xl
+ utxl

(e−μtψ)xs

)
−

−
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjut(e−μtψ)xsxl

−
n∑

i,j=1

aij(x)utxiutxje
−μtψ−

−
n∑

i,j=1

aij(x)utxiute
−μt(ψ)xj −

n∑
i=1

ai(x)χiutwxie
−μt− c0(x)uute

−μtψ

]
dxdt−

−1
2

∫
Ωβ

[
u2

t +
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxsxl

]
e−μβ−ν

√
|x|2+1dx+

+
1
2

∫
Ω0

[
u2

1 +
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u0xixju0xsxl

]
ψdx−

∫
Qβ

[ n∑
i=1

ai(x, t)|wxi |p−2wxi×

×
(
(ut − w)e−μtψ

)
xi

+ a0(x, t)|w|q−2w(ut − w)e−μtψ

]
dxdt+

+
∫

Qβ

[
−

n∑
i=1

ai(x, t)χi(wxiψ)e−μt − a0(x, t)|ut|q−2utwe−μt

]
dxdt. (21)

Додавши (20) i (21), одержимо∫
Qβ

[ n∑
i=1

ai(x, t)χi(utψ)xi + a0(x, t)|ut|qψ −
n∑

i=1

ai(x, t)χiwxiψ−

−a0(x, t)|ut|q−2utwψ

]
e−μtdxdt−

∫
Qβ

[ n∑
i=1

ai(x, t)|wxi |p−2wxi((ut−w)xiψ)+

+a0(x, t)|w|q−2w(ut − w)ψ
]
e−μtdxdt ≥ 0.

Нехай w = ut − λz, λ > 0. Тодi отримана нерiвнiсть набуде вигляду∫
Qβ

[ n∑
i=1

ai(x, t)χi(zxiψ)+a0(x, t)|ut|q−2utzψ−
n∑

i=1

ai(x, t)|utxi −λzxi |p−2×
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×(utxi − λzxi)zxiψ − a0(x, t)|ut − λz|q−2(ut − λz)zψ

]
e−μtdxdt ≥ 0. (22)

Перейдемо в (22) до границi при λ → +0 :∫
Qβ

[ n∑
i=1

ai(x, t)(χi − |utxi |p−2utxi)(zxiψ)
]
e−μtdxdt ≥ 0.

Звiдки зокрема∫
Qβ

[ n∑
i=1

ai(x, t)(χi − |utxi |p−2utxi)(zxiψ)
]
e−μtdxdt = 0

для всiх z ∈ Lp((0, T ); W 1,p
0,ν (Ω)). Отже, χi = |utxi |p−2utxi майже всюди в

QT , i ∈ {1, ..., n}.
Залишилося показати виконання початкових умов. На пiдставi (13)

можемо вважати, що uk(·, 0) → u(·, 0) слабко в L2
ν(Ω). Але uk(·, 0) =

uk,k
0 → u0 в H2

0,ν(Ω). Тому u(x, 0) = u0(x). Аналогiчно, uk
t (·, 0) → ut(·, 0)

слабко в L2
ν(Ω), а uk

t (·, 0) = uk,k
1 → u1 в L2

ν(Ω). Отож, ut(x, 0) = u1(x).
Теорему доведено.
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THE INITIAL BOUNDARY VALUE PROBLEM
FOR A NONLINEAR PARABOLIC EQUATION

OF THE FOURTH ORDER

Galyna TORGAN

Ivan Franko Lviv National University,
1 Universytetska Str., Lviv 79000, Ukraine

We obtaine some sufficient conditions of the existence of a generalized
solution of the initial boundary value problem for a nonlinear parabolic
equation of the fourth order in an unbounded domain with respect to spatial
variables.




