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Будується вiльна група, яка породжується двома перетворен-

нями дiйсного або комплексного поля x → 1
p
xp +

p− 1
p

та x →
1
q
xq +

q − 1
q
, де p, q – рiзнi непарнi простi числа.

1. Вступ

У теорiї вiльних напiвгруп та вiльних груп важливою є задача по-
будови конкретних зображень за допомогою рiзноманiтних алгебро-
комбiнаторних об’єктiв. Добре вiдомi, наприклад, зображення Маґну-
са вiльної групи скiнченного рангу формальними степеневими рядами
вiд некомутативних змiнних за допомогою якого охарактеризовано її
нижнiй центральний ряд [3], матричне зображення Санова, яке дозволи-
ло встановити, що вiльнi групи апроксимуються скiнченними p-групами
для довiльного простого числа p [7], також побудованi зображення вiль-
них груп у вiнцевих добутках [4], зображення унiтрикутними матрицями
нескiнченного порядку над полем iз двох елементiв [5], зображення вiль-
них напiвгруп автоматними перетвореннями [6] i т. iн., якi нинi широко
використовуються у рiзноманiтних роздiлах сучасної алгебри i на дано-
му етапi iнтерес до таких конструкцiй неухильно зростає.

Як вiдомо (див., наприклад, [1, 2]), вiльна група (напiвгрупа) рангу
2 мiстить iзоморфну копiю будь-якої вiльної групи (напiвгрупи) скiн-
ченного або злiченного рангу. Тому, якщо обмежитися розглядом лише
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злiченних вiльних груп (напiвгруп), то, як правило, будують зображення
вiльних 2-породжених алгебраїчних конструкцiй, тобто будують зобра-
ження вiльної групи (напiвгрупи) з двоелементною вiльною базою.

Серед усiх зображень вiльних алгебраїчних структур тими чи iнши-
ми об’єктами, видiляються зображення певними функцiями над полями
нульової характеристики. Задача про побудову таких зображень виник-
ла ще у першiй половинi ХХ столiття. Зокрема, у 1949 роцi Б. Нейман
довiв [10], що у групi всiх дiйсних монотонних функцiй над R iснує вiль-
на пiдгрупа континуального рангу. Доведення результату цiєї статтi є
громiздким i складним i воно не дало змоги побудувати конкретнi зоб-
раження вiльних груп дiйсними монотонними функцiями. Це зумови-
ло дослiдникiв до знаходження саме таких конкретних зображень, щоб
певним чином спростити доведення, яке запропоноване Б. Нейманом.

Х. Фрiдманом було висловлено гiпотезу, що напевно, перетворення
дiйсного поля x→ x+1 та x→ x3 породжують вiльну групу i ця гiпотеза
отримала назву проблеми Фрiдмана, розв’язанням якої займався Г. Цас-
сенгаус [12]. Однак, як зазначає С. Вайт у роботi [11], що розв’язання
проблеми Фрiдмана, яке наводиться Г. Цассенгаусом [12], є неповним.
У свою чергу С. Вайт у згаданiй роботi [11] доводить, що перетворення
дiйсного поля x → x + 1 та x → xp, де p – деяке фiксоване просте чис-
ло, вiльно породжують вiльну групу, звiдки при значеннi p = 3 випли-
ває позитивна вiдповiдь стосовно проблеми Фрiдмана. Це було першим
конкретним зображенням вiльної групи рангу 2 дiйсними монотонни-
ми функцiями, яке супроводжувалося повним доведенням. Однак, дове-
дення С. Вайта також є громiздким i опирається на декiлька складних
теорем теорiї полiв та алгебраїчної геометрiї. Пiзнiше С. Коеном було
отримано загальнiший результат, який формулюється таким чином [9]:
перетворення дiйсного або комплексного поля x → x + 1 та x → xq, де
q > 1 – довiльне фiксоване непарне натуральне число у випадку дiйсного
поля R та довiльне фiксоване натуральне число у випадку комплексного
поля C, вiльно породжують вiльну групу.

К. Беннет у [8] наводить значно простiше розв’язання задачi про
побудову конкретних зображень вiльних груп дiйсними монотонними
функцiями i вказує конкретнi аналiтичнi задання набору n > 1 дiйсних
монотонних функцiй, якi породжують вiльну групу рангу n. Хоча вказа-
нi К. Беннетом функцiї мають дещо складнiше задання, нiж тi функцiї,
що запропонованi С. Вайтом та С. Коеном, бiльш того, функцiї К. Бен-
нета не вiдносяться до класу елементарних функцiй.

У данiй роботi будується конкретне зображення вiльної групи рангу
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2, яка породжується многочленами

f(x) =
1
p
xp +

p− 1
p

, g(x) =
1
q
xq +

q − 1
q

, x ∈ R (x ∈ C),

де p, q – рiзнi непарнi простi числа.

2. Основний результат

Отже, нехай F – група, що породжується многочленами f та g.
Тодi має мiсце наступне твердження.

Теорема. Група F є вiльною групою вiльно породженою многочле-
нами f та g над дiйсним або комплексним полем.

Доведення. 1) Розглянемо спочатку випадок комплексного поля.
Нехай p

√
1 та q

√
1 – множини всiх коренiв p-го та q-го степеня з 1 вiдпо-

вiдно. Оскiльки p, q – рiзнi непарнi простi числа, то p
√

1
⋂

q
√

1 = {1}.
Тодi маємо такi умови:

f( p
√

1) = {1}, g( q
√

1) = {1}, f( q
√

1) �= {1}, g( p
√

1) �= {1},

звiдки випливає, що

f−1(1) = p
√

1, g−1(1) = q
√

1, f−1(1) �= q
√

1, g−1(1) �= p
√

1.

Приймемо такi iндуктивнi припущення:
а) нехай для довiльного нескоротного слова u вiд многочленiв f та g,

довжина якого дорiвнює k ≥ 2, всi непорожнi пiдслова v вiд многочленiв
f та g, не здiйснюють тотожного перетворення поля C;

б) для довiльного непорожнього пiдслова v нескоротного слова u дов-
жини k ≥ 2 маємо: якщо слово v закiнчується лiтерою f , то v( q

√
1) �= {1};

якщо слово v закiнчується лiтерою f−1, то v(1) �= q
√

1; якщо слово v за-
кiнчується лiтерою g, то v( p

√
1) �= {1}; якщо слово v закiнчується лiтерою

g−1, то v(1) �= p
√

1.
Зазначимо, що для всiх пiдслiв v довжини 1 слова u, наведенi при-

пущення виконуються.
Для доведення теореми достатньо розглядати слово u, яке подається

у виглядi

u = g
(α1)
1 ◦ g

(α2)
2 ◦ g

(α3)
1 ◦ g

(α4)
2 ◦ ... ◦ g

(α2m−1)
1 ◦ g

(α2m)
2 ,

де
g1, g2 ∈ {f, g}, g1 �= g2, α1, α2, ... ∈ Z\{0}.
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Зазначимо, що слово u є нескоротним, оскiльки функцiї виду

hε1
1 ◦ hε2

2 , h1, h2 ∈ {f, g}, h1 �= h2, ε1, ε2 ∈ {−1, 1},

не здiйснюють тотожного перетворення поля R (або C), а також тому,
що многочлени f та g у групi F мають нескiнченний порядок.

Припустимо, що виконується тотожнiсть u(x) ≡ x, x ∈ C. Тодi се-
ред показникiв α1, α2, ... ∈ Z\{0} не можуть бути всi додатними або всi
вiд’ємними; у першому випадку степiнь многочлена u(x) бiльша 1, а в
другому випадку отримуємо тотожнiсть u−1(x) ≡ x, x ∈ C, де многочлен
u−1(x) також має степiнь вищий, нiж 1.

Отже, серед показникiв α1, α2, ... ∈ Z\{0} є як додатнi числа, так i
вiд’ємнi. Тодi слово u мiстить хоча б одне iз пiдслiв

g1 ◦ g−1
2 , g−1

1 ◦ g2, g2 ◦ g−1
1 , g−1

2 ◦ g1,

тобто слово u подається у виглядi нескоротного слова таким чином: u =
u1 ◦ w ◦ u2, де

w ∈ {g1 ◦ g−1
2 , g−1

1 ◦ g2, g2 ◦ g−1
1 , g−1

2 ◦ g1},

а u1, u2 деякi нескоротнi слова вiд многочленiв f та g, або одне iз них
може бути порожнiм.

Отже, маємо тотожнiсть (u1 ◦w ◦ u2)(x) ≡ x, x ∈ C. Iз вигляду слова
u випливає, що слово u2 ◦ u1 ◦ w є нескоротним, причому з наведеної
тотожностi випливає i така тотожнiсть (u2 ◦ u1 ◦ w)(x) ≡ x, x ∈ C.

Якщо w = f ◦ g−1, то згiдно наведених припущень

(u2 ◦ u1 ◦ f ◦ g−1)(1) = (u2 ◦ u1 ◦ f)( q
√

1) �= {1};

якщо w = f−1 ◦ g, то

(u2 ◦ u1 ◦ f−1 ◦ g)( q
√

1) = (u2 ◦ u1 ◦ f−1)(1) �= q
√

1;

якщо w = g ◦ f−1, то

(u2 ◦ u1 ◦ g ◦ f−1(1) = (u2 ◦ u1 ◦ g)( p
√

1) �= {1};

якщо w = g−1 ◦ f , то

(u2 ◦ u1 ◦ g−1 ◦ f)( q
√

1) = (u2 ◦ u1 ◦ g−1)(1) �= q
√

1.
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Таким чином, отримали суперечнiсть щодо виконання тотожностi
(u2 ◦ u1 ◦ w)(x) ≡ x, x ∈ C, вiдтак i тотожностi u(x) ≡ x, x ∈ C. То-
му методом математичної iндукцiї доведено, що многочлени f та g у
випадку комплексного поля C породжують вiльну групу.

2) Якщо у випадку дiйсного поля R для деякого нескоротного слова
u вiд многочленiв f та g, виконується тотожнiсть u(x) ≡ x, x ∈ R, то
лiва i права її частини є аналiтичними функцiями в R. Tодi за теоре-
мою про аналiтичне продовження функцiї, виконується i така тотожнiсть
u(x) ≡ x, x ∈ C, а це суперечить попереднiй частинi доведення. Отже,
сформульовану теорему доведено повнiстю. �
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FREE GROUP THAT GENERATED BY
TWO POLINOMIALS

Mykhaylo SUMARYUK

Taras Shevcheno Kyiv National University

We constructed the free group that generated by two transformations of

the real or complex field x → 1
p
xp +

p− 1
p

and x → 1
q
xq +

q − 1
q

for p, q

different odd prime numbers.




