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Розмитi метричнi простори тiсно пов’язанi з ймовiрнiсними роз-
митими просторами; у останнiх вiдстань набуває значення не в мно-
жинi дiйсних чисел, а в множинi функцiй розподiлу. Розв’язується
проблема продовження розмитих метрик у випадку, коли множина,
з якої метрика продовжується, є зв’язною. При цьому ми викори-
стовуємо розмиту метризацiю функтора гiперпростору.

1 Вступ

Поняття розмитого метричного простору (fuzzy metric space) тiсно
пов’язане з поняттям ймовiрнiсного метричного простору [12], яке, в
свою чергу, є узагальненням поняття метричного простору. У ймовiр-
нiсних метричних просторах значення вiдстанi є не числами, як у ви-
падку метричних просторiв, а функцiями розподiлу. Iснує кiлька версiй
поняття розмитого метричного простору. Однiєю з найпоширенiших є
запропонована в [5].

Iнтерес до розмитих метричних просторiв викликаний не лише їх
рiзноманiтними застосуваннями, але також i тим фактом, що структу-
ра розмитого метричного простору багатша, нiж структура метричного
простору. Це може бути проiлюстровано хоча б тим фактом, що iснує
поняття повного розмитого простору, та, на вiдмiну вiд випадку мет-
ричних просторiв, iснують як поповнюванi, так i непоповнюванi розмитi
метричнi простори. Теорiя розмитих метричних просторiв розвивається
у рiзних напрямках i зараз розмитим метричним просторам присвячена
обширна лiтература. Загальною проблемою є знаходження змiстовних
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аналогiв результатiв метричної геометрiї та топологiї метричних про-
сторiв у теорiї розмитих метричних просторiв.

У цiй статтi ми розглядаємо задачу продовження розмитих метрик.
Ця тематика веде свiй початок вiд класичної працi Гаусдорфа [7], у якiй
показано, що кожна сумiсна метрика, означена на замкненiй пiдмножинi
метризовного простору, може бути продовжена до сумiсної метрики на
всьому просторi. Ця теорема одержала в наступнi десятилiття багато
доведень i узагальнень (див., наприклад, [1, 2, 3, 14, 16]). Нашим основ-
ним результатом є доведення цiєї теореми для випадку, коли множина,
з якої продовжують метрику, є зв’язною. Метод доведення базується
на вкладеннi розмитого метричного простору у його гiперпростiр (про-
стiр замкнених множин) а також у простiр гiперпросторiв включення;
зауважмо, що аналог метрики Гаусдорфа на просторi замкнених пiдмно-
жин розмитого метричного простору означено в [11].

2 Вступнi вiдомостi

Нагадаємо, що неперервною t-нормою називають бiнарну операцiю
∗ : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1], що задовольняє умови:

(i) ∗ асоцiативна i комутативна;

(ii) ∗ неперервна;

(iii) a ∗ 1 = a для кожного a ∈ [0, 1];

(iv) a ∗ b ≤ c ∗ d, якщо a ≤ c i b ≤ d, де a, b, c, d ∈ [0, 1].

(Коротко кажучи, неперервна t-норма — це бiнарна операцiя
∗ : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] така, що трiйка ([0, 1],≤, ∗) є впорядкованим
абелевим топологiчним моноїдом з одиницею 1.) Прикладами t-норм є
функцiї a ∗ b = ab та a ∗ b = min{a, b}.

Означення 1. (George and Veeramani [5, Denition 1]). Розмитим мет-
ричним простором називають упорядковану таку трiйку (X, M, ∗), що
X — непорожня множина, ∗ — неперервна t-норма i M — розмита мно-
жина на X × X × (0, +∞), що задовольняє умови для всiх x, y, z ∈ X,
s, t > 0:

(i) M(x, y, t) > 0;

(ii) M(x, y, t) = 1 тодi i лише тодi, коли x = y;
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(iii) M(x, y, t) = M(y, x, t);

(iv) M(x, y, t) ∗M(y, z, s) ≤M(x, z, t + s);

(v) функцiя M(x, y,−) : (0, +∞) → (0, 1] неперервна.

Функцiю M називають розмитою метрикою на X (стосовно ∗). За-
уважмо, що для кожного метричного простору (X, d) функцiя

Md(x, y, t) =
t

t + d(x, y)

є розмитою метрикою на X для t-норми ∗ = min.
Нескладно показати, що функцiя M(x, y,−) неспадна x, y ∈ X (див.,

наприклад, [6]).
Якщо замiнити умову (ii) в означеннi 1 на умову

(ii′) M(x, x, t) = 1,

то ми одержимо означення розмитої псевдометрики на множинi X, а
якщо в умовi (v) вимагати, щоби функцiя M(x, y,−) : (0, +∞) → (0, 1]
була неперервною злiва, то одержимо поняття розмитого метричного
простору в сенсi статтi [8].

Ми залишаємо читачевi доведення такого простого твердження.

Лема 2. Нехай (X, M, ∗) — розмитий метричний простiр. Для кожно-
го вiдображення f : Y → X функцiя M ′ : Y ×Y ×(0,∞) → (0, 1], означена
формулою M ′(x, y, t) = M(f(x), f(y), t), є розмитою псевдометрикою на
множинi Y . Бiльше того, якщо вiдображення f є вкладенням, то M ′

— розмита метрика.

Лема 3. Нехай (X, Mi, ∗), i = 1, 2, — розмитi метричнi простори.
Тодi (X, M, ∗), де M = min{M1, M2}, — також розмитий метричний
простiр.

Доведення. Нетривiальним є лише доведення умови (iv) з означення
1. Не зменшуючи загальностi, можемо вважати, що M(x, z, t + s) =
M1(x, z, t + s). Тодi з умови (iv) означення t-норми випливає

M(x, y, t) ∗M(y, z, s) ≤M1(x, y, t) ∗M1(y, z, s) ≤M(x, z, t + s).
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В [5] доведено, що кожна розмита метрика (M, ∗) на множинi X по-
роджує топологiю τM на X. Базою цiєї топологiї є сiм’я множин

BM (x, ε, t) = {y ∈ X |M(x, y, t) > 1− ε},

де x ∈ X, 0 < ε < 1 i t > 0. Якщо топологiя τM збiгається з вихiдною
топологiєю на просторi X, то кажуть, що розмита метрика на тополо-
гiчному просторi сумiсна з його топологiєю.

Лема 4. Якщо t ≤ t′, то BM (x, ε, t) ⊆ BM (x, ε, t′) для всiх x ∈ X та ε.

Доведення. Якщо y ∈ BM (x, ε, t), то M(x, ε, t′) ≥M(x, ε, t) > 1−ε, звiдки
одержуємо, що y ∈ BM (x, ε, t′).

2.1 Розмита метрика Гаусдорфа

Нехай B — непорожня пiдмножина розмитого метричного простору
(X,M, ∗). Для кожних a ∈ X i t > 0, нехай

M(a, B, t) = sup{M(a, b, t) | b ∈ B}

(див. [11, Definition 2.4]).
Нехай (X, M, ∗) — розмитий метричний простiр. Позначимо через

exp X сiм’ю всiх непорожнiх компактних пiдмножин в просторi X. Як i
в [11], означимо функцiю MH на exp X × exp X → (0,∞) формулою:

MH(A, B, t) = min
{

inf
a∈A

M(a, B, t), inf
b∈B

M(A, b, t)
}

для всiх A, B ∈ exp X i t > 0. Основний результат (Теорема 1) статтi [11]
стверджує, що (MH , ∗) — розмита метрика на множинi exp X (розмита
метрика Гаусдорфа). Бiльше того, ця розмита метрика породжує топо-
логiю Вiєторiса на гiперпросторi exp X. Нагадаємо, що база топологiї
Вiєторiса складається з множин вигляду

〈U1, . . . , Un〉 = {A ∈ exp X | A ⊆
n⋃

i=1

Ui, A ∩ Ui �= ∅ для всiх i},

де U1, . . . , Un — вiдкритi в X множини.

Зауваження 5. Ми використовуємо позначення MH замiсть вжито-
го в статтi [11] позначення HM ; це пов’язане з тим, що тодi при-
родно позначати розмитi метрики на iтерацiях exp2 = exp exp, exp3,
. . . функтора exp через MHH , MHHH ,. . . .
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Виразимо вiдстань Гаусдорфа у дещо iншiй, еквiвалентнiй формi.
Нехай C ⊆ X. Позначимо B(C, ε, t) = ∪{BM (c, ε, t) | c ∈ C}.

Твердження 6. Для кожних C, D ∈ exp X маємо

MH(C, D, t) = sup{ε | C ⊆ B(D, 1− ε, t), D ⊆ B(C, 1− ε, t)}.

Доведення. Тимчасово позначимо праву частину рiвностi у формулю-
ваннi через M ′

H(C, D, t).
Припустимо, що MH(C, D, t) > r. Тодi inf

c∈C
M(c, D, t) > r, тому для

кожного c ∈ C iснує d ∈ D таке, що M(c, d, t) > r = 1 − (1 − r), тобто
c ∈M(D, 1−r, t) для кожного c ∈ C. Отже, C ⊆ B(D, 1−r, t). Аналогiчно
можна показати, що D ⊆ B(C, 1 − r, t). Таким чином, r ∈ {ε | C ⊆
B(D, 1− ε, t), D ⊆ B(C, 1− ε, t)} i M ′

H(C, D, t) ≥ r. Тепер, спрямувавши
r → MH(C, D, t), одержимо, що MH(C, D, t) ≤M ′

H(C, D, t).
Обернена нерiвнiсть доводиться аналогiчно.

2.2 Гiльбертiв куб

Нагадаємо, що гiльбертiв куб Q — це злiченний степiнь вiдрiзка I = [0, 1],
Q = Iω. Геометрiї гiльбертового куба присвячено книгу [4].

Нагадаємо, що в компактному метричному просторi Y , замкнена
множина A ⊆ Y називається Z-множиною, якщо тотожне вiдображення
простору Y може бути наближене, в топологiї рiвномiрної збiжностi, вi-
дображеннями, образи яких не перетинають A (деталi див., наприклад,
в [4, 9]). Вiдомо, що кожне вiдображення f : A → Q, яке є Z-вкладенням
(тобто образ f(A) є Z-множиною) i означене на замкненiй пiдмножинi
A метризовного сепарабельного простору X, може бути продовжене до
вкладення f̄ : X → Q.

2.3 Гiперпростори включення

Нехай X — компактний гаусдорфовий простiр. Непорожня замкнена пiд-
множина A простору exp X називається гiперпростором включення, як-
що для кожного A ∈ A i кожного B ∈ exp X такого, що A ⊆ B, маємо
B ∈ A. Множина G(X) всiх гiперпросторiв включення надiляється то-
пологiєю, замкненою передбазою якої є сiм’я множин вигляду

A+ ={A ∈ G(X) | A ∈ A},
A− ={A ∈ G(X) | A ∩B �= ∅ для всiх B ∈ A},
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де A пробiгає сiм’ю всiх замкнених множин у просторi X.
Вiдомо (див., наприклад, [9]), що множина G(X) замкнена в exp2 X

i топологiя на G(X) збiгається з iндукованою з простору exp2 X тополо-
гiєю. Для кожного x ∈ X позначимо η(x) = ηX(x) = {A ∈ exp X | x ∈
A} ∈ G(X).

Твердження 7. Нехай M — сумiсна розмита метрика на компакт-
ному метризовному просторi X. Тодi для кожних x, y ∈ X i кожного
t ∈ (0,∞) маємо M(x, y, t) = MHH(η(x), η(y), t).

Доведення. Припустимо, що r ∈ (0, M(x, y, t)). Тодi для кожного A ∈
η(x) маємо MH(A, A∪{y}, t) ≥ r i для кожного A ∈ η(y) маємо MH(A, A∪
{x}, t) ≥ r. Отже, MHH(η(x), η(y), t) ≥M(x, y, t).

Обернена нерiвнiсть випливає з такого зауваження: маємо {x} ∈ η(x)
i водночас не iснує B ∈ η(y) такого, що MH({x}, B, t) > M(x, y, t).

Нам знадобиться такий результат з статтi [10]: простiр G(X) гомео-
морфний гiльбертовому кубовi Q для кожного невиродженого метрич-
ного континуума X. Доведення наступного твердження долучаємо для
повноти викладу.

Твердження 8. Нехай X — невироджений метричний континуум.
Множина ηX(X) є Z-множиною в просторi G(X).

Доведення. Зафiксуємо деяку метрику в X. Нехай r ∈ (0, 1) i Ar – де-
яка скiнченна r-сiтка в просторi X. Не обмежуючи загальностi ми мо-
жемо вважати, що X �= Ur(x) для довiльних r ∈ (0, 1) i x ∈ Ar, де
Ur(x) – вiдкрита куля з центром x i радiусом r. Означимо вiдображення
fr : G(X) → G(X) формулою:

fr(A) = A ∪ {B ∈ exp X | Ø �= A \ Ur(x) ⊆ B для деякого x ∈ Ar}.

З властивостей простору G(X) (див., наприклад, [13]) випливає, що вiдо-
браження fr коректно означене i при r → 0 вiдображення fr рiвномiрно
прямують до тотожнього вiдображення множини G(X).

Нескладно побачити, що для кожного x ∈ X i для кожного A ∈ G(X)
iснує B ∈ fr(A) таке, що x /∈ B. Звiдси випливає, що fr(G(X))∩ηX(X) =
∅, тобто ми показали, що ηX(X) є Z-множиною в просторi G(X).

3 Продовження розмитих метрик

Основним результатом статтi є таке твердження.
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Теорема 9. Нехай A — непорожна зв’язна замкнена пiдмножина ком-
пактного метризовного простору X. Нехай M — неперервна розмита
метрика на A. Тодi iснує неперервна розмита метрика на X, що про-
довжує M .

Доведення. Розглянемо розмиту метрику MHH на множинi exp2 A =
exp expA. Оскiльки, як зауважено ранiше, простiр G(A) ⊆ exp2 A го-
меоморфний гiльбертовому кубовi, який, як вiдомо, є абсолютним екс-
тензором у класi метричних просторiв, то iснує F : X → G(A) таке, що
F (x) = η(x) для кожного x ∈ A. Бiльше того, використовуючи той факт,
що множина η(A) є Z-множиною в просторi G(A), можна додатково при-
пустити, що вiдображення F є вкладенням (див. вище).

Означимо функцiю M ′ : X ×X × (0,∞) → [0, 1] формулою:

M ′(x, y, t) = MHH(F (x), F (y), t), (x, y, t) ∈ X ×X × (0,∞).

Згiдно з лемою 2, M ′ є розмитою метрикою на множинi X i, згiдно з
твердженням 7, для кожних x, y ∈ A i (t ∈ (0,∞), маємо

M ′(x, y, t) = MHH(F (x), F (y), t) = MHH(η(x), η(y), t) = M(x, y, t),

тобто функцiя M ′ є продовженням функцiї M . Оскiльки вiдображення
F є вкладенням, розмита метрика M ′ є сумiсною з топологiєю на X.

Аналогiчний результат нескладно одержати для випадку розмитих
псевдометрик.

4 Зауваження i вiдкритi проблеми

Метод доведення теореми 9 не працює, коли простiр, з якого продовжує-
мо метрику, незв’язний. Це веде до такого запитання.

Питання 10. Чи iстотною є умова зв’язностi в теоремi 9?

У зв’язку з цим питанням виникають i iншi проблеми

Питання 11. Чи можна продовжити розмиту метрику з заданого
компактного метризовного простору на деякий оточуючий контину-
ум?

Iснують рiзнi пiдходи до цiєї проблеми. Зокрема, можна продовжу-
вати розмитi метрики на конус (зокрема i на стиснутий конус [2]) над
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метричним простором. Виявляється, результат залежить вiд iснування
розмитих метрик з заданою t-нормою на вiдрiзку.

Оскiльки кожен компактний метризовний простiр може бути пере-
творений в континуум доклеюванням деякої нуль-послiдовностi дуг, це
веде також до такої проблеми.

Питання 12. Чи можна продовжити розмиту метрику на дугу, при-
клеєну до компактного розмитого метричного простору?

Знову ж таки, результат залежить вiд iснування розмитих метрик з
заданою t-нормою на вiдрiзку.

Загальна проблема продовження розмитих метрик допускає рiзно-
манiтнi варiацiї.

Питання 13. Чи iснує конструкцiя продовження розмитих метрик,
що зберiгає операцiю ∗ на множинi всiх розмитих метрик (див лему
3)?

Можна розглядати також задачу продовження розмитих метрик у
сенсi [8]. Зауважмо, що у цьому випадку топологiя, iндукована розмитою
метрикою, є лише T0-топологiєю.
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HYPERSPACE FUNCTOR AND EXTENSION
OF FUZZY METRICS

Oleksandr SAVCHENKO

Herson state agrarian university

The fuzzy metric spaces are tightly connected with the probabilistic
metric spaces; in the latter, the distance function takes its values in the set
of distribution functions, not in the reals. The problem of extension of fuzzy
metrics is solved in the case of connected set from which the fuzzy metric is
extended. Here we use the fuzzy metrization of the hyperspace functor.




