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Методом дельта-подiбної послiдовнiостi (ядро Дiрiхле) запро-
ваджено iнтегральне перетворення, породжене на полярнiй осi з
двома точками спряження гiбридним диференцiальним операто-
ром Бесселя-Ейлера-Фур’є.

Аналiз та мета статтi. Вивчення фiзико-технiчних характеристик
композитних матерiалiв, якi знаходяться в рiзних умовах експлуатацiї,
математично приводить до задачi iнтегрування сепаратної системи ди-
ференцiальних рiвнянь другого порядку на кусково-однорiдному iнтер-
валi. Одним iз ефективних методiв одержання iнтегрального зображе-
ння розв’язку таких задач є метод гiбридних iнтегральних перетворень
(ГIП), започаткований в роботi [1]. Основи теорiї ГIП закладено в роботi
[2]. Дана стаття присвячена запровадженню одного iз типiв ГIП.
Основна частина. Введемо методом дельта-подiбної послiдовностi

iнтегральне перетворення, породжене на множинi

I+
2 = {r : r ∈ (0, R1) ∪ (R1, R2) ∪ (R2,∞)}

гiбридним диференцiальним оператором (ГДО)

Mν,(α) = θ(r)θ(R1−r)a2
1Bν,α1+θ(r−R1)θ(R2−r)a2

2B
∗
α2

+θ(r−R2)a2
3d

2/dr2 < (1)

θ(x) – одинична функцiя Гевiсайда [3].
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У рiвностi (1) беруть участь диференцiальнi оператори Бесселя Bν,α1

[4], Ейлера B∗
α2

[5] та Фур’є d2/dr2 [5]:

Bν,α1 =
d2

dr2
+

2α1 + 1
r

d

dr
− ν2 − α2

1

r2
, B∗

α2
= r2 d2

dr2
+ (2α2 + 1)r

d

dr
+ α2

2.

Означення. За область визначення ГДО Mν,(α) приймемо множину
G вектор-функцiй g(r) = {g1(r); g2(r); g3(r)} з такими властивостями:
1) вектор-функцiя f(r) = {Bν,α1 [g1(r)];B∗

α2
[g2(r)]; g

′′
3 (r)} неперервна на

множинi I+
2 ; 2) функцiї gj(r) задовольняють умови обмеження

lim
r→0

[rγ1g1(r)] = 0, lim
r→∞[rγ2g3(r)] = 0; (2)

3) функцiї gj(r) задовольняють умови спряження[(
αk

j1

d

dr
+ βk

j1

)
gk(r)−

(
αk

j2

d

dr
+ βk

j2

)
gk+1(r)

]∣∣∣∣
r=Rk

= 0, j, k = 1, 2.

(3)
Припускаємо, що виконанi умови на коефiцiєнти: aj > 0, αk

jm ≥ 0,
βk

jm ≥ 0, c1k · c2k > 0, cjk = αk
2jβ

k
1j − αk

1jβ
k
2j , ν ≥ α1, 2αk + 1 > 0;

j,m, k = 1, 2; i = 1, 3.
Визначимо числа

σ1 =
c11c12R

2(α2−α1)
1

c21c22R
2α2+1
2

1
a2

1

, σ2 =
c12

c22

a−2
2

R2α2+1
2

, σ3 =
1
a2

3

,

вагову функцiю

σ(r) = θ(r)θ(R1 − r)σ1r
2α1+1 + θ(r −R1)θ(R2 − r)σ2r

2α2−1 + θ(r −R2)σ3

i скалярний добуток

(u(r), v(r)) =

∞∫
0

u(r)v(r)σ(r) dr ≡
R1∫
0

u1(r)v1(r)σ1r
2α1+1dr+

+

R2∫
R1

u2(r)v2(r)σ2r
2α2−1 dr +

∞∫
R2

u3(r)v3(r)σ3 dr, u ∈ G, v ∈ G. (4)

Для u ∈ G та v ∈ G iз умов спряження (3) випливає базова тото-
жнiсть

[uk(r)v′k(r)− vk(r)u′
k(r)]

∣∣∣
r=Rk

=
c2k

c1k
[uk+1(r)v′k+1(r)− u′

k+1(r)vk+1(r)]
∣∣∣
r=Rk

. (5)



204 О.Нiкiтiна

На основi базової тотожностi (5), властивостей функцiй u ∈ G та
v ∈ G i структури σ1, σ2, σ3 встановлюємо рiвнiсть

(Mν,(α)[u], v) = (u, Mν,(α)[v]). (6)

Рiвнiсть (6) означає, що ГДО Mν,(α) самоспряжений. Отже, його
спектр дiйсний [6]. Оскiльки ГДО Mν,(α) має на множинi I+

2 одну осо-
бливу точку r = ∞, то його спектр неперервний. Можна вважати, що
спектральний параметр β ∈ (0,∞) i йому вiдповiдає спектральна вектор-
функцiя

Vν,(α)(r, β) =
2∑

j=1

θ(r −Rj−1)θ(Rj − r)Vν,(α);j(r, β) + θ(r −R2)Vν,(α);3(r, β).

(7)
Функцiї Vν,α;j(r, β) знайдемо як обмежений на множинi I+

2 розв’язок
сепаратної системи диференцiальних рiвнянь Бесселя, Ейлера та Фур’є

(Bν,α1 + b2
1)Vν,(α);1(r, β) = 0, r ∈ (R0, R1), R0 = 0,

(B∗
α2

+ b2
2)Vν,(α);2(r, β) = 0, r ∈ (R1, R2),

(d2/dr2 + b2
3)Vν,(α);3(r, β) = 0, r ∈ (R2,∞) (8)

за умовами спряження (3); b2
j = (β2 + k2

j ), k2
j ≥ 0, j = 1, 3.

Фундаментальну систему розв’язкiв для диференцiального рiвнян-
ня Бесселя (Bν,α1 + b2

1)v = 0 утворюють функцiї v1 = Jν,α1(b1r) та v2 =
Nν,α1(b1r) [4]; фундаментальну систему розв’язкiв для диференцiального
рiвняння Ейлера (B∗

α2
+b2

2)v = 0 утворюють функцiї v1 = r−α2 cos(b2 ln r)
та v2 = r−α2 sin(b2 ln r); фундаментальну систему розв’язкiв для ди-
ференцiального рiвняння Фур’є (d2/dr2 + b2

3)v = 0 утворюють функцiї
v1 = cos b3r та v2 = sin b3r [5].

Якщо покласти

Vν,(α);1(r, β) = A1Jν,α1(b1r),

Vν,(α);2(r, β) = A2r
−α2 cos(b2 ln r) + B2r

−α2 sin(b2 ln r),

Vν,(α);3(r, β) = A3 cos b3r + B3 sin b3r, (9)

то умови спряження (3) дають алгебраїчну систему

u11
ν,α1;j1(b1R1)A1 − Y 11

α2;j2(b2, R1)A2 − Y 12
α2;j2(b2, R1)B2 = 0, j = 1, 2,
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Y 21
α2;j1(b2, R2)A2 + Y 22

α2;j1(b2, R2)B2− v21
j2(b3R2)A3− v22

j2(b3R2)B3 = 0. (10)

У системi (10) беруть участь функцiї:

u11
ν,α1;j1(b1R1) =

(
α1

j1

ν − α1

R1
+ β1

j1

)
Jν,α1(b1R1)− α1

j1b
2
1R1Jν+1,α1+1(b1R1),

Y m1
α2;jk(b2, Rm) = [(βm

jk − α2R
−1
m αm

jk) cos(b2 lnRm)− αm
jkb2R

−1
m sin(b2 lnRm)]R−α2

m ,

Y m2
α2;jk(b2, Rm) = [(βm

jk − α2R
−1
m αm

jk) sin(b2 lnRm) + αm
jkb2R

−1
m cos(b2 lnRm)]R−α2

m ,

v21
j2(b3R2) = −b3α

2
j2 sin b3R2 + β2

j2 cos b3R2; v
22
j2(b3R2) = b3α

2
j2 cos b3R2 + β2

j2 sin b3R2.

При довiльному A1 �= 0 розглянемо алгебраїчну систему стосовно A2,
B2:

Y 11
α2;j2(b2, R1)A2 + Y 12

α2;j2(b2, R1)B2 = A1u
11
ν,α1;j1(b1R1), j = 1, 2. (11)

Визначник алгебраїчної системи (11)

qα2(β) ≡ Y 11
α2;12(b2, R1)Y

12
α2;22(b2, R1)−Y 11

α2;22(b2, R1)Y
12

α2;12(b2, R1) = c21b2R
−(2α2+1)
1 �= 0.

Алгебраїчна система (11) має єдиний розв’язок [7]:

A2 = A1q
−1
α2

[u11
ν,α1;11(b1R1)Y 12

α2;22(b2, R1)− u11
ν,α1;21(b1R1)Y 12

α2;12(b2, R1)],

B2 = −A1q
−1
α2

[u11
ν,α1;11(b1R1)Y 11

α2;22(b2, R1)− u11
ν,α1;21(b1R1)Y 11

α2;12(b2, R1)].
(12)

При довiльному A1 �= 0 розглянемо алгебраїчну систему стосовно A3,
B3:

v21
j2(b3R2)A3 + v22

j2(b3R2)B3 = −A1q
−1
α2

aν,(α);j(β), j = 1, 2. (13)

У системi (13) беруть участь функцiї:

δα2;jk(β) = Y 11
α2;j2(b2, R1)Y 22

α2;k1(b2, R2)− Y 12
α2;j2(b2, R1)Y 21

α2;k1(b2, R2), j, k = 1, 2,

aν,(α);j(β) = u11
ν,α1;11(b1R1)δα2;2j(β)− u11

ν,α1;21(b1R1)δα2;1j(β), j = 1, 2.

Визначник алгебраїчної системи (13)

q2(β) ≡ v21
12(b3R2)v22

22(b3R2)− v21
22(b3R2)v22

12(b3R2) = c22b3 �= 0.

Алгебраїчна система (13) має єдиний розв’язок [7]:

A3 = ων,(α);2(β), B3 = −ων,(α);1(β), A1 = qα2(β)q2(β),



206 О.Нiкiтiна

ων,(α);j(β) = aν,(α);1(β)v2j
22(b3R2)− aν,(α);2(β)v2j

12(b3R2), j = 1, 2. (14)

Пiдставивши визначенi величини Aj (j = 1, 3) та Bk (k = 2, 3) згiдно
формул (12) та (14) у рiвностi (9), маємо шуканi функцiї Vν,(α);j(r, β):

Vν,(α);1(r, β) = qα2(β)q2(β)Jν,α1(b1r), r ∈ (0, R1),

Vν,(α);2(r, β) = q2(β)[u11
ν,α1;11(b1R1)Ψ1

α2;22(b2, r)−u11
ν,α1;21(b1R1)Ψ1

α2;12(b2, r)],

Vν,(α);3(r, β) = ων,(α);2(β) cos b3r − ων,(α);1(β) sin b3r, (15)

Ψ1
α2;j2(b2, r) = Y 12

α2;j2(b2, R1)r
−α2 cos(b2 ln r) − Y 11

α2;j2(b2, R1)r
−α2 sin(b2 ln r), j = 1, 2.

Наявнiсть спектральної функцiї Vν,(α)(r, β), вагової функцiї σ(r) та
спектральної щiльностi

Ων,(α)(β) = β[b3(β)]−1([ων,(α);1(β)]2 + [ων,(α);2(β)]2)−1

дає можливiсть визначити пряме Hν,(α) та обернене H−1
ν,(α) гiбридне iн-

тегральне перетворення (ГIП), породжене на множинi I+
2 ГДО Mν,(α)

[8]:

Hν,(α)[g(r)] =

∞∫
0

g(r)Vν,(α)(r, β)σ(r)dr ≡ g̃(β), (16)

H−1
ν,(α)[g̃(β)] =

2
π

∞∫
0

g̃(β)Vν,(α)(r, β)Ων,(α)(β)dβ ≡ g(r), (17)

де функцiя g(r) ∈ G.
Математичним обгрунтуванням правил (16), (17) є твердження.
Теорема 1 (про iнтегральне зображення). Якщо вектор-функцiя

f(r) = [θ(r)θ(R1 − r)rα1+ 1
2 + θ(r − R1)θ(R2 − r)rα2− 1

2 + θ(r − R2) · 1]g(r)
неперервна, абсолютно сумовна й має обмежену варiацiю на множинi
(0,∞), то для будь-якого r ∈ I+

2 справджується iнтегральне зображе-
ння

g(r) =
2
π

∞∫
0

Vν,(α)(r, β)Ων,(α)(β)

∞∫
0

g(ρ)Vν,(α)(ρ, β)σ(ρ)dρdβ. (18)

Доведення. Функцiй Vν,(α);1(r, λ) та Vν,(α);1(r, β), де λ �= β ∈ (0,∞),
задовольняють вiдповiдно диференцiальнi рiвняння Бесселя:

[a2
1Bν,α1 + (λ2 + k2

1)]Vν,(α);1(r, λ) = 0,
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[a2
1Bν,α1 + (β2 + k2

1)]Vν,(α);1(r, β) = 0.

Помножимо перше з цих рiвнянь на r2α1+1Vν,(α);1(r, β), а друге – на
r2α1+1Vν,(α);1(r, λ) й вiднiмемо вiд першого друге:

Vν,(α;1)(r, λ)Vν,(α);1(r, β)r2α1+1 =

=
a2
1

β2 − λ2

d

dr

[
r2α1+1

(
Vν,(α);1(r, β)

dVν,(α);1(r, λ)

dr
− Vν,(α);1(r, λ)

dVν,(α);1(r, β)

dr

)]
. (19)

Функцiї Vν,(α);2(r, λ) та Vν,(α);2(r, β), де λ �= β ∈ (0,∞), задовольняють
вiдповiдно диференцiальнi рiвняння Ейлера:

[a2
2B

∗
α2

+ (λ2 + k2
2)]Vν,(α);2(r, λ) = 0,

[a2
2B

∗
α2

+ (β2 + k2
2)]Vν,(α);2(r, β) = 0.

Помножимо перше з цих рiвнянь на функцiю r2α2−1Vν,(α);2(r, β), а
друге – на r2α2−1Vν,(α);2)(r, λ) й вiднiмемо вiд першого друге:

r2α2−1Vν,(α);2(r, β)Vν,(α);2(r, λ) =
a2

2

β2 − λ2

d

dr

[
r2α2+1

(
Vν,(α);2(r, β)×

×
dVν,(α);2(r, λ)

dr
− Vν,(α);2(r, λ)

dVν,(α);2(r, β)
dr

)]
. (20)

Функцiї Vν,(α);3(r, β) та Vν,(α);3(r, λ), де λ �= β ∈ (0,∞), задовольняють
диференцiальнi рiвняння Фур’є:

[a2
3d

2/dr2 + (λ2 + k2
3)]Vν,(α);3(r, λ) = 0, (22)

[a2
3d

2/dr2 + (β2 + k2
3)]Vν,(α);3(r, β) = 0.

Помножимо перше з цих рiвнянь на Vν,(α);3(r, β), а друге – на
Vν,(α);3(r, λ) й вiднiмемо вiд першого друге:

Vν,(α);3(r, λ)Vν,(α);3(r, β) =
a2

3

β2 − λ2

d

dr

[
Vν,(α);3(r, β)×

×
dVν,(α);3(r, λ)

dr
− Vν,(α);3(r, λ)

dVν,(α);3(r, β)
dr

]
. (21)

Помножимо рiвнiсть (19) на σ1dr й проiнтегруємо по r вiд r = 0 до
r = R1; помножимо рiвнiсть (20) на σ2dr й проiнтегруємо по r вiд r = R1

до r = R2; помножимо рiвнiсть (21) на σ3dr й проiнтегруємо по r вiд r =
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R2 до r = A, де A як завгодно велике число. Якщо одержанi результати
додати, то в силу базової тотожностi (5) при k = 1, 2 й структури σ1, σ2,
σ3 будемо мати рiвнiсть:

A∫
0

Vν,(α)(r, λ)Vν,(α)(r, β)σ(r)dr =
1

β2 − λ2

[
Vν,(α);3(A, β)V ′

ν,(α);3(A, λ)−

−Vν,(α);3(A, λ)V ′
ν,(α);3(A, β)

]
. (22)

Для довiльних додатних c та d (c < d) й довiльної скiнченної функцiї
Ψ(λ) неперервної, абсолютно сумовної з обмеженою варiацiєю, визначе-
ної на [c, d], знайдемо величину подвiйного невласного iнтегралу

I =
2
π

∞∫
0

d∫
c

Ψ(λ)Vν,(α)(r, λ)Ων,(α)(λ)dλVν,(α)(r, β)σ(r)dr =

= lim
A→∞

2
π

A∫
0

d∫
c

Ψ(λ)Vν,(α)(r, λ)Ων,(α)(λ)dλVν,(α)(r, β)σ(r)dr =

= lim
A→∞

2
π

d∫
c

A∫
0

Ψ(λ)Vν,(α)(r, λ)Vν,(α)(r, β)σ(r)drΩν,(α)(λ)dλ. (23)

Внаслiдок рiвностi (22) подвiйний iнтеграл (23) набуває вигляду:

I = lim
A→∞

2
π

d∫
c

Ψ(λ)Ων,(α)(λ)
1

β2 − λ2

[
Vν,(α);3(A, β)V ′

ν,(α);3(A, λ)−

−Vν,(α);3(A, λ)V ′
ν,(α);3(A, β)

]
. (24)

Введемо до розгляду функцiї:

Gν,(α);1(λ, β) = ων,(α);2(λ)ων,(α);2(β)− ων,(α);1(λ)ων,(α);1(β),

Gν,(α);2(λ, β) = ων,(α);1(λ)ων,(α);1(β) + ων,(α);2(λ)ων,(α);2(β),

Gν,(α);3(λ, β) = ων,(α);1(λ)ων,(α);2(β) + ων,(α);1(β)ων,(α);2(λ),

Gν,(α);4(λ, β) = ων,(α);1(λ)ων,(α);2(β)− ων,(α);1(β)ων,(α);2(λ),
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z±(λ, β) = q3(λ)± q3(β).

Безпосередньо знаходимо, що

2[Vν,(α);3(A, β)V ′
ν,(α);3(A, λ)− Vν,(α);3(A, λ)V ′

ν,(α);3(A, β)] =

= z−(λ, β)Gν,(α);1(λ, β) sin[Az+(λ, β)] + z+(λ, β)Gν,(α);2(λ, β) sin[Az−(λ, β)]+

+z−(λ, β)Gν,(α);3(λ, β) cos[Az+(λ, β)]+z+(λ, β)Gν,(α);4(λ, β) cos[Az−(λ, β)]. (25)

Невласний iнтеграл (24) з врахуванням рiвностi (25) перепишемо в
такому вигляду:

I = lim
A→∞

1
π

1
a2

3

d∫
c

Ψ(λ)Ων,(α)(λ)
{Gν,(α);1(λ, β)

b3(λ) + b3(β)
sin[Az+(λ, β)]+

+Gν,(α);2(λ, β)
sin A[b3(λ)− b3(β)]

b3(λ)− b3(β)
+

Gν,(α);3(λ, β)
b3(λ) + b3(β)

cos[Az+(λ, β)]+

+
Gν,(α);4(λ, β)
b3(λ)− b3(β)

cos[A(b3(λ)− b3(β))]
}

dλ ≡ I1 + I2 + I3 + I4 =

= lim
A→∞

{ 1
πa2

3

d∫
c

Ψ(λ)Ων,(α)(λ)
Gν,(α);1(λ, β)
b3(λ) + b3(β)

sin[A(b3(λ) + b3(β))]dλ+

+
1
a2

3

d∫
c

Ψ(λ)Ων,(α)(λ)Gν,(α);2(λ, β)
1
π

sin A[b3(λ)− b3(β)]
b3(λ)− b3(β)

dλ+

+
1

πa2
3

d∫
c

Ψ(λ)Ων,(α)(λ)
Gν,(α);3(λ, β)
b3(λ) + b3(β)

cos[A(b3(λ) + b3(β))]dλ+

+
1

πa2
3

d∫
c

Ψ(λ)Ων,(α)(λ)
Gν,(α);4(λ, β)
b3(λ)− b3(β)

cos[A(b3(λ)− b3(β))]dλ
}

. (26)

В силу леми Рiмана [9]

lim
A→∞

Im = 0, m = 1, 3, 4. (27)

В силу леми Дiрiхле [9]

lim
A→∞

I2 =
{

Ψ(β), якщо λ = β ∈ [c, d],
0, якщо λ = β∈[c, d].

(28)
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Отже, внаслiдок рiвностей (27), (28) одержуємо, що подвiйний невла-
сний iнтеграл

I ≡ 2
π

∞∫
0

d∫
c

Ψ(λ)Vν,(α)(r, λ)Ων,(α)(λ)dλVν,(α)(r, β)σ(r)dr = Ψ(β), (29)

якщо β = λ ∈ [c, d]. Якщо ж λ = β∈[c, d], то I = 0.
Якщо функцiя Ψ(λ) володiє вказаними вище властивостями на мно-

жинi (0,∞), то подвiйний невласний iнтеграл

I =
2
π

∞∫
0

∞∫
0

Ψ(λ)Vν,(α)(r, λ)Ων,(α)(λ)dλVν,(α)(r, β)σ(r)dr = Ψ(β), (30)

якщо λ = β ∈ (0,∞). Якщо ж λ = β∈(0,∞), то I = 0.
Припустимо, що функцiя

g(r) =
2
π

∞∫
0

Ψ(β)Vν,(α)(r, β)Ων,(α)(β)dβ. (31)

Помножимо рiвнiсть (31) на вираз σ(r)Vν,(α)(r, λ)dr, де λ – довiльне
додатне число, й проiнтегруємо по r вiд r = 0 до r = ∞. В силу рiвностi
(30) маємо функцiю

Ψ(λ) =

∞∫
0

g(r)Vν,(α)(r, λ)σ(r)dr.

Пiдставивши функцiю

Ψ(β) =

∞∫
0

g(ρ)Vν,(α)(ρ, β)σ(ρ)dρ

в рiвнiсть (31), приходимо до iнтегрального зображення (18). Доведення
теореми завершено.
Зауваження. Якщо вектор-функцiя g(r) кусково-неперервна, то злi-

ва в (18) злiва замiсть g(r) треба писати

1
2
[g(r − 0) + g(r + 0)].
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Побудова алгебри ГДО Mν,(α) здiйснюється на основi основної тото-
жностi ГIП ГДО Mν,(α), визначеного рiвнiстю (1).

Визначимо величини та функцiї:

h1 = a2
1σ1R

2α1+1
1 c−1

11 , h2 = a2
2σ2c

−1
12 , Z

(μ),k
ν,(α);i2(β) =

= (αk
i2d/dr + βk

i2)Vν,(α);k+1(r, β)
∣∣∣
r=Rk

,

g̃1(β) =

R1∫
0

g1(r)Vν,(α);1(r, β)σ1r
2α1+1dr, i, k = 1, 2;

g̃2(β) =

R2∫
R1

g2(r)Vν,(α);2(r, β)σ2r
2α2−1dr, g̃3(β) =

∞∫
R2

g3(r)Vν,(α);3(r, β)σ3dr.

Теорема 2 (про основну тотожнiсть). Якщо вектор-функцiя

f = {Bν,α1 [g1(r)];B∗
α2

[g2(r)]; g′′3(r)}

неперервна на множинi I+
2 , а функцiї gj(r) задовольняють умови спря-

ження[(
αk

j1
d

dr
+ βk

j1

)
gk(r) −

(
αk

j2
d

dr
+ βk

j2

)
gk+1(r)

]∣∣∣∣
r=Rk

= ωjk, j, k = 1, 2, (32)

та умови обмеження

lim
r→0

(
r2α1+1[g′1(r)Vν,(α);1(r, β)− g1(r)V ′

ν,(α);1(r, β)]
)

= 0, (33)

lim
r→∞[g′3(r)Vν,(α);3(r, β)− g3(r)V ′

ν,(α);3(r, β)] = 0, (34)

то справджується основна тотожнiсть ГIП ГДО Mν,(α):

Hν,(α)[Mν,(α)[g(r)]] = −β2g̃(β)−
3∑

j=1

k2
j g̃j+

+
2∑

k=1

hk[Zk
ν,(α);12(β)ω2k − Zk

ν,(α);22(β)ω1k]. (35)

Доведення. Згiдно з правилом (16) маємо:

R = Hν,(α)[Mν,(α)[g(r)]] =

∞∫
0

Mν,(α)[g(r)]Vν,(α)(r, β)σ(r)dr =
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=

R1∫
0

(a2
1Bν,α1 [g1(r)])Vν,(α);1(r, β)σ1r

2α1+1dr+

+

R2∫
R1

(a2
2B

∗
α2

[g2(r)])Vν,(α);2(r, β)σ2r
2α2−1dr +

∞∫
R2

(
a2
3

d2g3

dr2

)
Vν,(α);3(r, β)σ3dr. (36)

Проiнтегруємо пiд знаком iнтегралiв два рази частинами:

R =

R1∫
0

g1(r)(a2
1Bν,α1 [Vν,(α);1(r, β)])σ1r

2α1+1dr +

R2∫
R1

g2(r)(a2
2B

∗
α2

[Vν,(α);2(r, β)])σ2×

×r2α2−1dr +

∞∫
R2

g3(r)(a2
3d

2/dr2Vν,(α);3(r, β))σ3dr + a2
1σ1r

2α1+1

[
dg1

dr
Vν,(α);1(r, β)−

−g1(r)
dVν,(α);1(r, β)

dr

]∣∣∣∣∣
R1

0

+a2
2σ2r

2α2+1

[
dg2

dr
Vν,(α);2(r, β)−g2(r)

dVν,(α);2(r, β)
dr

]∣∣∣∣∣
R2

R1

+

+σ3

(
dg3

dr
Vν,(α);3(r, β)−−g3(r)

dVν,(α);3(r, β)
dr

)∣∣∣∣∣
∞

R2

. (37)

На основi умови обмеження (33) позаiнтегральний член в точцi r = 0
перетворюється в нуль, а згiдно з умовою обмеження (34) позаiнтеграль-
ний член в точцi r = ∞ перетворюється в нуль.

Згiдно з базовою тотожнiстю

[g′k(r)Vν,(α);k(r, β)− gk(r)V ′
ν,(α);k(r, β)]|r=Rk

=
c21

c1k
[g′k+1(r)Vν,(α);k+1(r, β)−

−gk+1(r)V ′
ν,(α);k+1(r, β)]|r=Rk

+
1

c1k
[Zk

ν,(α);12(β)ω2k − Zk
ν,(α);22(β)ω1k] (38)

послiдовно одержуємо, що:

1) a2
1σ1R

2α1+1
1 (g′1(R1)Vν,(α);1(R1, β)− g1(R1)V ′

ν,(α);1(R1, β))−

−a2
2σ2R

2α2+1
1 (g′2(R1)Vν,(α);2(R1, β)− g2(R1)V ′

ν,(α);2(R1, β)) =

=
(
a2

1σ1R
2α1+1
1

c21

c11
−−a2

2σ2R
2α2+1
1

)
(g′2(R1)Vν,(α);2(R1, β)−

−g2(R1)V ′
ν,(α);2(R1, β))+a2

1σ1R
2α1+1
1 c−1

11 (Z1
ν,(α);12(β)ω21−Z1

ν,(α);22(β)ω11) =
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= h1(Z1
ν,(α);12(β)ω21 − Z1

ν,(α);22(β)ω11); (39)

2) a2
2σ2R

2α2+1
2 (g′2(R2)Vν,(α);2(R2, β)−g2(R2)V ′

ν,(α);2(R2, β))−a2
3σ3(g′3(R2)×

×Vν,(α);3(R2, β)−g3(R2)V ′
ν,(α);3(R2, β)) =

(
a2

2σ2R
2α2+1
2

c22

c12
−a2

3σ3

)
(g′3(R2)×

×Vν,(α);3(R2, β)− g3(R2)V ′
ν,(α);3(R2, β)) + a2

2σ2R
2α2+1
2 c−1

12 (Z2
ν,(α);12(β)ω22−

−Z2
ν,(α);22(β)ω12) = h2(Z2

ν,(α);12(β)ω22 − Z2
ν,(α);22(β)ω12). (40)

На основi диференцiальних тотожностей

[a2
1Bν,α1 + (β2 + k2

1)]Vν,(α);1(r, β) ≡ 0, [a2
2B

∗
α2

+ (β2 + k2
2)]Vν,(α);2(r, β) ≡ 0,

[a2
3d

2/dr2 + (β2 + k2
3)]Vν,(α);3(r, β) ≡ 0

маємо рiвностi:

a2
1Bν,α1 [Vν,(α);1(r, β)] = −(β2 + k2

1)Vν,(α);1(r, β), a2
2B

∗
α2

[Vν,(α);2(r, β)] =

= −(β2+k2
2)Vν,(α);2(r, β), a2

3σ3[Vν,(α);3(r, β)] = −(β2+k2
3)Vν,(α);3(r, β). (41)

Пiдставимо тепер спiввiдношення (39) – (41) у рiвнiсть (37). Пiсля
роздiлення iнтегралiв [−(k2

j + β2)g̃j(β)] на суму (−k2
j g̃j) та (−β2g̃j(β))

приходимо до тотожностi (35).
Логiчну схему застосування запровадженого формулами (16), (17)

ГIП покажемо на однiй iз типових задач математичної фiзики неоднорi-
дних середовищ.
Задача квазiстатики Побудувати обмежений в областi

D = {(t, r) : t ∈ (0,∞), r ∈ I+
2 }

розв’язок сепаратної системи диференцiальних рiвнянь параболiчного
типу [10]

∂u1

∂t
+ χ2

1u1 − a2
1Bν,α1 [u1] = f1(t, r), r ∈ (0, R1),

∂u2

∂t
+ χ2

2u2 − a2
2B

∗
α2

[u2] = f2(t, r), r ∈ (R1, R2),

∂u3

∂t
+ χ2

3u3 − a2
3

∂2u3

∂r2
= f3(t, r), r ∈ (R2,∞) (42)
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за початковими умовами

uj(t, r)
∣∣∣
t=0

= gj(r), r ∈ (Rj−1; Rj), j = 1, 3; R0 = 0, R3 = ∞, (43)

та умовами спряження[(
αk

j1

∂

∂r
+βk

j1

)
uk(t, r)−

(
αk

j2

∂

∂r
+βk

j2

)
uk+1(t, r)

]∣∣∣∣∣
r=Rk

= ωjk(t), j, k = 1, 2.

(44)
Розв’язання. Запишемо систему (42) й початковi умови (43) в ма-

тричнiй формi:⎡⎢⎢⎢⎢⎣
( ∂

∂t
+ χ2

1 − a2
1Bν,α1

)
u1(t, r)( ∂

∂t
+ χ2

2 − a2
2Bν,α2

)
u2(t, r)(

∂
∂t + χ2

3 − a2
3

∂2

∂r2

)
u3(t, r)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎣ f1(t, r)
f2(t, r)
f3(t, r)

⎤⎦ ,

⎡⎣ u1(t, r)
u2(t, r)
u3(t, r)

⎤⎦∣∣∣∣∣∣
t=0

=

⎡⎣ g1(r)
g2(r)
g3(r)

⎤⎦ .

(45)

Iнтегральний оператор Hν,(α) згiдно з правилом (16) зобразимо у ви-
глядi операторної матрицi-рядка:

Hν,(α)[. . . ] =

[ R1∫
0

. . . Vν,(α);1(r, β)σ1r
2α1−1dr

R2∫
R1

. . . Vν,(α);2(r, β)×

×σ2r
2α2−1dr

∞∫
R2

. . . Vν,(α);3(r, β)σ3dr

]
. (46)

Припустимо, що max{χ2
1; χ

2
2; χ

2
3} = χ2

1. Покладемо всюди k2
1 = 0, k2

2 =
χ2

1 − χ2
2 ≥ 0, k2

3 = χ2
1 − χ2

3 ≥ 0 (b1 = a−1
1 β, b2(β) = a−1

2 (β2 + χ2
1 − χ2

2)
1/2,

b3(β) = a−1
3 (β2 + χ2

1 − χ2
3)

1/2).
Застосуємо операторну матрицю-рядок (46) до задачi (45) за прави-

лом множення матриць. На основi основної тотожностi (35) маємо задачу
Кошi: (

d

dt
+ β2 + χ2

1

)
ũ(t, β) = F̃ (t, β), ũ(t, β)|t=0 = g̃(β). (47)

У рiвностях (47) прийнятi позначення:

ũ(t, β) =
3∑

j=1

ũj(t, β), g̃(β) =
3∑

j=1

g̃j(β), F̃ (t, β) =
3∑

j=1

f̃j(t, β)+
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+
2∑

k=1

hk[Zk
ν,(α);12(β)ω2k(t)− Zk

ν,(α);22(β)ω1k(t)].

Безпосередньо перевiряється, що розв’язком задачi Кошi (47) є фун-
кцiя

ũ(t, β) = e−(β2+χ2
1)tg̃(β) +

t∫
0

e−(β2+χ2
1)(t−τ)F̃ (τ, β)dτ =

=

t∫
0

e−(β2+χ2
1)(t−τ)[f̃(τ, β) + δ+(τ)g̃(β)]dτ+

+
2∑

k=1

hk

[ t∫
0

e−(β2+χ2
1)(t−τ)Zk

ν,(α);12(β)ω2k(τ)dτ−

−
t∫

0

e−(β2+χ2
1)(t−τ)ω1k(τ)dτZk

ν,(α);22(β)
]
. (48)

Iнтегральний оператор H−1
ν,(α) згiдно з правилом (17), як обернений

до (46), зобразимо у виглядi операторної матрицi-стовпця

H−1
ν,(α)[. . . ] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2/π

∞∫
0

. . . Vν,(α);1(r, β)Ων,(α)(β)dβ

2/π

∞∫
0

. . . Vν,(α);2(r, β)Ων,(α)(β)dβ

2/π

∞∫
0

. . . Vν,(α);3(r, β)Ων,(α)(β)dβ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(49)

Застосувавши за правилом множення матриць операторну матрицю-
стовпець (49) до матрицi-елемента [ũ(t, β], де функцiя ũ(t, β) визначена
формулою (48), одержуємо iнтегральне зображення єдиного аналiтично-
го розв’язку параболiчної задачi (42) – (43):

uj(t, r) =

t∫
0

R1∫
0

Hν,(α);j1(t− τ, r, ρ)[f1(τ, ρ) + δ+(τ)g1(ρ)]σ1ρ
2α1+1dρdτ+
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+

t∫
0

R2∫
R1

Hν,(α);j2(t− τ, r, ρ)[f2(τ, ρ) + δ+(τ)g2(ρ)]σ2ρ
2α2−1dρdτ+

+

t∫
0

∞∫
R2

Hν,(α);j3(t− τ, r, ρ)[f3(τ, ρ) + δ+(τ)g3(ρ)]σ3dρdτ +
2∑

k=1

hk×

×

⎡⎣ t∫
0

[Rk,j
ν,(α);12(t− τ, r)ω2k(τ)−Rk,j

ν,(α);22(t− τ, r)ω1k(τ)]dτ

⎤⎦ , j = 1, 3, (50)

δ+(t) – дельта-функцiя, зосереджена в точцi τ = 0+ [3].
У рiвностi (50) беруть участь головнi розв’язки даної параболiчної

задачi: 1) функцiї впливу

Hν,(α);jk(t, r, ρ) =
2

π

∞∫
0

e−(β2+χ2
1)tVν,(α);j(r, β)Vν,(α);k(ρ, β)Ων,(α)(β)dβ, j, k = 1, 3, (51)

породженi неоднорiднiстю системи; 2) функцiї Грiна

Rk,j
ν,(α);i2(t, r) =

2
π

∞∫
0

e−(β2+χ2
1)tVν,(α);j(r, β)Zk

ν,(α);i2(β)Ων,(α)(β)dβ,

i, k = 1, 2, j = 1, 3, (52)

породженi неоднорiднiстю умов спряження.
Зауваження 1. Якщо max{χ2

1; χ
2
2; χ

2
3} = χ2

2, то k2
1 = χ2

2 − χ2
1 ≥ 0,

k2
2 = 0, k2

3 = χ2
2 − χ2

3 ≥ 0. У цьому випадку b1 = a−1
1 (β2 + χ2

2 − χ2
1)

1/2,
b2 = a−1

2 β, b3 = a−1
3 (β2 + χ2

2 − χ2
3)

1/2 i вираз (χ2
1 + β2) замiниться на

(χ2
2 + β2).
Зауваження 2. Якщо max{χ2

1; χ
2
2; χ

2
3} = χ2

3, то k2
1 = χ2

3 − χ2
1 ≥ 0,

k2
2 = χ2

3 − χ2
2 ≥ 0, k2

3 = 0. У цьому випадку b1 = a−1
1 (β2 + χ2

3 − χ2
1)

1/2,
b2 = a−1

2 (β2 +χ2
3−χ2

2)
1/2, b3 = a−1

3 β i вираз (β2 +χ2
1) замiниться на вираз

(β2 + χ2
3).

Зауваження 3. За наведеною логiчною схемою розв’язання задачi
квазiстатики одержуються iнтегральнi зображення розв’язкiв вiдповiд-
них задач статики й динамiки.
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THE INTRODUCTION OF THE HYBRID INTEGRAL
BESSEL-EULER-FOURIER TRANSMUTATION

ON THE POLAR AXIS

Olga NIKITINA

National Technic University KhPI ,
203a Holovna Str., Chernivtsi 58018, Ukraine

We introduce the integral hybrid transmutation, generated by the
hybrid differential Bessel-Euler-Fourier operator, on the polar axis with
two conjugation points, using the method of delta-type sequence (Dirichlet
kernel).




