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Встановлено ряд результатiв про сукупнi властивостi функцiй
f : R×Y → R, якi монотоннi вiдносно першої змiнної i мають певнi
типи ослабленої неперервностi вiдносно другої змiнної.

1. Для функцiй двох змiнних монотоннiсть вiдносно однiєї змiнної за-
безпечує певнi сукупнi властивостi. Наприклад, добре вiдомий результат
Юнґа про те, що нарiзно неперервна функцiя, яка монотонна вiдносно
однiєї змiнної, є сукупно неперервною. В. Михайлюк в [1] встановив, що
монотонна вiдносно першої змiнної i неперервна вiдносно другої змiнної
функцiя f : R× Y → R є функцiєю першого класу Бера. У [2] показано,
що для функцiй f : R × Y → R, якi монотоннi вiдносно першої змiнної
i неперервнi вiдносно другої змiнної, iснує залишкова в R множина A,
така, що функцiя f неперервна за сукупнiстю змiнних в кожнiй точцi
множини A× Y .

В данiй роботi встановлено ряд результатiв про сукупнi властивостi
функцiй f : R × Y → R, якi монотоннi вiдносно першої змiнної i мають
певнi типи ослабленої неперервностi вiдносно другої змiнної.
2. Нагадаємо деякi поняття, якi будуть тут вживатися. Нехай X, Y i

Z – топологiчнi простори. Вiдображення f : X → Y називаєтьсяточково
розривним, якщо множина C(f) точок неперервностi f є всюди щiльною
в X. Вiдображення f називається квазiнеперервним в точцi x ∈ X, якщо
для кожного околу U точки x i для кожного околу V точки y = f(x) в Y
iснує вiдкрита непорожня множина U1 в X, така, що U1 ⊆ U i f(U1) ⊆ V .
Вiдображення f називається ледь неперервним в точцi x ∈ X, якщо для
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кожного околу V точки y = f(x) в Y iснує вiдкрита непорожня множина
U1 в X, така, що f(U1) ⊆ V . Позначимо через ωf (A) коливання функцiї
f на множинi A. Функцiя f : X → Y , де Y – метричний простiр, нази-
вається клiковою в точцi x, якщо для кожного ε > 0 i довiльного околу
U точки x в X iснує вiдкрита непорожня множина U1 в X, така, що
U1 ⊆ U i ωf (U1) < ε. Вiдображення f : X × Y → Z називається гори-
зонтально /вертикально/ квазiнеперервним у точцi p = (x, y) ∈ X×Y ,
якщо для довiльного околу W точки z = f(x, y) у просторi Z i довiльних
околiв U i V точок x i y у просторах X i Y вiдповiдно iснують точка
b ∈ V /a ∈ U/ i вiдкрита непорожня множина U1 в X /V1 в Y /, такi, що
U1 ⊆ U /V1 ⊆ V / i f(U1 × {b}) ⊆ W /f({a} × V1) ⊆ W/. Вiдображен-
ня f : X × Y → Z називається симетрично квазiнеперервним вiдносно
x в точцi p = (x, y) ∈ X × Y , якщо для довiльного околу W точки
z = f(x, y) у просторi Z i довiльних околiв U i V точок x i y у про-
сторах X i Y вiдповiдно iснують окiл U1 точки x i вiдкрита непорожня
множина V1 в Y , такi, що U1×V1 ⊆ U ×V i f(U1×V1) ⊆W . Вiдображе-
ння f : X × Y → Z називається симетрично ледь неперервним вiдносно
x в точцi p = (x, y) ∈ X × Y , якщо для довiльного околу W точки
z = f(x, y) у просторi Z iснують окiл U1 точки x i вiдкрита непорожня
множина V1 в Y , такi, f(U1 × V1) ⊆ W . Функцiя f : X × Y → Z, де
Z – метричний простiр, називається симетрично клiковою вiдносно x в
точцi p = (x, y) ∈ X × Y , якщо для кожного ε > 0 i довiльних околiв
U i V точок x i y у просторах X i Y вiдповiдно iснують окiл U1 точки
x i вiдкрита непорожня множина V1 в Y , такi, що U1 × V1 ⊆ U × V i
ωf (U1 × V1) < ε. Вiдображення називається квазiнеперервним, ледь не-
перервним, клiковим, симетрично квазiнеперервним, симетрично ледь
неперервним, симетрично клiковим, горизонтально квазiнеперервним
чи вертикально квазiнеперервним, якщо воно є таким у кожнiй точцi.
3. Нам буде потрiбна наступне твердження.
Лема. Нехай Y – топологiчний простiр, функцiя f : R × Y → R

монотонна вiдносно першої змiнної, V – вiдкрита непорожня множина
в Y , ε > 0 i A = {x ∈ R : ωfx(V ) < ε

8} – множина другої категорiї в
R. Тодi iснує вiдкрита непорожня множина G в R, така, що G ⊆ A i
ωf (G× V ) < ε.
Доведення. Розглянемо довiльну точку y0 ∈ V . Оскiльки множина

A другої категорiї, то вона десь щiльна. Нехай A ⊇ G0, де G0 – деяка
вiдкрита непорожня множина в R. З монотонностi функцiї fy0 випливає,
що вона точково розривна. Тому iснує вiдкрита непорожня множина
G ⊆ G0, така, що ωfy0

(G) < ε
8 . Покладемо A0 = G ∩ A. Зрозумiло,

що A0 �= Ø i ωfy0
(A0) < ε

8 .
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Розглянемо довiльнi точки x1, x2 ∈ A0 i y ∈ V . Тодi

|f(x1, y)− f(x2, y)| ≤ |f(x1, y)− f(x1, y0)|+
+|f(x1, y0)− f(x2, y0)|+ |f(x2, y0)− f(x2, y)| < ε

8 + ε
8 + ε

8 = 3ε
8 .

Нехай x′ i x′′ довiльнi точки з G, x′ < x′′ i y ∈ V . Оскiльки множина
A0 щiльна в G, то iснують точки x1 i x2 в A0, такi, що x1 < x′ i x2 > x′′.
Тодi користуючись монотоннiстю функцiї fy, маємо, що

|f(x′, y)− f(x′′, y)| ≤ |f(x1, y)− f(x2, y)| < 3ε

8
.

Розглянемо нарештi довiльнi точки p1 = (x1, y1), p1 = (x2, y2) ∈ G × V i
вiзьмемо точку x0 ∈ A0. Тодi

|f(p1)− f(p2)| ≤ |f(p1)− f(x0, y1)|+
+|f(x0, y1)− f(x0, y2)|+ |f(x0, y2)− f(p2)| < 3ε

8 + ε
8 + 3ε

8 = 7ε
8 .

Отже, ωf (G× V ) < ε.
Теорема 1. Нехай простiр Y має злiченну псевдобазу i функцiя

f : R × Y → R монотонна вiдносно першої змiнної i квазiнеперервна
вiдносно другої змiнної при значеннях першої, що пробiгають деяку за-
лишкову множину в R. Тодi iснує залишкова в R множина A, така,
що функцiя f симетрично квазiнеперервна вiдносно x у кожнiй точцi
множини A× Y .
Доведення. Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай не iснує за-

лишкової в R множини A, такої, що вiдображення f симетрично квазiне-
перервне вiдносно x в кожнiй точцi добутку A× Y . Тодi iснує множина
E1 другої категорiї в R, така, що для кожного x ∈ E1 вiдображення f
не є симетрично квазiнеперервним вiдносно першої змiнної в деякiй то-
чцi px = (x, yx). Для кожної точки x ∈ E1 iснують околи U(x), V (x)
вiдповiдно точок x в R, yx в Y i число ε > 0, такi, що для кожного
околу U точки x в R i для кожної вiдкритої множини V в Y , для яких
U×V ⊆ U(x)×V (x), маємо, що |f(p)−f(px)| ≥ ε для деякого p ∈ U×V .
Оскiльки множина E1 другої категорiї, то iснує ε > 0, таке, що множи-
на E2, яка складається з точок x ∈ E1, що обслуговуються одним ε, є
множиною другої категорiї.

Нехай {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y i M – залишкова множи-
на в R, для точок якої функцiя fx квазiнеперервна. Перетин E = E2∩M
– це множина другої категорiї в X. Для номера n розглянемо множини

An = {x ∈ E : Vn ⊆ V (x), ωfx({yx} ∪ Vn) < ε
16}.
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Легко бачити, що
∞⋃

n=1
An = E, бо вiдображення fx квазiнеперервне для

кожного x ∈M . Оскiльки множина E другої категорiї в R, то iснує номер
n0, такий, що множина An0 другої категорiї R. Скориставшись лемою,
одержимо вiдкриту непорожню множину G в R, таку, що G ⊆ An0 i
ωf (G × Vn0) < ε

2 . Розглянемо довiльну точку x0 ∈ G ∩ An0 . Тодi для
кожної точки p ∈ G ∩ Vn0 маємо, що

|f(p)− f(px0)| <
ε

2
+

ε

16
< ε.

А це суперечить тому, що x0 ∈ An0 ⊆ E2. Отже, наше припущення хибне.
Аналогiчнi результати одержуються для симетричної ледь неперерв-

ностi та симетричної клiковостi.
Теорема 2. Нехай простiр Y має злiченну псевдобазу i функцiя

f : R × Y → R монотонна вiдносно першої змiнної i ледь неперервна
вiдносно другої змiнної при значеннях першої, що пробiгають деяку за-
лишкову множину в R. Тодi iснує залишкова в R множина A, така,
що функцiя f симетрично ледь неперервна вiдносно x в кожнiй точцi
множини A× Y .
Доведення. Будемо мiркувати так само, як i при доведеннi попе-

редньої теореми. Нехай не iснує залишкової в R множини A, такої, що
вiдображення f симетрично ледь неперервне вiдносно x в кожнiй точцi
добутку A × Y . Тодi iснує множина E1 другої категорiї в R, така, що
для кожного x ∈ E вiдображення f не є симетрично ледь неперервне
вiдносно першої змiнної в деякiй точцi px = (x, yx). Це означає, що для
кожної точки x ∈ E1 iснує число ε > 0, таке, що для кожного вiдкритого
околу U точки x в R i для кожної вiдкритої множини V в Y маємо, що
|f(p) − f(px)| ≥ ε для деякого p ∈ U × V . Оскiльки множина E1 другої
категорiї, то iснує ε > 0, таке, що множина E2, яка складається з точок
x ∈ E1, що обслуговуються одним ε, є множиною другої категорiї.

Нехай {Vn : n ∈ N} – псевдо база простору Y i M – залишкова мно-
жина в R, для точок якої функцiя fx ледь неперервна. Позначимо через
E = E2 ∩M множину другої категорiї в X. Для номера n розглянемо
множини

An = {x ∈ E : ωfx({yx} ∪ Vn) <
ε

16
}.

Легко бачити, що
∞⋃

n=1
An = E, бо вiдображення fx ледь неперервне для

кожного x ∈M . Оскiльки множина E другої категорiї в R, то iснує номер
n0, такий, що множина An0 другої категорiї R. Згiдно з лемою iснує
вiдкрита непорожня множина G в R, така, що G ⊆ An0 i ωf (G×Vn0) < ε

2 .
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Тодi, як легко бачити, для довiльної точки x0 ∈ An0 ∩ G маємо, що
|f(p) − f(px0)| < ε для кожного p ∈ G × Vn0 . А це суперечить тому, що
x0 ∈ An0 ⊆ E2. Отже, наше припущення хибне.
Теорема 3. Нехай простiр Y має злiченну псевдобазу i функцiя

f : R × Y → R монотонна вiдносно першої змiнної i клiкова вiдносно
другої змiнної при значеннях першої, що пробiгають деяку залишкову
множину в R. Тодi iснує залишкова в R множина A, така, що функцiя
f симетрично клiкова вiдносно x в кожнiй точцi множини A× Y .
Доведення. Нехай не iснує залишкової в R множини A, такої, що

вiдображення f симетрично клiкове вiдносно x в кожнiй точцi добутку
A×Y . Тодi iснує множина E1 другої категорiї в R, така, що для кожного
x ∈ E1 вiдображення f не є симетрично клiковим вiдносно першої змiн-
ної в деякiй точцi px = (x, yx). Це означає, що для кожної точки x ∈ E1

iснують околи U(x),V (x) вiдповiдно точок x в R, yx в Y i число ε > 0,
такi, що для кожного околу U точки x в R i для кожної вiдкритої мно-
жини V в Y , для яких U × V ⊆ U(x)× V (x), маємо, що ωf (U × V ) ≥ ε.
Оскiльки множина E1 другої категорiї, то iснує ε > 0, таке, що множи-
на E2, яка складається з точок x ∈ E1, що обслуговуються одним ε, є
множиною другої категорiї.

Нехай {Vn : n ∈ N} – псевдо база простору Y i M – залишкова мно-
жина в R, для точок якої функцiя fx квазiнеперервна. Позначимо через
E = E2 ∩M множину другої категорiї в X. Для номера n розглянемо
множини

An = {x ∈ E : Vn ⊆ V (x), ωfx(Vm) <
ε

8
}.

Легко бачити, що
∞⋃

n=1
An = E, бо вiдображення fx квазiнеперервне для

кожного x ∈ M . Оскiльки множина E другої категорiї в R, то iснує
номер n0, такий, що множина An0 другою категорiї в R. Тодi згiдно з
лемою iснує вiдкрита непорожня множина G в R, така, що G ⊆ An0 i
ωf (G×Vn0) < ε

2 . Оскiльки G∩E2 �= Ø, то одержуємо суперечнiсть. Отже,
наше припущення хибне.
Теорема 4. Нехай простiр Y має злiченну псевдобазу i функцiя

f : R × Y → R монотонна вiдносно першої змiнної i клiкова вiдно-
сно другої змiнної при значеннях першої, що пробiгають деяку зали-
шкову множину в R. Тодi iснує залишкова в R множина A, така, що
для кожної точки x ∈ A iснує всюди щiльна в Y множина Bx, що⋃
x∈A

({x} ×Bx) ⊆ C(f).

Доведення. Скористаємося результатом теореми 3. Тодi iснує зали-
шкова в R множина A, така, що функцiя f симетрично клiкова вiдносно
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x в кожнiй точцi множини A×Y . Покажемо, що для кожної точки x ∈ A
iснує всюди щiльна в Y множина Bx, що

⋃
x∈A

({x}×Bx) ⊆ C(f). Нехай це

не так. Нехай iснують точка x0 ∈ A i вiдкрита множина G в Y , такi, що
функцiя f розривна в кожнiй точцi множини {x0}×G. Тодi iснують ε > 0
i множина G1 в Y , яка щiльна в деякiй множинi V , такi, що ωf (x0, y) ≥ ε
для кожної точки y ∈ G1. Згiдно з теоремою 3 iснує точка y0 ∈ V , така,
що ωf (x0, y0) < ε. Тобто, iснують вiдкритi непорожнi множини U1 в R i
V1 в Y , такi, що V1 ⊆ V i ωf (U1×V1) < ε. Оскiльки множина G1∩V1 �= Ø,
то одержуємо суперечнiсть.
Наслiдок. Нехай простiр Y має злiченну псевдобазу i функцiя

f : R × Y → R монотонна вiдносно першої змiнної i клiкова вiдносно
другої змiнної при значеннях першої, що пробiгають деяку залишкову
множину в R. Тодi функцiя f точково розривна за сукупнiстю змiнних.
Доведення. Це випливає з попередньої теореми i того, що множина⋃

x∈A

{x} ×Bx всюди щiльна в R× Y .

Теорема 5. Нехай Y – довiльний топологiчний простiр, фун-
кцiя f : R × Y → R горизонтально та вертикально квазiнеперервна i
монотонна вiдносно першої змiнної. Тодi функцiя f квазiнеперервна за
сукупнiстю змiнних.
Доведення. Нехай p0 = (x0, y0) ∈ R × Y i ε > 0. Розглянемо до-

вiльнi околи U i V точок x0 та y0. Вiзьмемо такий iнтервал U0, що
x0 ∈ U0 ⊆ U . Оскiльки функцiя f вертикально квазiнеперервна, то
iснує точка x1 ∈ U0 в X i вiдкрита непорожня множина V1 в Y , такi,
що V1 ⊆ V i |f(p0) − f(x1, y)| < ε

4 для довiльного y ∈ V1. Розглянемо
довiльну точку y1 ∈ V1. З горизонтальної квазiнеперервностi функцiї
f випливає, що iснують вiдкрита непорожня множина U1 в R i точка
y2 ∈ V1 в Y , такi, що x1 �∈ U1 ⊆ U0 i |f(x1, y1) − f(x, y2)| < ε

4 для до-
вiльного x ∈ U1. Вiзьмемо довiльну точку x2 ∈ U1. Оскiльки функцiя f
вертикально квазiнеперервна, то iснують точка x3 ∈ U1 в X i вiдкрита
непорожня множина V2 в Y , такi, що V2 ⊆ V1 i |f(x2, y2) − f(x3, y)| < ε

4
для довiльного y ∈ V2. Тодi для довiльної точки y ∈ V2 маємо

|f(x1, y)− f(x3, y)| ≤ |f(x1, y)− f(x1, y1)|+ |f(x1, y1)− f(x2, y2)|+

+|f(x2, y2)− f(x3, y)| < ε

4
+

ε

4
+

ε

4
=

3ε

4
.

Нехай U2 – це вiдрiзок з кiнцями x1 i x3. Вiн невироджений, бо x1 �= x3.
Вiзьмемо довiльну точку p = (x, y) ∈ U2×V2. Тодi з монотонностi вiдно-
сно першої змiнної маємо

|f(p0)− f(p)| ≤ |f(p0)− f(x1, y)|+ |f(x1, y)− f(p)| <
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<
ε

4
+

3ε

4
= ε.

Оскiльки x1 i x3 належать до U0, то i U2 ⊆ U0, отже, U2 × V2 ⊆ U × V .
Тому функцiя f квазiнеперервна за сукупнiстю змiнних у точцi p0.
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JOINT PROPERTIES OF FUNCTIONS WHICH MONOTONY
WITH RESPECT TO THE FIRST VARIABLE

Vasyl’ NESTERENKO

Yuriy Fed’kovych Chernivtsi National University,
2 Kotsjubynskyi Str., Chernivtsi 58012, Ukraine

We obtained some results conserning the joint properties of the functions
f : R × Y → R which are monotone with respect to the first variable and
posses some certain types of weak continuity with respect to the second
variable




