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Для банахових граток дається пiдсилення класичних результа-
тiв про закон великих чисел. Наводяться приклади застосувань до
емпiричних розподiлiв.

1 Вступ. Основнi результати

Нехай (Xi)∞i=1 – послiдовнiсть незалежних копiй випадкового еле-
мента (в.е.) X зi значеннями в сепарабельному банаховому просторi B i
Sn =

∑n
i=1 Xi. Як вiдомо, в.е. X задовольняє закон великих чисел (ЗВЧ)

lim
n→∞

1
n
‖Sn‖ = 0 м.н. (1)

тодi й тiльки тодi, коли
E‖X‖ < ∞ (2)

i EX = 0 (ЗВЧ Колмогорова; див., наприклад, [9, с. 276], [11, с. 189],
[13]; м.н. – майже напевне).
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Далi через B позначатимемо сепарабельну банахову ґратку з моду-
лем | · |. Для банахових ґраток поряд зi збiжнiстю за нормою можна роз-
глядати порядкову збiжнiсть (o-збiжнiсть). Нагадаємо вiдповiдне озна-
чення (див. [3, с. 365]).

Послiдовнiсть (xn) елементiв банахової ґратки B називається o-
збiжною (o вiд order) до елемента x, позначаємо x = o − lim

n→∞xn, якщо
iснує така послiдовнiсть vn ∈ B, що |x− xn| ≤ vn для кожного n i vn ↓ 0,
тобто v1 ≥ v2 ≥ . . . та infn≥1 vn = 0.

У працi [5] перший зi спiвавторiв вивчав порядковий ЗВЧ для послi-
довностi незалежних в.е. зi значеннями в банахових ґратках.

Казатимемо, що в.е. X з EX = 0 задовольняє порядковий ЗВЧ, якщо

o− lim
n→∞

1
n

Sn = 0 м.н. (3)

Як виявилось, у загальних банахових ґратках порядкова збiжнiсть
у ЗВЧ iстотно вiдрiзняється вiд збiжностi за нормою. Так, у працi [5]
побудовано приклад в.е. X зi значеннями в просторi �1, який задовольняє
ЗВЧ (1) та нерiвнiсть (2), i для якого∥∥∥∥sup

n≥1

1
n
|Sn|

∥∥∥∥
�1

= ∞ м.н., (4)

а отже, X не задовольняє порядковий ЗВЧ [5]. Бiльше того, для цього
в.е. X виконується умова: E‖X‖p < ∞ для всiх p > 1.

Позначимо
S∗

n = sup
k≤n

|Sk| , n = 1, 2, . . . ;

тут i далi k ≤ n означає 1 ≤ k ≤ n.
Природно постає питання: коли ЗВЧ (1) можна пiдсилити до рiвностi

lim
n→∞

1
n
‖S∗

n‖ = 0 м.н., (5)

i якi умови для цього потрiбно накласти на в.е. X ?
Як виявилося, контрприкладiв до ЗВЧ (5), подiбних до рiвностi (4),

не iснує.
Основнi результати цiєї замiтки мiстять наступнi теореми.

Теорема 1.1. Нехай X – випадковий елемент зi значеннями в банахо-
вiй ґратцi B. Тодi:
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(i) якщо виконується умова (2) i EX = 0, то X задовольняє ЗВЧ
(5);

(ii) якщо умова (2) не виконується, то

lim sup
n→∞

1
n
‖S∗

n‖ = lim sup
n→∞

1
n
‖Sn‖ = ∞ м.н. (6)

Нexай 1 ≤ p, q < ∞. Банаxова ґратка B називається p-опуклою [12,
с. 46], якщо iснує така стала D(p) = D(p)(B), що для кожного n i будь-
якиx елементiв x1, x2, . . . , xn ∈ B виконується нерiвнiсть∥∥∥∥(∑n

i=1
|xi|p

)1/p
∥∥∥∥ ≤ D(p)

(∑n

i=1
‖xi‖p

)1/p

i, аналогiчно, q-вгнутою, якщо для деякої сталої D(q) = D(q)(B) викону-
ється обернена нерiвнiсть(∑n

i=1
‖xi‖q

)1/q
≤ D(q)

∥∥∥∥(∑n

i=1
|xi|q

)1/q
∥∥∥∥ .

Далi розглядаємо випадок коли (Xn) – послiдовнiсть незалежних в.е.,
не обов’язково однаково розподiлених. Так само, як i вище вводяться в.е.
Sn та S∗

n.

Теорема 1.2. Нехай B – p-опукла (1 ≤ p ≤ 2) i q-вгнута (q < ∞) бана-
хова ґратка, (Xn) – послiдовнiсть незалежних випадкових елементiв
зi значеннями в B i EXn = 0 для кожного n. Тодi умова∑

n≥1

1
np

E‖Xn‖p <∞ (7)

достатня для справедливостi порядкового закону великих чисел (3) i
ЗВЧ (5).

Наслiдок 1.1. Нехай (Xn) – послiдовнiсть незалежних випадкових еле-
ментiв зi значеннями у просторi Lq або �q, 1 ≤ p ≤ 2, де p ≤ q i
EXn = 0 для кожного n. Тодi умова (7) достатня для справедливостi
порядкового закону великих чисел (3) i ЗВЧ (5).

Нагадаємо, що банахiв простiр B називається B-опуклим, якщо вiн
не мiстить рiвномiрно �n

1 . Наступний наслiдок теореми 1.2 є варiацiєю
вiдомої для банахових ґраток теореми Бека (див. напр. [10, теорема 5.3]).



182 I. Мацак, А. Плiчко

Наслiдок 1.2. Нехай (Xn) – послiдовнiсть незалежних випадкових еле-
ментiв зi значеннями в сепарабельнiй B-опуклiй банаховiй ґратцi B i
EXn = 0 для кожного n. Тодi умова

supn≥1 E‖Xn‖2 <∞
достатня для справедливостi порядкового закону великих чисел (3) та
ЗВЧ (5).

2 Доведення теореми 1.1

Спочатку наведемо деякi допомiжнi результати для скiнченновимiрних
в.е.
Зауваження 2.1. Нехай cn ↓ 0 i (bn) – числова послiдовнiсть, для якої
cnbn → 0 при n →∞ . Тодi cn maxk≤n |bk| → 0 при n →∞.

Справдi, якщо це не так, то для деяких нескiнченно великої послiдов-
ностi (ns) i послiдовностi (ks), ks ≤ ns, маємо cnsbks �→ 0. А це неможливо
як для обмеженої послiдовностi (ks), адже cn ↓ 0, так i для необмеженої,
бо тодi cns |bks | ≤ cks |bks | → 0 при n →∞.

Подiбна iмплiкацiя справедлива для скiнченновимiрного пiдпросто-
ру.

Твердження 2.1. Нехай E – скiнченновимiрний пiдпростiр банахової
ґратки i cn ↓ 0. Нехай (xn) – послiдовнiсть елементiв xn ∈ E, для якої
cnxn → 0 при n →∞ . Тодi cn supk≤n |xk| → 0 при n →∞ .

Доведення. Вiзьмемо нормований базис (ei)m
1 пiдпростору E. Розкла-

демо кожен вектор xn за його елеметами: xn =
∑m

i=1 an
i ei . Зрозумiло, що

cn|an
i | = cn‖an

i ei‖ → 0 при n → ∞ для кожного i . Тому, на пiдставi за-
уваження 2.1, маємо

cn

∥∥supk≤n |xk|
∥∥ = cn

∥∥∥supk≤n

∣∣∣∑m

i=1
ak

i ei

∣∣∣∥∥∥ ≤
≤

∑m

i=1
cn

∥∥∥supk≤n

∣∣∣ak
i ei

∣∣∣∥∥∥ =
∑m

i=1
supk≤n cn|ak

i | → 0 при n →∞ . �

Наголосимо, що у твердженнi не вимагається, щоб E був пiдґраткою;
лише лiнiйним пiдпростором. Твердження 2.1 дозволяє переносити тео-
реми, вiдомi для сум Sn в R, нa максимуми S∗

n для в.е. зi значеннями в
скiнченновимiрному пiдпросторi банахової ґратки. Наведемо два (допо-
мiжних) результати такого сорту. У наступних двох наслiдках X – в.е.
зi значеннями у скiнченновимiрному пiдпросторi E банахової ґратки, а
(Xn) – послiдовнiсть його незалежних копiй.
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Наслiдок 2.1. Якщо E‖X‖ <∞ i EX = 0, то має мiсце рiвнiсть (5).

Доведення. Оскiльки для X виконується ЗВЧ Колмогорова, то взяв-
ши у твердженнi 2.1 cn = 1

n , одержимо наслiдок 2.1. �

Наслiдок 2.2. Нехай 1 < p ≤ 2. Якщо E‖X‖p < ∞ i EX = 0, то при
n →∞ м.н.

1
n1/p

‖S∗
n‖ → 0 .

Доведення. Оскiльки для X виконується ЗВЧ Марцiнкевича-
Зиґмунда [11, с. 186–187], то взявши у твердженнi 2.1 cn = n−1/p, дi-
станемо наслiдок 2.2. �

Наступний простий приклад показує, що в (нескiнченновимiрних) ба-
нахових ґратках iмплiкацiя, подiбна до твердження 2.1, виконується да-
леко не завжди, отже, ЗВЧ (5) не випливає iз ЗВЧ (1).

Приклад. Нехай (en) – стандартний базис простору �2. Покладемо

y1 = e1, y2 =
√

2e2 − e1, . . . , yn =
√

nen −
√

n− 1en−1, . . . ,

xn =
∑n

k=1
yk , n = 1, 2, . . .

Тодi xn =
√

nen для кожного n, отже, 1
n‖xn‖ → 0 при n → ∞. З

iншого боку, x∗
n = sup1≤k≤n |xk| =

∑n
k=1

√
kek. Тому

1
n
‖x∗

n‖ =
1
n

(∑n

k=1
k
)1/2

=
1
n

(
n(n + 1)

2

)1/2

→ 1√
2

. �

Перейдемо безпосередньо до доведення теореми 1.1.

(i) Наступнi мiркування близькi до вiдомого доведення ЗВЧ у ба-
наховому просторi [10, теорема 5.1]. Нехай ε > 0. Iснує скiнченнозна-
чний в.е. Y , для якого E‖X − Y ‖ < ε [10, с. 207]. Оскiльки ‖EY ‖ ≤
‖E(Y −X)‖+‖EX‖ < ε, то взявши Y −EY замiсть Y , можемо вважати,
що EY = 0. Нехай Z = X−Y , (Yi) – послiдовнiсть незалежних копiй в.е.
Y , (Zi) – послiдовнiсть незалежних копiй в.е. Z, S

′
n = supk≤n

∣∣∣∑k
i=1 Yi

∣∣∣ ,
а S

′′
n = supk≤n

∣∣∣∑k
i=1 Zi

∣∣∣. Зрозумiло, що ‖S∗
n‖ ≤ ‖S′

n‖ + ‖S′′
n‖. Далi,

|S′′
n| ≤

∑n
i=1 |Zi| , звiдки ‖S

′′
n‖ ≤

∑n
i=1 ‖Zi‖ . Тому, враховуючи ЗВЧ для

скалярiв, маємо м.н.

lim sup
n→∞

1
n
‖S′′

n‖ ≤ lim sup
n→∞

1
n

∑n

i=1
‖Zi‖ = E‖Z‖ < ε . (8)
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Тепер з наслiдку 2.1 та оцiнки (8) випливає, що

lim sup
n→∞

1
n
‖S∗

n‖ ≤ ε .

Оскiльки число ε довiльне, то (5) встановлено.

(ii). Доведення рiвностi (6) в R наведено в книжцi [9, с. 279]. У випад-
ку банахового простору воно потребує лише очевидних змiн (див. також
[11, с. 186–187]). �

3 Доведення теореми 1.2

Доведемо спочатку ЗВЧ (3). Нагадаємо, що банахова ґратка B називає-
ться σ-повною, якщо для довiльної обмеженої послiдовностi (xn) елемен-
тiв xn ∈ B iснують точна верхня supn xn та точна нижня infn xn межi.
Як добре вiдомо, сепарабельна σ-повна банахова ґратка порядково iзо-
метрична до деякого банахового iдеального простору (БIП) [12, с. 25]
(у книзi [12] вживається близький термiн "функцiйний простiр Кете").
Оскiльки q-вгнута банахова ґратка, звичайно, буде σ-повною [12, теоре-
ма 1.a.5], то без обмеження загальностi B можна вважати p-опуклим i
q-вгнутим БIП, заданим на деякому вимiрному просторi (T, Λ, μ) з нор-
мованою мiрою μ. Для такого простору умови

μ{t ∈ T : lim
n→∞xn(t) = x(t)} = 1, (9)

та: iснує y = (y(t), t ∈ T ) ∈ B такий, що для кожного n

μ{t ∈ T : |xn(t)| ≤ y(t)} = 1, (10)

достатнi для o-збiжностi послiдовностi (xn) до x [3, с. 368].

Розглянемо спочатку симетричнi в.е. Xn. Тодi можна вважати, що
для кожного n Xn = εnX̂n, де X̂n i εn – незалежнi, X̂n – копiя Xn , а
εn – симетрична в.в. Бернуллi, P(εn = 1) = P(εn = −1) = 1

2 [4, с. 20].
Припустимо, що для xn = 1

nSn i x = 0 рiвнiсть (9) виконується (ми
доведемо її далi). Тодi, щоб довести теорему, достатньо для послiдовностi
(xn) перевiрити умову (10), а саме, що∥∥∥∥sup

n≥1

1
n
|Sn|

∥∥∥∥ <∞ м.н.
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Для цього достатньо показати, що

Ê
∥∥∥∥sup

n≥1

1
n
|Sn|

∥∥∥∥q

<∞ м.н., (11)

де через Êϕ(εnX̂n) позначаємо математичне сподiвання в.в. ϕ(εnX̂n)
при фiксованих значеннях в.е. (X̂n).

Далi нам будуть потрiбнi такi леми.

Лема 3.1. [7]. Нехай B – q-вгнутий, q < ∞, банахiв iдеальний простiр,
Y = (Y (t), t ∈ T ) – випадковий елемент зi значеннями в B. Тодi

(E‖Y ‖q)1/q ≤ D(q)‖(E|Y (t)|q)1/q‖ .

Лема 3.2. Нехай 1 ≤ p, q < ∞. Тодi iснує така стала CK = CK(p, q), що
для довiльної послiдовностi дiйсних чисел (ai) виконується нерiвнiсть(

E sup
n≥1

∣∣∣∣ 1n ∑n

i=1
aiεi

∣∣∣∣q)1/q

≤ CK

(∑∞
n=1

∣∣∣an

n

∣∣∣p)1/p
.

Доведення. Скориставшись частковим випадком однiєї нерiвностi з
[14]: ∀ N

max
n≤N

1
n

∣∣∣∑n

1
ai

∣∣∣ ≤ 2 max
n≤N

∣∣∣∑n

1

ai

i

∣∣∣ ;
нерiвностями Левi [11, c. 48] та Кахана [12, теорема 1.e.13], одержимо(

E sup
n≥1

∣∣∣∣ 1n ∑n

1
aiεi

∣∣∣∣q)1/q

≤ 2

(
E sup

n≥1

∣∣∣∑n

1

aiεi

i

∣∣∣q)1/q

≤ 4
(
E
∣∣∣∑∞

1

anεn

n

∣∣∣q)1/q

≤

≤ CK

(
E
∣∣∣∑∞

1

anεn

n

∣∣∣p)1/p
≤ CK

(∑∞
1

∣∣∣an

n

∣∣∣p)1/p
,

де стала CK пов’язана зi сталою в нерiвностi Кахана. �

Продовжимо доведення теореми. Згiдно з лемою 3.1, маємо(
Ê
∥∥∥∥sup

n≥1

1
n
|Sn|

∥∥∥∥q)1/q

≤ D(q)

∥∥∥∥∥
(
Ê sup

n≥1

∣∣∣∣ 1n ∑n

i=1
εiX̂i(t)

∣∣∣∣q)1/q
∥∥∥∥∥ . (12)

Далi, враховуючи (12) i взявши в лемi 3.2 замiсть an фiксованi значення
X̂n(t), з означення p-опуклостi одержимо, що для деякої сталої C = C(B)
виконується нерiвнiсть(

Ê
∥∥∥∥sup

n≥1

1
n
|Sn|

∥∥∥∥q)1/q

≤ C

( ∞∑
n=1

1
np
‖Xn‖p

)1/p

. (13)
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Зрозумiло, що в умовах теореми 1.2 останнiй ряд збiгається м.н., а отже,
виконується нерiвнiсть (11).

Загальний випадок зведемо до симетричного, скориставшись стан-
дартною процедурою симетризацiї.

Так, згiдно з нерiвнiстю (13) для симетричних в.е. маємо

E
∥∥∥∥sup

n≥1

1
n
|Sn|

∥∥∥∥ ≤ E
(
Ê
∥∥∥∥sup

n≥1

1
n
|Sn|

∥∥∥∥q)1/q

≤

≤ CE

( ∞∑
n=1

‖Xn‖p

np

)1/p

≤ C

( ∞∑
n=1

E‖Xn‖p

np

)1/p

. (14)

Позначимо

X(s)
n = Xn −X ′

n, S(s)
n =

∑n

i=1
X

(s)
i ,

де (X ′
n) – незалежна копiя послiдовностi (Xn).

Так само як i в симетричному випадку, досить перевiрити, що вико-
нується спiввiдношення (10). Для цього достатньою є така умова

E
∥∥∥∥sup

n≥1

1
n
|Sn|

∥∥∥∥ <∞ .

Але вона випливає з оцiнки (14) та вiдомих моментних оцiнок для бана-
хових просторiв [1, с. 222]

E
∥∥∥∥sup

n≥1

|Sn|
n

∥∥∥∥ ≤ E

∥∥∥∥∥sup
n≥1

|S(s)
n |
n

∥∥∥∥∥ ≤ C

( ∞∑
n=1

E‖X(s)
n ‖p

np

)1/p

≤

≤ C

( ∞∑
n=1

E‖Xn‖p

np

)1/p

. (15)

Залишається довести рiвнiсть (9), точнiше встановити, що

μ

{
t ∈ T : lim

n→∞
1
n
|Sn(t)| = 0

}
= 1 м.н. (16)

Для порядково обмеженої послiдовностi (xn) елементiв σ-повної ба-
нахової ґратки верхня границя визначається такою рiвнiстю (див. [2],
с. 504)

lim
n→∞ sup xn = inf

m
( sup
n≥m

xn) .
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Покладемо

Q∞ = lim sup
n→∞

1
n
|Sn| .

В умовах теореми 1.2 простiр B буде σ-повною банаховою ґраткою. Тому
згiдно з оцiнкою (15) в B iснує випадковий елемент Q∞. Його вимiрнiсть
випливає з [7, Наслiдок 3].

Зрозумiло, що умова (16) випливатиме з рiвностi

‖Q∞‖ = 0 м.н. (17)

Покажемо, що виконується умова (17). При умовi (7) для кожного ε > 0
iснує n0 таке, що ∑

n≥n0

E‖Xn‖p

np
< εp. (18)

Покладемо

S
′
n =

∑n

i=1
X

′
i та S

′′
n =

∑n

i=1
X

′′
i ,

де

X
′
n =

{
Xn при n ≤ n0,

0 при n > n0,
i X

′′
n =

{
0 при n ≤ n0,

Xn при n > n0.

Зрозумiло, що Sn = S
′
n + S

′′
n i

Q∞ ≤ lim sup
n→∞

1
n
|S′

n|+ sup
n≥1

1
n
|S′′

n| м.н. (19)

Оскiльки послiдовнiсть (X
′
n) мiстить лише n0 ненульових членiв, то

lim sup
n→∞

1
n
|S′

n| = 0 м.н. (20)

Застосуємо оцiнку (15) до послiдовностi (X
′′
n). Тодi

E

∥∥∥∥∥sup
n≥1

|S′′
n |
n

∥∥∥∥∥ ≤ C

(∑
n≥1

E‖X ′′
n ‖p

np

)1/p

≤ C

(∑
n≥n0

E‖Xn‖p

np

)1/p

< Cε . (21)

Згiдно з законом 0 та 1, величина ‖Q∞‖ буде невипадковою м.н. Тому,
врахувавши оцiнки (18)–(21), одержимо

‖Q∞‖ < Cε ,
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де C – абсолютна константа, яка залежить лише вiд B. Внаслiдок до-
вiльностi ε звiдси випливає (17).

Таким чином, порядковий ЗВЧ (3) доведений.

ЗВЧ (5) буде наслiдком порядкового ЗВЧ та наступної ґраткової вер-
сiї зауваження 2.1.

Лема 3.3. Нехай B – порядково неперервна банахова ґратка, cn ↓ 0 i
(xn) – послiдовнiсть в B, для якої cnxn o-збiгається до 0. Тодi

lim
n→∞ cn

∥∥supk≤n |xk|
∥∥ = 0.

Доведення. Згiдно з означенням порядкової збiжностi, iснує така по-
слiдовнiсть vn ↓ 0, що cn|xn| ≤ vn . Далi, з порядкової неперервностi ба-
нахової ґратки B маємо: для кожного ε > 0 iснує таке n0, що ‖vn0‖ ≤ ε.
Тодi

lim sup
n→∞

cn

∥∥supk≤n |xk|
∥∥ ≤ lim sup

n→∞

(
cn

∥∥supk≤n0
|xk|

∥∥ + cn

∥∥supn0<k≤n |xk|
∥∥)

≤ 0 + lim sup
n→∞

cn

∥∥supn0<k≤n vn0

∥∥ ≤ ε .

Залишилось спрямувати ε до нуля. �

Згiдно з вiдомим результатом Пiз’є [11, розд. 9] B-опукла банахова
ґратка має тип r для деякого r > 1 i, таким чином, буде p-опуклою
та q-вгнутою для деяких p > 1 та q < ∞ [12, с. 88, наслiдок 1.f.9; с. 92,
наслiдок 1.f.13]. Тому наслiдок 1.2 безпосередньо випливає з теореми 1.2.

4 Приклади застосування до емпiричних розпо-
дiлiв

1. Вибiрка в R. Для незалежних однаково розподiлених випадкових ве-
личин (н.о.р.в.в.) ξ, ξ1, ξ2 . . . в R з функцiєю розподiлу F (t), введемо
емпiричну функцiю розподiлу

F ∗
n(t) =

1
n

∑n

i=1
I(−∞,t)(ξi), t ∈ R ,

де I(−∞,t)(ξ) = 1, якщо ξ < t i = 0, якщо ξ ≥ t.
Вiдома теорема Глiвенка-Кантеллi стверджує, що при n → ∞ вико-

нується умова

supt∈R |F ∗
n(t)− F (t)| → 0 м.н.
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Розглянемо випадковi процеси

Xn(t) = I(−∞,t)(ξn)− F (t), t ∈ R , (22)

як в.е. зi значеннями у просторi Lp(R), 1 ≤ p <∞ (звичайно це буде так
лише за певних обмежень на в.в. ξ, наприклад, за умови (18)). Для в.е.
Xn, визначеного рiвнiстю (22) , ЗВЧ (5) у просторi Lp(R) , 1 ≤ p < ∞,
при умовi

E‖Xn‖Lp(R) <∞ (23)

можна записати у такому виглядi: при n →∞ м.н.
1
np

∫ ∞

−∞
max
k≤n

kp|F ∗
k (t)− F (t)|pdt → 0 . (24)

Зауважимо, що рiвнiсть (24) є деяким варiантом теореми Глiвенка-
Кантеллi у просторi Lp(R).

Наслiдок 4.1. При 1 ≤ p < ∞ емпiрична функцiя розподiлу F ∗
n(t) за-

довольняє закон великих чисел (24) тодi й тiльки тодi, коли

E|ξ|1/p <∞ . (25)

Зауваження 4.1. Якщо |ξ| < C <∞ м.н., то виконується спiввiдношення
(25).

Наслiдок 4.1 безпосередньо випливає з теореми 1.1, якщо встановити
еквiвалентнiсть умов (23) i (25). Така еквiвалентнiсть доведена в працi
[6].

2. Вибiрка в Rm. Позначимо через 〈b̄, c̄〉 =
∑m

i=1 bici скалярний до-
буток елементiв b̄ = (b1, . . . , bm) та c̄ = (c1, . . . , cm) з Rm, ‖c̄‖ = 〈c̄, c̄〉1/2,
ξ̄, ξ̄1, ξ̄2 . . . н.о.р.в.в. в Rm. З кiлькох можливих способiв визначення ем-
пiричної функцiї розподiлу в Rm виберемо такий

F ∗
n(c̄, t) =

1
n

∑n

i=1
I(−∞,t)(〈ξ̄i, c̄〉), (c̄, t) ∈ D,

де D = Sm × R, Sm – одинична сфера m-вимiрного евклiдового про-
стору. Природним способом введемо на D мiру, як добуток (нормованої)
сферичної мiри Лебега на Sm та звичайної мiри Лебега в R.

Покладемо F (c̄, t) = P{〈ξ̄, c̄〉 < t} i розглянемо випадковi функцiї
Xn(c̄, t) = I(−∞,t)(〈ξ̄n, c̄〉)− F (c̄, t), (c̄, t) ∈ D ,

як в.е. зi значеннями у просторi Lp(D) iнтегровних з p-м степенем фун-
кцiй, 1 ≤ p <∞. (Нижче ми наведемо умову, коли це буде так.)

Застосовуючи теорему 1.1 до в.е. Xn, одержимо наступний результат.
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Наслiдок 4.2. Якщо 1 ≤ p <∞ i

E‖ξ̄‖1/p < ∞ , (26)

то Xn набуває значень у просторi Lp(D) i при n →∞ м.н.

1
np

∫
Sm

dc̄

∫ ∞

−∞
sup
k≤n

kp|F ∗
k (c̄, t)− F (c̄, t)|pdt → 0 . (27)

Для доведення наслiдку 4.2 досить перевiрити виконання умови

E‖Xn‖Lp(D) <∞ , (28)

Позначимо через I(A) iндикатор випадкової подiї A, який означається
наступним чином: I(A) = 1, якщо подiя A виконується, та I(A) = 0 в
iншому випадку. Маємо

E‖Xn‖Lp(D) = E

(∫
Sm

dc̄

∫ ∞

−∞

(|1 − F (c̄, t)|pI(〈ξ̄, c̄〉 < t) + F (c̄, t)p
I(〈ξ̄, c̄〉 ≥ t)

)
dt

)1/p

= E

(∫
Sm

dc̄

(∫ ∞

〈ξ̄,c̄〉
|1 − F (c̄, t)|pdt +

∫ 〈ξ̄,c̄〉

−∞
F (c̄, t)pdt

))1/p

≤ E

(∫
Sm

dc̄

(
2|〈ξ̄, c̄〉| +

∫ ∞

0

|1 − F (c̄, t)|pdt +

∫ 0

−∞
F (c̄, t)pdt

))1/p

≤ 21/pE‖ξ̄‖1/p + sup
Sm

(∫ ∞

0

|1 − F (c̄, t)|pdt +

∫ 0

−∞
F (c̄, t)pdt

)1/p

(29)

Оцiнюючи зверху iнтеграли в останньому виразi, одержимо∫ ∞

0
|1− F (c̄, t)|pdt ≤

∫ ∞

0
P{|〈ξ̄, c̄〉| ≥ t}pdt ≤

∫ ∞

0
P{‖ξ̄‖ ≥ t}pdt . (30)

I аналогiчно∫ 0

−∞
F (c̄, t)pdt =

∫ 0

−∞
P{〈ξ̄,−c̄〉 ≥ −t}pdt =

∫ ∞

0
P{〈ξ̄,−c̄〉 ≥ t}pdt ≤

≤
∫ ∞

0
P{‖ξ̄‖ ≥ t}pdt .

Для одержання умови (28) з останнiх оцiнок та умови (26) залишається
скористатися такою лемою.

Лема 4.1. Нехай η ≥ 0 – випадкова величина в R i Eη1/p <∞ , p > 0.
Тодi ∫ ∞

0
P{η ≥ t}pdt < ∞ .
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Доведення. Нехай F (t) – функцiя розподiлу в.в. η. Вiдомо [9, с. 178],
що з умов леми випливає наступне спiввiдношення

Eη1/p =
∫ ∞

0
t1/pdF (t) =

1
p

∫ ∞

0
t1/p−1(1− F (t))dt < ∞ .

Звiдси просто випливає така умова: при t →∞

t1/p(1− F (t)) → 0,

а отже, 1− F (t) ≤ Kt−1/p при t > 1 i деякому K. Тодi∫ ∞

1
(1− F (t))pdt ≤ Kp−1

∫ ∞

1
t1/p−1(1− F (t))dt ≤ Kp−1pEη1/p <∞ ,

що еквiвалентно твердженню леми. �

Далi замiсть Lp(D) вiзьмемо простiр B, що складається з функцiй
x(c̄, t), c̄ ∈ Sm, t ∈ R, iнтегровних з p-тим степенем вiдносно другого
аргументу (при фiксованому першому), для яких норма

‖x‖B = max
c̄∈Sm

(∫ ∞

−∞
|x(c̄, t)|pdt

)1/p

скiнченна, а функцiя ϕ(c̄) =
∫∞
−∞ |x(c̄, t)|pdt неперервна на Sm. Цей про-

стiр природним чином ототожнюється з вiдомим простором CLp(R)(Sm)
функцiй, неперервних на компактi Sm зi значеннями в Lp(R). Оскiль-
ки простiр Lp(R) сепарабельний, то B також буде сепарабельним. Цей
простiр буде банаховою ґраткою з природним порядком: x ≤ y, якщо
x(c̄, t) ≤ y(c̄, t) для кожного c̄ i майже кожного t.

Лема 4.2. За виконання умови (26), значення в.е. Xn(c̄, t) лежать у
просторi B i

E‖Xn‖B <∞. (31)

Доведення. Повторення, з очевидними змiнами, доведення наслiдку
4.2, дає скiнченнiсть норми (31) за умови (26). Залишається перевiрити
неперервнiсть функцiї ϕ(c̄), де

ϕ(c̄) =
∫ ∞

−∞
g(c̄, t)dt ,

g(c̄, t) = |1− F (c̄, t)|pI(〈ξ̄, c̄〉 < t) + F (c̄, t)pI(〈ξ̄, c̄〉 ≥ t)
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(див. оцiнки (29)).
Нехай c̄n → c̄0. Ясно, що 〈ξ̄, c̄n〉 → 〈ξ̄, c̄0〉 м.н. Тодi F (c̄n, t) → F (c̄0, t)

у всiх точках неперервностi F (c̄0, t), а отже, майже скрiзь на R. Оче-
видно, що I(〈ξ̄, c̄n〉 < t) → I(〈ξ̄, c̄0〉 < t) також майже скрiзь на R. Це
означає, що g(c̄n, t) → g(c̄0, t) майже скрiзь на R. Оскiльки g(c̄, t) < 2,
то згiдно з теоремою Лебеґа∫ ‖ξ‖

−‖ξ‖
g(c̄n, t)dt →

∫ ‖ξ‖

−‖ξ‖
g(c̄0, t)dt.

У вiдповiдностi з (30), на iнтервалi (‖ξ‖,∞) маємо оцiнку

g(c̄, t) ≤ |1− F (c̄, t)|p ≤ P{‖ξ̄‖ ≥ t}p.

Згiдно з лемою 4.1 функцiя P{‖ξ̄‖ ≥ t}p iнтегровна на (0,∞), тому знову
застосувавши теорему Лебеґа, одержимо∫ ∞

‖ξ‖
g(c̄n, t)dt →

∫ ∞

‖ξ‖
g(c̄0, t)dt.

Так само одержуємо∫ −‖ξ‖

−∞
g(c̄n, t)dt →

∫ −‖ξ‖

−∞
g(c̄0, t)dt.

Отже, ϕ(c̄n) → ϕ(c̄0). �

Наслiдок 4.3. Якщо 1 ≤ p < ∞ i виконується умова (26), то при
n →∞ м.н.

1
np

max
Sm

∫ ∞

−∞
max
k≤n

kp|F ∗
k (c̄, t)− F (c̄, t)|pdt → 0 .

Доведення є простою комбiнацiєю леми 4.2, та теореми 1.1 для в.е.
Xn(c̄, t) у просторi B. �
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ON THE LAW OF LARGE NUMBERS IN BANACH
LATTICES
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We intensify classical results on Banach space law of large numbers for
case of Banach lattices. In particular, we prove that if (Xn) is a sequence of
independent identically distributed random elements in a separable Banach
lattice B , E‖X1‖ <∞ and EX1 = 0 then n−1‖maxk≤n

∑k
1 Xi‖ → 0 as n →

∞ a.s. If B is p-convex (1 ≤ p < 2) and q-concave (q <∞) separable Banach
lattice, (Xn) is a sequence of independent random elements in B, EX1 = 0
for every n, and

∑
n≥1 n−pE‖Xm‖p < ∞ then n−1‖maxk≤n

∑k
1 Xi‖ → 0 as

n →∞ a.s. Examples of applications to empirical distributions are presented.




