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В данiй роботi розвивається технiка побудови α-неперервних
ω-первiсних на сильно досяжних просторах, з допомогою якої оха-
рактеризовано коливання нарiзно неперервних функцiй на добу-
тку довiльних метризовних просторiв, а також коливання функцiй
першого та другого класiв Бера на досконало нормальних сильно
досяжних просторах.

1 Вступ

Починаючи з роботи Р. Кешнера [1], багато праць було присвячено ви-
вченню задачi про побудову нарiзно неперервних чи подiбних до них
функцiй з даною множиною точок розриву. Зокрема, в [2] отримано пов-
ний опис множини точок розриву нарiзно неперервних функцiй на добу-
тках довiльних метризовних просторiв. Крiм того, в [3] було охарактери-
зовано множини точок розриву квазiнеперервних функцiй на довiльних
спадково нормальних просторах. Дещо в iншому руслi йде стаття [4], в
якiй описано множини точок розриву функцiй, якi неперервнi вiдносно
першої змiнної i диференцiйовнi вiдносно другої.

Як вiдомо, числовим мiрилом розривiв функцiї f : X → Y зi
значеннями в метричному просторi Y є її коливання, тобто функцiя
ωf : X → [0, +∞], яка для кожного x ∈ X задається формулою

ωf (x) = inf
x∈intU

sup
x′,x′′∈U

|f(x′)− f(x′′)|Y .
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Множина точок розриву D(f) функцiї f зi значеннями в метричному
просторi рiвна носiю її коливання, тобто D(f) = suppωf (для функцiї
g : X → [0, +∞] i числа ε > 0 множину suppg = {x ∈ X : g(x) > 0} ми
називаємо носiєм функцiї g, a множину suppεg = {x ∈ X : f(x) ≥ ε} –
її ε-носiєм). До речi, у випадку дiйснозначної функцiї f ї ї коливання
можна подати, як рiзницю ωf = f∗ − f∗ верхньої та нижньої функцiй
Бера, якi для кожного x ∈ X визначаються формулами

f∗(x) = inf
x∈intU

sup f(U), та f∗(x) = sup
x∈intU

inf f(U).

Функцiю f називатимемо ω-первiсною функцiї g, якщо ωf = g.
Таким чином, точнiшою є задача про побудову функцiї з того чи

iншого функцiонального класу, яка є ω-первiсною до даної функцiї g.
Найпростiша версiя цiєї задачi, а саме задача про побудову довiльної ω-
первiсної до даної функцiї, була розв’язана у роботах [5, 6, 7, 8, 9, 10] для
випадку функцiй, що визначенi на метризовних, чи “майже” метризовних
просторах. Крiм того, в цих роботах вивчається i задача про побудову
ω-первiсних з другого класу Бера.

В [11] (див. також [12]) було розроблено технiку побудови ω-первiсних
вiд таких напiвнеперервних зверху функцiй g, у яких g∗ = 0 (тобто, у
яких усi ε-носiї suppεg є нiде не щiльними при ε > 0). Це дало змогу
охарактеризувати коливання функцiй, якi є одночасно нарiзно неперерв-
ними i квазiнеперервними. У випадку, коли квазiнеперервнiсть нарiзно
неперервної функцiї отримується автоматично (наприклад, коли f ви-
значена на добутку метризовних просторiв, i добуток всiх спiвмножникiв
крiм останнього є берiвським), одержано повний опис коливань нарiзно
неперервних функцiй.

В данiй роботi ми, розвиваючи методи [11], розробимо технiку побу-
дови ω-первiсних до функцiй g, у яких, взагалi кажучи, g∗ �= 0. В статтi
[13] було доведено що кожна напiвнеперервна зверху функцiя g ≥ 0 по-
дається у виглядi суми квазiнеперервної функцiї g0 = (g∗)∗ i функцiї h,
з нiде не щiльними ε-носiями. Крiм того, там дослiджено як треба узго-
джено будувати ω-первiснi до функцiй g0 i h∗, так, щоб сумарна фун-
кцiя була би ω-первiсною до g = g0 + h. Виявляється, що цю узгоджену
побудову можна провести в широкому класi, так званих, сильно дося-
жних просторiв, який, зокрема, мiстить усi метризовнi простори. Таким
чином, в данiй роботi ми, зокрема, охарактеризуємо коливання нарiзно
неперервних функцiй на добутку довiльних метризовних просторiв.

Перш нiж переходити до викладу результатiв даної роботи зауважи-
мо, що стаття [13] є першою частиною данаї роботи i тому протягом
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всiєї статтi ми будемо активно користуватися поняттями i результатами
з [13].

2 Функцiї, якi неперервнi вiдносно деякої стру-
ктури

Структурою на множинi X ми називатимемо сiм’ю A = (Ax : x ∈ X)
непорожнiх систем Ax пiдмножин простору X. Нехай A = (Ax : x ∈
X) – деяка структура на множинi X, Y – топологiчний простiр, f :
X → Y i x0 ∈ X. Функцiю f називатимемо A-неперервною в точцi
x0, якщо для довiльного околу V точки f(x0) iснує A ∈ Ax0 , таке, що
f(A) ⊆ V . Казатимемо, що f є A-неперервною, якщо f є A-неперервною
в кожнiй точцi x ∈ X. Множину M називатимемо A-околом точки x ∈
X, якщо {x} ∪ A ⊆ M для деякого A ∈ Ax. Казатимемо, що M є A-
околом множини E, якщо M є A-околом кожної точки x ∈ E. Множину
E називатимемо A-мiзерною, якщо вона має мiзерний (тобто нiде не
щiльний) A-окiл. Казатимемо, що E є σ-A-мiзерною, якщо E можна
подати у виглядi об’єднання послiдовностi A-мiзерних множин En.

Структуру A = (Ax : x ∈ X) називатимемо напрямленою, якщо для
кожного x ∈ X система Ax напрямлена включенням ⊇. Для напрямле-
них структур справедлива теорема додавання.

Твердження 2.1. Нехай X – топологiчний простiр, A – напрямлена
структура на X i x ∈ X. Тодi

(i) для довiльних A-неперервних в точцi x функцiй f, g : X → R їхня
сума f + g також буде A-неперервною в точцi x;

(ii) для довiльних A-неперервних в точцi x функцiй fn : X → R,

таких, що ряд
∞∑

n=1
fn рiвномiрно збiжний, їхня сума

∞∑
n=1

fn також буде

A-неперервною в точцi x.

Насправдi, поняття A-неперервностi включає в себе цiлий ряд вiдо-
мих ослаблень неперервностi. Нехай X та Y – деякi топологiчнi простори.
Нагадаємо, що вiдображення f : X → Y називається квазiнеперервним в
точцi x ∈ X, якщо для довiльних околiв V точки f(x) i U точки x iснує
вiдкрита непорожня множина U1 ⊆ U , така, що f(U1) ⊆ V . Структуру
A = (Ax : x ∈ X), де Ax =

{
A ⊆ X : x ∈ intA

}
, називатимемо структу-

рою квазiнеперервностi. Ця термiнологiя iнспiрована наступним очеви-
дним фактом.
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Твердження 2.2. Нехай X – топологiчний простiр i A – структура
квазiнеперервностi на X. Тодi для довiльного топологiчного простору
Y i точки x ∈ X квазiнеперервнiсть вiдображення f : X → Y в точцi
x рiвносильна його A-неперервностi в цiй точцi.

Перейдемо тепер до розгляду нарiзно неперервних функцiй та їх ана-
логiв. Нехай X =

∏
i∈I

Xi – добуток скiнченної сiм’ї топологiчних просто-

рiв i α ⊆ 2I . Якщо α =
{
{i} : i ∈ I

}
, то у всiх подальших термiнах i по-

значеннях ми пропускатимемо символ α. Для довiльної множини J ⊆ I
покладемо XJ =

∏
j∈J

Xj , а через prJ : X → XJ позначатимемо вiдповiдну

проекцiю, тобто prJ

(
(xi)i∈I

)
= (xj)j∈J . Розглянемо функцiю f : X → Y .

Для довiльної множини J ⊆ I i точки x′ = (xj)j∈J ∈ XJ визначимо
fx′ : XI\J → Y , покладаючи fx′(x′′) = f(x) де x′′ = (xj)j∈I\J ∈ XI\J i
x = (xi)i∈I ∈ X. Казатимемо, що функцiя f : X → Y α-нарiзно неперерв-
ною в точцi x ∈ X, якщо для кожного A ∈ α функцiя fx′ неперервна в
точцi x′′, де x′ = prA(x) i x′′ = prI\A(x). Як звичайно, казатимемо, що f
α-нарiзно неперервна, якщо вона є такою в кожнiй точцi x ∈ X.

Множину crαE =
⋃

A∈α

pr−1
I\A(prI\A(E)) будемо називати α-хрестом

множини E. Нескладно перевiрити, що f буде α-нарiзно неперервною в
точцi x ∈ X тодi i тiльки тодi, коли звуження f |crα{x} неперервне в x.

Структурою α-нарiзної неперервностi називатимемо структуру
A = (Ax : x ∈ X), де Ax =

{
U ∩ crα{x}: U окiл точки x

}
, при x ∈ X. Ця

назва обумовлюється наступним твердженням, яке виводиться безпосе-
редньо з означень.

Твердження 2.3. Нехай X =
∏
i∈I

Xi – добуток скiнченної сiм’ї топо-

логiчних просторiв, α ⊆ 2I i A – структура α-нарiзної неперервностi.
Тодi для довiльного топологiчного простору Y точки x ∈ X функцiя
f : X → Y буде α-нарiзно неперервною в точцi x тодi i тiльки тодi,
коли f є A-неперервною в цiй точцi.

Зауважимо, що якщо A – це структура нарiзної α-неперервностi, то
поняття σ-A-мiзерної множини збiгається iз поняттям σ-α-навхрест нiде
не щiльної множини з [11]. Тому з [11, твердження 6.2 i теорема 6.4]
випливає, наступний результат, який фактично є нескладним наслiдком
основного результату з [2].

Теорема 2.4. Нехай X =
∏
i∈I

Xi – добуток скiнченної сiм’ї метризовних

просторiв, α ⊆ 2I , така, що
⋃

α = I, i A – структура α-нарiзної непе-
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рервностi. Тодi для довiльної α-нарiзно неперервної функцiї f : X → R

множина D(f) її точок розриву є σ-A-мiзерною.

Нехай тепер X = Rn i Y – топологiчний простiр. Функцiя f : X → Y
називається лiнiйно неперервною в точцi x ∈ X, якщо для довiльного
e ∈ X функцiя fe(t) = f(x + te) неперервна в точцi 0, тобто, якщо
звуження f на довiльну пряму, що проходить через x неперервне в
точцi x. Структурою лiнiйної неперервностi називатимемо структуру
A = (Ax : x ∈ X), де Ax =

{
A ⊆ X : ∀e ∈ X∃ε > 0|[x− εe, x + εe] ⊆ A

}
.

I знову має мiсце наступний факт.

Твердження 2.5. Нехай X = Rn i A – структура лiнiйної неперервно-
стi на X. Тодi для довiльного топологiчного простору Y i точки x ∈ X
лiнiйна неперервнiсть вiдображення f : X → Y в точцi x рiвносильна
його A-неперервностi в цiй точцi.

Звичайно, що квазiнеперервнiсть, нарiзна неперервнiсть i лiнiйна не-
перервнiсть – це далеко не повний перелiк випадкiв A-неперервностi.
Пiдбираючи вiдповiдним чином структуру A можна одержати насту-
пнi ослаблення неперервностi: майже неперервнi функцiї, майже квазi-
неперервнi функцiї, нарiзно квазiнеперервнi функцiї, KC-функцiї, KhC-
функцiї, KhK-функцiї, функцiї, якi нарiзно неперервнi вiдносно змiнно-
го репера та iн.

Структуру A на топологiчному просторi X називатимемо узгодже-
ною, якщо для довiльної точки x ∈ X, околу U точки x i A-околу M
точки x множина M ∩ U також є A-околом точки x. Для узгодженої
структури A на X кожний окiл точки є її A-околом. Тому для таких
структур з неперервностi випливає A-неперервнiсть. Бiльше того, має
мiсце наступний факт.

Твердження 2.6. Нехай X та Y – топологiчнi простори, A – узго-
джена структура на X, x ∈ X i f : X → Y функцiя, для якої iснує
такий A-окiл M точки x, що звуження f |M неперервне в точцi x. Тодi
f є A-неперервною в точцi x.

3 Оточення i F-дотичнiсть у сильно досяжних
просторах

Нехай X – топологiчний простiр. Для множин A, B ⊆ X запис A ⊂ B

(або, точнiше, A ⊂X B) означає, що A ⊆ B. Якщо (En) – послiдовнiсть
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пiдмножин X, то позначатимемо Lim En =
∞⋂

n=1

⋃
k≥n

Ek. Замкнена нiде не

щiльна пiдмножина E простору X називається сильно досяжною в X,
якщо для довiльної спадної послiдовностi вiдкритих множин Gn з E ⊆
frGn iснують замкненi дискретнi множини Sn ⊆ Gn, такi, що Lim Sn = E.
Простiр X називається сильно досяжним, якщо кожна замкнена нiде не
щiльна пiдмножина E ⊆ X є сильно досяжною в X.

В [3] (див. також [12]) було доведено, що кожний метризовний про-
стiр є сильно досяжним. Бiльше того, там показано, що кожна нiде не
щiльна пiдмножина досконало нормального простору з першою аксiо-
мою злiченностi, яка мiстить щiльну сильно σ-дискретну пiдмножину, є
сильно досяжною.

Нехай X – топологiчний простiр. Нагадаємо, що множина F називає-
ться канонiчно замкненою в X, якщо F = intF . Систему F називатимемо
ланцюжком, якщо F лiнiйно впорядкована включенням ⊆, тобто, якщо
для довiльних множин E,F ∈ F виконується, що E ⊆ F або F ⊆ E.
Вiдкриту множину U називатимемо оточенням множини E, якщо U
є околом множини E. Нехай F – ланцюжок канонiчно замкнених пiд-
множин X. Будемо казати, що вiдкрита множина G є F-дотичною до
множини E, якщо E∩G = ∅ G ∩ F ⊇ E∩F для довiльного F ∈ F∪{X}.

Наведемо декiлька очевидних властивостей оточень i F-дотичних
множин.

Твердження 3.1. Нехай X – топологiчний простiр, E – нiде не щiльна
пiдмножина X i F – ланцюжок канонiчно замкнених пiдмножин X.
Тодi:

(i) якщо U – оточення множини E в X i Y – канонiчно замкнений
пiдпростiр X, то U ∩ Y – оточення E ∩ Y в Y ;

(ii) якщо U i V – оточення множини E, то W = U ∩ V також
оточення множини E;

(iii) якщо U – оточення E, а G є F-дотичною до E, то G∩U також
F-дотична до E.

Доведення. (i) Нехай U1 = intU i G = intY . Доведемо, що U1 ∩ Y ⊆
U ∩G. Вiзьмемо x ∈ U1 ∩ Y i розглянемо довiльний окiл V точки x.
Тодi U1 ∩ V також є околом точки x. Але Y – канонiчно замкнена, тому
Y = G " x. Таким чином, U1 ∩ V ∩ G �= ∅. Вiзьмемо y ∈ U1 ∩ V ∩ G.
Але y ∈ U1 ⊆ U i V ∩ G є околом точки y. Тому V ∩ G ∩ U �= ∅. Отже,
x ∈ G ∩ U . А значить, U1∩Y ⊆ U ∩G. Далi, враховуючи, що U1 є околом
E, одержуємо, що U1∩Y є околом E∩Y в Y . Але U ∩ Y ⊇ U ∩G ⊇ U1∩Y .
Тому U ∩ Y є околом E ∩ Y в Y .
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(ii) Нехай U1 = intU i V1 = intV . Тодi W1 = U − 1 ∩ V1 є околом E.
Далi, оскiльки U ⊇W1 i V ⊇W1, то вiдкритi множини U ∩W1 i V ∩W1

щiльнi в W1. Тому їх перетин U ∩ V ∩W1 = W ∩W1 також щiльний в
W1. Отже, W ⊇ W ∩W1 ⊇W1. Тому W є околом E.

(iii) По-перше, H ∩ E ⊆ G ∩ E = ∅.Розглянемо деяке F ∈ A ∪ {X} i
покажемо, що E ⊆ H ∩ F . Оскiльки G є F-дотичною, то G ∩ F ⊇ E ∩F .
Оскiльки U є оточенням E, то з (i) маємо, що U ∩ F є оточенням E ∩ F
в F . А тому нескладно перевiрити, що H ∩ F = (U ∩ F ) ∩ (G ∩ F ) ⊇
E ∩ F .

Для з’ясування подальших властивостей сильно досяжних просторiв
нам буде потрiбне одне допомiжне твердження.

Лема 3.2. Нехай X – досконало нормальний простiр, E – нiде не щiль-
на в X множина i F – злiченний ланцюжок канонiчно замкнених пiд-
множин X. Тодi iснує спадна послiдовнiсть оточень Un множини E,

така, що
∞⋂

n=1
Un ∩ F = E ∩ F для довiльного F ∈ F+ = F ∪ {X}.

Доведення. Нехай F+ = {F1, F2, . . . } i Ek = E ∩ Fk. Оскiльки X – до-
сконало нормальний, то для кожного k iснує спадна послiдовнiсть вiд-

критих множин Vkn ⊇ Ek, така, що
∞⋂

n=1
V kn = Ek. Покладемо Wkn =

(intFk ∩ Vkn) ∪ (X \ Fk). Зрозумiло, що (Wkn)∞n=1 – спадна послiдов-

нiсть оточень множини E. Нехай Un =
n⋂

k=1

Wkn. Згiдно з тверджен-

ням 3.1(ii) (Un) – спадна послiдовнiсть оточень E. Крiм того, за твер-
дженням 3.1(i), Un ∩ Fk є оточенням E ∩ Fk в Fk. Значить, зокрема,
Ek = E ∩ Fk ⊆ Un ∩ Fk. Тому,

Ek ⊆
∞⋂

n=1

Un ∩ Fk =
∞⋂

n=k

Un ∩ Fk ⊆
∞⋂

n=k

Wkn ∩ Fk ⊆
∞⋂

n=k

V kn = Ek.

Таким чином, E ∩ Fk = Ek =
∞⋂

n=1
Un ∩ Fk для кожного k.

Теорема 3.3. Нехай X – досконало нормальний сильно досяжний про-
стiр, F – злiченний ланцюжок канонiчно замкнених пiдмножин X, E
– нiде не щiльна в X множина, G – F-дотична до E, (Gn) – спадна
послiдовнiсть F-дотичних до E множин i F+ = F ∪ {X}. Тодi:

(i) iснують замкненi дискретнi множини Sn ⊆ Gn, такi, що
Lim(Sn ∩ F ) = E ∩ F для F ∈ F+;
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(ii) iснують вiдкритi множини Vn ⊂ Gn, такi, що Lim(Vn ∩ F ) =
E ∩ F для F ∈ F+;

(iii) iснує вiдкрита множина V ⊆ G, така, що V ∩ F \ G = E ∩ F
для F ∈ F+.

Доведення. Нехай F+ = {F1, F2, . . . }, Ek = E ∩ Fk для k ∈ N. Виберемо
(Un)∞n=1 згiдно з лемою 3.2. Тодi за твердженням 3.1(iii), Hn = Gn ∩ Un

– F-дотичнi до E. Покладемо Gkn = Hn ∩ intFk. Тодi Gkn = Hn ∩ Fk,
адже Fk – канонiчно замкнена. Отже, Ek ⊆ frGkn. Тепер, користую-
чись сильною досяжнiстю X, виберемо для кожного k ∈ N послiдовнiсть
замкнених дискретних множин Skn ⊆ Gkn, таку, що Lim

n
Skn = Ek. По-

кладемо тепер Sn =
n⋃

k=1

Skn. Тодi Sn ⊆ Hkn. Виберемо вiдкриту множину

Vn ⊇ Sn, таку, що Vn ⊂ Hn. Оскiльки Skn ⊆ Sn ∩ Fk для n ≥ k, то

Lim
n

(Sn ∩ Fk) ⊇ Lim
n

Skn = Ek.

З iншого боку,

Lim
n

(Sn ∩ Fk) ⊆ Lim
n

(Vn ∩ Fk) ⊆ Lim
n

(Hn ∩ Fk) =

=
⋂
n

Hn ∩ Fk ⊆
⋂
n

Un ∩ Fk = Ek.

Таким чином, Lim
n

(Sn ∩ Fk) = Lim
n

(Vn ∩ Fk) = Ek для кожного k ∈ N.
Отже (i) та (ii) з’ясованi. Для доведення (iii) досить покласти Gn = G i
скориставшись (ii) побудувати вiдповiднi множини Vn. Тодi за V можна

взяти
∞⋃

n=1
Vn.

4 Розкладнiсть сильно досяжних просторiв

Топологiчний простiр X називається розкладним, якщо в ньому iснують
двi неперетиннi всюди щiльнi множини A1 i A2. Якщо в просторi X iснує
послiдовнiсть (An)∞n=1 попарно неперетинних всюди щiльних множин, то
X називається злiченно розкладним.

Теорема 4.1. Кожний сильно досяжний простiр X без iзольованих
точок є злiченно розкладним. Якщо, бiльше того, X має всюди щiльну
пiдможину першої категорiї, то iснує послiдовнiсть (An)∞n=1 попарно
неперетинних всюди щiльних σ-дискретних пiдмножин X.
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Доведення. Нехай S – це система всiх множин S ⊆ X, якi подаються у
виглядi об’єднаннь диз’юнктних послiдовностей σ-дискретних множин
Sn, таких, що Sn ⊆ Sn+1 для довiльного n. Доведемо, що для довiльної
вiдкритої множини U i множини першої категорiї E ⊆ U iснує множина

S = S(E,U) ∈ S, така, що S ⊆ U i S ⊇ E. Нехай E =
∞⋃

n=1
En, де множини

En нiде не щiльнi. Зараз ми iндуктивно визначимо послiдовнiсть попарно
неперетинних нiде не щiльних σ-дискретних множин Sn ⊆ U , таких, що
Sn ⊆ Sn+1 i En ⊆ Sn для n ∈ N. Користуючись сильною досяжнiстю
F1 = E1, побудуємо послiдовнiсть замкнених дискретних множин S1n ⊆
U \ F1, таку, що Lim S1n = F1. Покладемо S1 =

∞⋃
n=1

S1n. Зрозумiло, що

S1 – нiде не щiльна σ-дискретна множина i S1 ⊇ F1 ⊇ E1. Покладаємо
F2 = E2 ∪ S1. Проробивши з F2 те ж саме, що i з F1 одержимо нiде не
щiльну σ-дискретну множину S2 ⊆ U \ F2, таку, що S2 ⊇ F1 ⊇ E2 ∪ S1.
Продовжуючи далi цей процес, отримаємо шукану послiдовнiсть (Sn).

Тодi S =
∞⋃

n=1
Sn ∈ S, S ⊆ U , i S ⊇

∞⋃
n=1

Sn ⊇
∞⋃

n=1
En = E.

Припустимо спочатку, що X має всюди щiльну множину E пер-
шої категорiї. Нехай S = S(E,X). Оскiльки S ∈ S, то виберемо таку

диз’юнктну послiдовнiсть σ-дискретних множин Sn, що S =
∞⋃

n=1
Sn i

Sn ⊆ Sn+1. Розiб’ємо N на послiдовнiсть нескiнченних множин Nk i по-
кладемо Ak =

⋃
n∈Nk

Sn. Тодi, оскiльки Sn ⊆ Sn+1, то Ak ⊇ S. А тому

E ⊆ S ⊆ Ak для кожного k ∈ N. Отже, (Ak) – диз’юнктна послiдовнiсть
всюди щiльних σ-дискретних множин.

Доведемо тепер, що кожний сильно досяжний простiр X без iзо-
льованих точок є злiченно розкладним. За лемою Цорна в системi S
iснує максимальна диз’юнктна пiдсистема S0. Доведемо, що

⋃S0 = X.
Нехай це не так i U = X \ ⋃S0 �= ∅. Вiзьмемо x ∈ U i покладемо
S = S({x}, U) ∈ S. Тодi S1 = S0 ∪ {S} – диз’юнктна пiдсистема S, при-
чому S1 ⊃ S0. Це суперечить максимальностi системи S0. Нехай, для
зручностi, S0 = {St : t ∈ T}, причому St′ �= St′′ при t′ �= t′′. Оскiль-
ки St ∈ S, то iснує диз’юнктна послiдовнiсть σ-дискретних множин

St,n, така, що St =
∞⋃

n=1
St,n i St,n ⊆ St,n+1. Знову розiб’ємо N на послi-

довнiсть нескiнченних множин Nk i покладемо Ak =
⋃

t∈T

⋃
n∈Nk

St,n. Тодi

Ak ⊇
⋃

t∈T

⋃
n∈Nk

St,n ⊇
⋃S0 i (Ak) – диз’юнктна. Отже, (Ak) – шукана
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послiдовнiсть.

Наступне твердження уточнює попередню теорему у випадку про-
сторiв першої категорiї.

Твердження 4.2. Нехай X – сильно досяжний, Ω – вiдкрита в X i
(Fn)∞n=1 – зростаюча послiдовнiсть замкнених нiде не щiльних множин,

така, що Ω ⊆
∞⋃

n=1
Fn. Тодi iснують неперетиннi σ-дискретнi щiльнi в

Ω множини S′ i S′′ ⊆ Ω, такi, що для кожного n множини S′ ∩ Fn i
S′′ ∩ Fn замкненi i дискретнi.

Доведення. Будемо вважати, що Fn ⊆ Ω. Розглянемо спадну послiдов-
нiсть вiдкритих множин G1n = Ω \ F1+n. Користуючись сильною дося-
жнiстю множини F1, виберемо замкненi дискретнi множини S1n ⊆ G1n,

такi, щоб Lim S1n = F1. Покладемо G2n = Ω\(F2+n∪
∞⋃

n=1
S1n). За сильною

досяжнiстю F2 виберемо замкненi дискретнi множини S2n ⊆ G2n так,
щоб Lim S2n = F2. Продовжуючи далi аналогiчним чином, одержимо для

кожного k послiдовнiсть вiдкритих множин Gkn = Ω\(Fk+n∪
k−1⋃
i=1

∞⋃
n=1

Sin)

i замкнених дискретних множин Skn ⊆ Gkn, таку, що Lim
n

Skn = Fk. Тодi
Skn ∩ Sim = ∅, для k �= i та довiльних n i m. Крiм того, Skn ∩ Fk+n = ∅

для k, n ∈ N, а значить, Skn ∩ Fm = ∅ якщо k + n ≥ m. Покладемо

S =
∞⋃

k,n=1

Skn. Тодi S ∩ Fm ⊆ ⋃
k+n≤m

Skn. Отже, S ∩ Fm – замкнена i

дискретна. Визначимо нарештi S′ =
∞⋃

k,n=1

S2k,n i S′′ =
∞⋃

k,n=1

S2k−1,n. По-

кажемо, що S′ i S′′ – шуканi. По-перше, оскiльки множини S′ ∩ Fm i
S′′∩Fm мiстяться в S∩Fm, то вони замкненi i дискретнi для кожного m.

Крiм того,
∞⋃

n=1
Sk,n ⊇ Fk, адже Lim

n
Sk,n = Fk. Тому S′ ⊇

∞⋃
k=1

∞⋃
n=1

S2k,n ⊇
∞⋃

k=1

F2k ⊇
∞⋃

k=1

Fk ⊇ Ω. Аналогiчно, S′′ ⊇ Ω.

5 Квазiнеперервнiсть суми ряду

Почнемо з одного допомiжного твердження.

Лема 5.1. Нехай X – досконало нормальний сильно досяжний простiр,
Ω – вiдкрита множина без iзольованих точок, F – злiченний ланцюжок
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канонiчно замкнених в X множин, E – нiде не щiльна в X, E′ = E ∩Ω
i G – F-дотична до E. Тодi iснують неперетиннi вiдкритi множини
U ′, U ⊆ G, такi, що U – F-дотична до E i U ′ ⊇ E′.

Доведення. Оскiльки E′ ⊆ fr(Ω ∩ G), то, користуючись сильною дося-
жнiсть E′, побудуємо такi замкненi дискретнi множини S′

n ⊆ Ω ∩ G,

що Lim S′
n = E′. Тодi S′ =

∞⋃
n=1

S′
n – дискретна вiдносно замкнена в G i

S′ ⊇ E′. Крiм того, оскiльки Ω не мiстить iзольованих точок, то S′ – нiде
не щiльна. Отже, множина G′ = G \ S′ F-дотична до E. Значить, згiдно
з теоремою 3.3(iii) iснує вiдкрита множина U ⊆ G′, така, що U \G′ = E
i U ∩ F \G′ = E ∩ F для F ∈ F . Тодi U – F-дотична до E i U ∩ S′ = ∅.
Залишилося покласти U ′ = G \ U .

При побудовi квазiнеперервних функцiй як правило виникають тру-
днощi, якi пов’язанi з тим, що сума квазiнеперервних функцiй не зобов’я-
зана бути квазiнеперервною. Наступна теорема, дозволяє автоматично
отримувати квазiнеперервнiсть функцiй, якi подаються у виглядi суми
ряду функцiй.

Теорема 5.2. Нехай X – досконало нормальний сильно досяжний про-
стiр, Ω – вiдкрита в X множина без iзольованих точок, F – злiчен-
ний ланцюжок канонiчно замкнених пiдмножин X, (En)∞n=1 – послiдов-
нiсть нiде не щiльних множин в X, така, що En∩Em = ∅ при m > n i
(Gn)∞n=1 – послiдовнiсть вiдкритих множин, така, що Gn – F-дотична
до En для довiльного n ∈ N i Gn ∩Gm ∩ En = ∅ при m > n. Тодi iснує
послiдовнiсть вiдкритих множин Un ⊆ Gn, така, що Un – F-дотична
до En i для довiльної послiдовностi функцiй fn : X → R+ таких, що

suppfn ⊆ Un i D(fn) ⊆ En i ряд
∞∑

n=1
fn рiвномiрно збiжний, функцiя

∞∑
n=1

fn – квазiнеперервна на Ω.

Доведення. По-перше, без обмеження загальностi можна вважати, що
Gm ∩ En = ∅, m ≥ n, бо якщо це не так, то замiсть множин Gm можна
розглянути G′

m = Gm \
⋃

n≤m
En. Нехай E′

n = En ∩ Ω. Згiдно з лемою 5.1,

для кожного n ∈ N iснують неперетиннi вiдкритi множини Un, U ′
n ⊆ Gn,

такi, що Un – F-дотична до En i U ′
n ⊇ E′

n. Покажемо, що (Un) – шукана.
Розглянемо послiдовнiсть функцiй fn : X → R+, таких, що suppfn ⊆

Un i D(fn) ⊆ En. досить перевiрити, що для кожного m ∈ N. функцiя
m∑

k=1

fk квазiнеперервна на Ω



166 О. Маслюченко

Вiзьмемо x0 ∈ Ω. Оскiльки D(fk) ⊆ Ek, то досить розглянути ви-

падок x0 ∈
m⋃

k=1

Ek. Нехай n – найменший номер, для якого x0 ∈ En.

Тодi функцiї fk неперервнi в точцi x0 при k < n. Отже, досить пе-

ревiрити квазiнеперервнiсть в точцi x0 функцiй f =
m∑

k=n

fk. Оскiльки

suppfk ⊆ Uk ⊆ Gk i Gk ∩ En = ∅ для k ≥ n, то f(x0) = 0. Покладемо

H = U ′
n \

m⋃
k=n+1

Gk. По-перше, оскiльки x0 ∈ Ω∩En ⊆ E′
n, то x0 ∈ U ′

n. По-

друге, оскiльки U ′
n ⊆ Gn i Gn ∩Gk ∩En = ∅, для k > n, то x0 �∈ U ′

n∩Gk,
для k > n. Таким чином, x0 ∈ U ′

n \ Gk, для k > n. Отже, x0 ∈ H. Далi,
оскiльки fn(x) = 0 на U ′

n i fk(x) = 0 поза Gk, k > n, то f(x) = 0 на H.
Це i доводить квазiнеперервнiсть функцiї f в точцi x0.

6 Побудова ω-первiсних квазiнеперервних фун-
кцiй

Лема 6.1. Нехай X – досконало нормальний простiр i f : X → R. Тодi
(i) якщо suppf замкнений i дискретний, то f є функцiєю першого

класу Бера;
(ii) якщо suppf σ-дискретний, то f є функцiєю другого класу Бера.

Доведення. (i) Нехай S = suppf . Розглянемо спадну послiдовнiсть вiд-

критих множин Un, для якої S =
∞⋂

n=1
Un. Оскiльки S дискретна, то f |S

– неперервна. Нехай Fn = S ∪ (X \ Un). Покладемо gn(x) = f(x) при
x ∈ S i gn(x) = 0 при x ∈ X \ Un. За теоремою Тiтце-Урисона [15], iснує
неперервне продовження fn : X → R неперервної функцiї gn : Fn → R.
Ясно, що тодi f(x) = lim

n→∞ fn(x) при x ∈ X. Отже, f є функцiєю першого
класу Бера

(ii). Оскiльки S = suppf – σ-дискретний i кожна дискретна пiдмно-
жина досконало нормального простору подається у виглядi злiченного
об’єднання замкнених дискретних множин, то iснує зростаюча послiдов-

нiсть замкнених дискретних множин Sn, така, що S =
∞⋃

n=1
Sn. Покла-

демо fn(x) = f(x) при x ∈ Sn i fn(x) = 0 при x ∈ X \ Sn. Оскiльки
suppfn = Sn, то з (i) випливає, що fn належать до першого класу Бе-
ра. Але f(x) = lim

n→∞ fn(x) при x ∈ X. Тому f – функцiя другого класу
Бера.
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Теорема 6.2. Нехай X – сильно досяжний простiр i g : X → R+ –
квазiнеперервна напiвнеперервна зверху функцiя, така, що suppg не мi-
стить iзольованих точок простору X. Тодi iснує функцiя f : X → R+,
така, що f ≤ g∗, f∗ = 0 i f∗ = g. Якщо, крiм того, простiр X доскона-
ло нормальний i носiй suppg мiстить щiльну в ньому множину першої
категорiї в X, то f буде функцiєю другого класу Бера.

Доведення. Нехай Ω = suppg∗. Оскiльки сильна досяжнiсть успадковує-
ться вiдкритими пiдпросторами, то, використавши для простору Ω тео-
рему 4.1, побудуємо диз’юнктну послiдовнiсть (An)∞n=0 щiльних в Ω мно-
жин An ⊆ Ω, причому, якщо suppg (а значить, i Ω) мiстить щiльну мно-
жину першої категорiї, то множини An можна вибрати σ-дискретними.

Покладемо f(x) = min{n, g∗(x)} на An i f(x) = 0 на X \
∞⋃

n=1
An. Тодi

f ≤ g∗ (якщо крiм того An – σ-дискретнi i X – досконало нормальний,
то за лемою 6.1 f буде функцiєю другого класу Бера). Розглянемо мно-
жини Xn = An ∪ (X \ Ω). Зрозумiло, що Xn = X i f(x) = min{n, g∗(x)}
на Xn. Зокрема, f(x) = 0 на X0. Тому f∗ = 0. Крiм того, оскiльки
f ≤ g∗ ≤ g, то f∗ ≤ g. Таким чином, залишилось довести, що f∗ ≥ g. З
[13, твердження 4.3] випливає, що g∗ – квазiнеперервна а з [13, твердже-
ння 3.3, 4.2] маємо, що g = (g∗)∗. Отже, досить показати, що f∗ ≥ g∗.
Вiзьмемо x0 ∈ X, α < g∗(x) i U – окiл x0. Оскiльки g∗ – квазiнеперервна,
то iснує вiдкрита непорожня множина V ⊆ U , така, що g∗(x) > α на
V . Вiзьмемо n > α i x ∈ Xn ∩ V . Тодi f(x) = min{n, g∗(x)} > α. Отже,
sup f(U) ≥ f(x) > α. Тому f∗(x0) ≥ α. Спрямувавши тепер α → g∗(x0),
одержимо, що f∗(x0) ≥ g∗(x0).

Приступимо до побудови A-неперервних ω-первiсних. Почнемо з
одного простого наслiдку теореми Гана-Дьєдонне-Тонга-Катетова [15,
c.105].

Лема 6.3. Нехай X – нормальний топологiчний простiр, F – його за-
мкнений пiдпростiр, h : X → R+ – напiвнеперервна знизу функцiя,
f̃ : F → R+ – неперервна функцiя, причому f̃(x) ≤ h(x) на F . Тодi iснує
неперервна функцiя f : X → R+, така, що f |F = f̃ i f ≤ h.

Доведення. Покладемо g(x) = f̃(x) на F i g(x) = 0 на X \ F . Оскiльки
F – замкнена, а f̃ – неперервна, то g – напiвнеперервна зверху, причому
g ≤ h. Тодi, за теоремою Гана-Дьєдонне-Тонга-Катетова [15, c.105], iснує
неперервна функцiя f1 : X → R, така, що g ≤ f1 ≤ h. Далi, згiдно з
теоремою Тiтце-Урисона [15, c.116], iснує неперервна функцiя f2 : X →



168 О. Маслюченко

R+ така, що f2|F = f̃ . Покладемо f(x) = min{f1(x), f2(x)}. Тодi f ≤ f1 ≤
h. Крiм того, оскiльки g ≤ f1 i f2(x) = f̃(x) = g(x) на F , то f2(x) ≤ f1(x)
на F . Тому f(x) = f2(x) = f̃(x) на F .

Теорема 6.4. Нехай X – нормальний сильно досяжний простiр, A
– узгоджена структура на X, g : X → R+ – напiвнеперервна зверху
квазiнеперервна функцiя, носiй suppg якої σ-A-мiзерний. Тодi iснує A-
неперервна функцiя першого класу Бера f : X → R+, така, що f ≤ g∗,
f∗ = 0 i f∗ = g.

Доведення. Нехай suppg =
∞⋃

n=1
En, де En – навхрест нiде не щiльнi. Роз-

глянемо для кожного n ∈ N нiде не щiльний A-окiл Mn множини En.

Покладемо F0 = ∅ i Fn =
n⋃

k=1

Mk, для n > 0. Застосувавши для множини

Ω = suppg∗ i послiдовностi (Fn) теорему 4.2, одержимо неперетиннi щiль-
нi в Ω множини S′ i S′′, такi, що S′ ∩Fn i S′′ ∩Fn – замкненi i дискретнi.
Покладемо S′

0 = S′′
0 = ∅ i S′

n = S′∩(Fn \Fn−1) i S′′
n = S′′∩(Fn \Fn−1) для

кожного n ∈ N. Тодi S′
n i S′′

n – замкненi i дискретнi, причому S′ =
∞⋃

n=1
S′

n

i S′′ =
∞⋃

n=1
S′′

n.

Зараз ми побудуємо послiдовнiсть неперервних функцiй fn : X →
R+, таких, що fn+1(x) = fn(x) на Fn, fn(x) ≤ g∗(x) на Fn, fn(x) = 0
на S′

n i fn(x) = min{n, g∗(x)} на S′′
n. Оскiльки F0 = S′

0 = S′′
0 = ∅, то

можна покласти, наприклад, f0 = 0. Припустимо, що вже визначена
функцiя fn. Нехай F = Fn ∪ S′

n+1 ∪ S′′
n+1. Покладемо f̃(x) = fn(x) на

Fn, f̃(x) = 0 на S′
n+1 i f̃(x) = min{n + 1, g∗(x)} на S′′

n+1. Оскiльки S′
n i

S′′
n – замкненi i дискретнi, то f̃ неперервна на F . За iндуктивним при-

пущенням f̃(x) ≤ g∗(x) на Y . Тому, згiдно з лемою 6.3, iснує неперервна
функцiя fn+1 : X → R+, така, що fn+1|F = f̃ i fn+1 ≤ g∗. Зрозумiло, що
fn+1 – шукана.

Покладемо тепер f(x) = fn(x) на Fn i f(x) = 0 на X\Ω. Зрозумiло, що
f : X → R+ – коректно визначена i f ≤ g∗. Нехай X0 = (

∞⋃
n=1

S′
n)∪ (X \Ω)

i Xn = (
∞⋃

k=n

S′′
k ) ∪ (X \ Ω), для n > 0. Зрозумiло, що Xn = X, f(x) =

0 на X0 i f(x) ≥ min{n, g∗(x)} на Xn при n > 0. Тодi f∗ = 0. Крiм
того, оскiльки f ≤ g∗ ≤ g, то f∗ ≤ g. Доведемо, що f∗ ≥ g∗. Вiзьмемо
x0 ∈ X, α < g∗(x0) i U – окiл x0. З [13, твердження 4.3] маємо, що
g∗ – квазiнеперервна. Тому iснує вiдкрита непорожня множина V ⊆ U ,



Побудова ω-первiсних: сильно досяжнi простори 169

така, що g∗(x) > α на V . Вiзьмемо номер n > α i виберемо деяку точку
x ∈ Xn ∩ V . Тодi f(x) ≥ min{n, g∗(x)} > α. Тому, f∗(x0) ≥ g∗(x0). Отже,
f∗ ≥ g∗. Залишилось врахувати рiвнiсть (g∗)∗ = g, яка випливає з [13,
твердження 3.3 i 4.2]

Для доведення A-неперервностi скористаємось твердженням 2.6. Вi-
зьмемо x0 ∈ X. Якщо x0 �∈ suppg = suppωf , то f неперервна в точцi x0.
Якщо ж x0 ∈ suppg, то x0 ∈ En для деякого n. Але En ⊆ Mn ⊆ Fn. Тому
звуження f |Mn = fn|Mn – неперервне. Крiм того, Mn є A-околом точки
x0. Отже, за твердженням 2.6, функцiя f є A-неперервною в точцi x0.

Доведемо, що f – першого класу Бера. Вiзьмемо x ∈ X. Якщо x ∈ Fm

для деякого m ∈ N, то fn(x) = f(x) для x ∈ Fn i n ≥ m. Крiм того, якщо

x �∈
∞⋃

m=1
Fm ⊇ suppg ⊇ suppg∗, то fn(x) = f(x) = 0 для кожного n ∈ N.

Отже, lim
n→∞ fn(x) = f(x) для кожного x ∈ X.

7 Побудова ω-первiсних функцiй з нiде не щiль-
ним носiєм у сильно досяжних просторах

Основним технiчним iнструментом у нашому пiдходi до побудови ω-
первiсних є поняття карти i породженого нею рельєфу, яке введене i
вивчене в першiй частинi даної статтi [13]. Почнемо з одного узагальне-
ння леми 3.2

Лема 7.1. Нехай X – досконало нормальний простiр, T – злiченна
пiдмножина R, (E(t) : t ∈ T ) – спадна сiм’я нiде не щiльних пiд-
множин X, F – злiченний ланцюжок канонiчно замкнених пiдмно-
жин X i F+ = F ∪ {X}. Тодi iснує спадна вiдносно t ∈ T i n ∈ N

сiм’я (Un(t) : n ∈ N, t ∈ T ) оточень Un(t) множин E(t), така, що
∞⋂

n=1
Un(t) ∩ F = E(t) ∩ F , для t ∈ T i F ∈ F+.

Доведення. Згiдно з лемою 3.2, для кожного t ∈ T iснує спадна послi-

довнiсть оточень Vn(t) множини E(t), така, що
∞⋂

n=1
Vn(t) ∩ F = E(t) ∩ F

для F ∈ F+. Нехай T = {t1, t2, . . . }, причому ti �= tj , якщо i �= j. По-
кладемо Un(t1) = Vn(t1), n ∈ N. Припустимо, що для деякого k > 1 уже
визначенi множини Un(t), для всiх n ∈ N i t ∈ Tk = {t1, t2, . . . , tk−1},
причому так, що виконуються потрiбнi властивостi. Визначимо Un(tk).
Покладемо T+ = {t ∈ Tk : t > tk} i T− = {t ∈ Tk : t < tk}.

Нехай t+ = minT+ якщо T+ �= ∅ i t− = max T− якщо T− �= ∅. Тодi
t+, t− ∈ Tk, причому t− < tk < t+. Тому Un(t−) ⊇ Un(t+) i E(t−) ⊇
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E(tk) ⊇ E(t+). Покладемо U+
n = Un(t+) ∪ Vn(tk) i U−

n = Un(t−) ∩ Vn(tk).
Тодi за твердженням 3.1(ii) маємо, що U+

n i U−
n – оточення множини

E(tk). Тому, врахувавши твердження 3.1(i), одержимо, що U+
n ∩ F ⊇

E(tk) ∩ F i U−
n ∩ F ⊇ E(tk) ∩ F для F ∈ F+. Крiм того, для довiльного

F ∈ F+ маємо, що

∞⋂
n=1

U−
n ∩ F ⊆

∞⋂
n=1

(
Un(t−) ∩ F ∩ Vn(tk) ∩ F

)
=

=

( ∞⋂
n=1

Un(t−) ∩ F

)
∩
( ∞⋂

n=1

Vn(tk) ∩ F

)
=

= E(t−) ∩ F ∩ E(tk) ∩ F = E(tk) ∩ F .

А також, враховуючи, що послiдовностi (Un(t+)) i (Vn(tk)) спаднi, одер-
жимо ∞⋂

n=1

U+
n ∩ F =

∞⋂
n=1

(
Un(t+) ∩ F ∪ Vn(tk) ∩ F

)
=

=

( ∞⋂
n=1

Un(t+) ∩ F

)
∪
( ∞⋂

n=1

Vn(tk) ∩ F

)
=

= E(t+) ∩ F ∪ E(tk) ∩ F = E(tk) ∩ F .

Отже,
∞⋂

n=1
U−

n ∩ F =
∞⋂

n=1
U+

n ∩ F = E(tk) ∩ F для F ∈ F+. Тепер, якщо

T+ = ∅, то покладемо Un(tk) = U−
n , а якщо T− = ∅, то Un(tk) = U+

n .
Якщо ж T+ �= ∅ i T− �= ∅, то покладаємо Un(tk) = Un(t+) ∪ U−

n . В

цьому випадку знову матимемо, що
∞⋂

n=1
Un(tk) ∩ F = E(tk) ∩ F , для F ∈

F+, адже послiдовностi множин Un(t+) i U−
n спадають. Далi, оскiльки

Un(t+) ⊆ Un(t−) i U−
n ⊆ Un(t−), то Un(tk) ⊆ Un(t−), якщо T− �= ∅. Крiм

того, Un(t+) ⊆ Un(tk), якщо T+ �= ∅. Таким чином, Un(tk) – шукане
оточення E(tk).

Лема 7.2. Нехай X – досконало нормальний сильно досяжний простiр,
T – злiченна пiдмножина R, (E(t) : t ∈ T ) – спадна сiм’я пiдмножин
X, така, що E =

⋃
t∈T

E(t) – нiде не щiльна, F – злiченний ланцюжок

канонiчно замкнених пiдмножин X, F+ = F ∪ {X} i G – F-дотична до

E. Тодi iснує спадна вiдносно ⊂G сiм’я (G(t) : t ∈ T ) вiдкритих множин
G(t) ⊆ G, така, що G(t) ∩ F \G = E(t) ∩ F для F ∈ F+.
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Доведення. Вибиремо сiм’ю (Un(t) : t ∈ T, n ∈ N) згiдно з лемою 7.1.
Тодi за твердженням 3.1(iii), Un(t) ∩ G F-дотична до E(t) для t ∈ T

i n ∈ N. Множини G(t) будуватимемо у виглядi G(t) =
∞⋃

n=1
Gn(t), де

Gn(t) – вiдкритi, Gn(t) ⊂ Un(t) ∩ G i Lim(Gn(t) ∩ F ) ⊇ E(t) ∩ F для

F ∈ F+. Зауважимо, що тодi Lim(Gn(t) ∩ F ) ⊆
∞⋂

n=1
Un(t) ∩ F = E(t) ∩ F ,

а значить, Lim(Gn(t) ∩ F ) = E(t) ∩ F для F ∈ F+. Тому G(t) ∩ F \G =
E(t) ∩ F , для F ∈ F+. Таким чином, залишилось пiдiбрати Gn(t) так,

щоб сiм’я (G(t) : t ∈ T ) спадала вiдносно ⊂G. Нехай T = {t1, t2, . . . },
причому ti �= tj при i �= j.

На першому кроцi, користуючись теоремою 3.3(ii), вибиремо вiдкритi

множини Gn(t1) ⊂ Un(t)∩G так, що Lim Gn(t1)∩F = E(t1) ∩ F для F ∈
F+. Припустимо, що для деякого k > 1 уже визначенi Gn(t) для t ∈ Tk =
{t1, t2, . . . , tk−1}, причому так, що виконуються вiдповiднi властивостi i

крiм того Gn(t′) ⊂ G(t′′), якщо t′ > t′′.
Визначимо Gn(tk). Нехай T+ = {t ∈ Tk : t > tk} i T− = {t ∈ Tk : t <

tk}. Покладемо G+
n = Gn(t+), де t+ = min T+, якщо T+ �= ∅ i G+

n = ∅

iнакше. Крiм того, покладемо G− = G(t−), де t− = maxT−, якщо T− �=
∅ i G− = G iнакше. Тодi, оскiльки Gn(t+) ⊂ Un(t+) ⊆ Un(tk) i Gn(t+) ⊂
G(t−), то G+

n ⊂ Un(tk)∩G−. Вибиремо, згiдно з теоремою 3.3(ii), вiдкритi

множини Vn ⊂ Un(tk)∩G− так, щоб Lim(Vn∩F ) = E(tk) ∩ F для F ∈ F+.

Нехай Wn = G+
n ∪ Vn. Тодi Wn ⊂ Un(tk) ∩ G−. Вiзьмемо тепер таку

вiдкриту множину Gn(tk), що Wn ⊂ Gn(tk) ⊂ Un(tk) ∩ G−. Зрозумiло,
що Gn(tk) – шукана.

Теорема 7.3. Нехай X – досконало нормальний сильно досяжний
простiр. F – злiченний ланцюжок канонiчно замкнених пiдмно-
жин, g : X → R+, M = sup g, G – F-дотична до suppg. Тодi iснує
функцiя f : X → [0, M), така, що suppf ⊆ G ⊆ C(f), ωf = g∗ i
(f |F )∗(x) = (g|F )∗(x) для F ∈ F i x ∈ D(f) ∩ F .

Доведення. Покажемо спочатку, що досить побудувати f : X → [0, M ] з
вiдповiдними властивостями. Справдi, нехай така функцiя f уже по-
будована. Розглянемо таку неперервну функцiю h : X → [0, M ], що
h−1(M) = suppg. Тодi функцiя f ′ = inf{f, h} – шукана.

Нехай Et = g−1([t, +∞]) для t ∈ Q i T = Q∩(0, M). Ясно, що функцiя
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g є рельєфом карти ε = (Et)t∈Q (див. [13]). За лемою 7.2, iснує спадна

вiдносно ⊂G сiм’я (Gt : t ∈ T ) така, що Gt ⊆ G i Gt ∩ F \G = Et ∩ F для
F ∈ F+ = F ∪ {X} i t ∈ T . Покладаючи Gt = ∅ при t ≥ M G0 = G i
Gt = X при t < 0 ми визначимо деяку карту γ = (Gt)t∈Q. Нехай f = rγ

(тобто функцiя f є рельєфом карти γ).
Покажемо, що f – шукана. Оскiльки 0 � γ � M , то 0 ≤ f ≤ M .

Зафiксуємо деяке F ∈ F+ = F ∪ {X}. Карти ϕF =
(
Et ∩ F

)
t∈Q

i
γF =

(
Gt ∩ F

)
t∈Q

задовольняють умови [13, теорема 3.5] на просторi F .
Тому rγF є ω-первiсною функцiї rϕF . Але з [13, твердження 3.3] маємо, що
rϕF = (g|F )∗. Крiм того, очевидно, що rγF = g|F . Отже, ωf |F = (g|F )∗ для
кожного F ∈ F+. Зокрема, взявши F = X, матимемо, що ωf = g∗. Але
suppg∗ ⊆ suppg ⊆ X \G. Отже, ωf (x) = 0 на G. Значить, G ⊆ C(f). Далi,
оскiльки G0 = G, то suppf ⊆ G. I нарештi, якщо x ∈ D(f)∩F для деяко-
го F ∈ F , то x �∈ G, а значить, (f |F )∗(x) = f(x) = 0 i (g|F )∗(x) = g(x) = 0.
Тому (f |F )∗(x) = ωf |F (x) = ωg|F (x) = (g|F )∗(x).

8 Завершальна побудова ω-первiсних у сильно
досяжних просторах

Лема 8.1. Нехай X – досконало нормальний сильно досяжний простiр,
F – злiченний ланцюжок канонiчно замкнених пiдмножин X, (En)∞n=0

– послiдовнiсть нiде не щiльних пiдмножин X, таких, що En∩Em = ∅,
для n < m. Тодi iснує послiдовнiсть (Gn)∞n=0 таких вiдкритих множин,
що Gn – F-дотична до En i Gn ∩Gm ∩ En = ∅ для n < m.

Доведення. Нехай Fn =
n⋃

k=0

Ek i G0m = X \Fm. Тодi G0m – F-дотичнi до

E0, бо G0m = X. Згiдно з теоремою 3.3(ii), iснують вiдкритi множини

V0m ⊂ G0m, такi, що Lim(V0m ∩ F ) = E0 ∩ F для F ∈ F+ = F ∪ {X}.
Припустимо, що для деякого k > 0 уже побудованi вiдкритi множини
Vnm при n < k, m ∈ N, причому

V nm ∩ Fn+m = ∅; (1)

Lim
m

(Vnm ∩ F ) = En ∩ F F ∈ F+; (2)

Unm ∩ Uij = ∅ i < n ≤ i + j. (3)

Визначимо Vkm. Нехай Vk = {Vij : i < k ≤ i + j} i Vk =
⋃Vk. Вико-

риставши (2) з F = X та i < k одержимо, що Lim
j

Vij = Ei ⊆ Fk−1. А
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тому Vk – локально скiнченна поза Fk−1. Крiм того, з (1) отримуємо, що
V ∩ Fk = ∅ для V ∈ Vk. Тому Uk = X \ V k – вiдкритий окiл множини
Fk \ Fk−1 ⊇ Ek. Нехай Gkm = Uk \ Fk+m. Тодi Gkm – F-дотичнi до Ek,
адже Gkm = Uk. Далi, за теоремою 3.3(ii), iснує послiдовнiсть вiдкритих

множин Vkm ⊂ Gkm, така, що Lim
m

(Vkm ∩ F ) = Ek ∩ F для F ∈ F+. Але
Gkm ∩ Fk+m = ∅ i Gkm ∩ Vij = ∅ для i < k ≤ i + j. Тому виконуються
властивостi (1)-(3) з n = k.

Нехай Gn =
∞⋃

m=0
Vnm. Зрозумiло, що Gn – F-дотична до En. Крiм

того, з (3) випливає, що Gn ∩ Vij = ∅ для i < n ≤ i + j. Тодi для i < n

Gn ∩ Gi =
∞⋃

j=0
Gn ∩ Vij =

n−i⋃
j=0

Gn ∩ Vij ⊆
n−i⋃
j=0

Vij ⊂ X \ Fn. Таким чином,

послiдовнiсть (Gn) має потрiбнi властивостi.

Основний результат ми сформулюємо в досить загальнiй формi, щоб
потiм з нього можна було б отримати вiдповiднi наслiдки.

Теорема 8.2. Нехай X – досконало нормальний сильно досяжний про-
стiр; g : X → R+ – напiвнеперервна зверху функцiя, носiй suppg якої не
мiстить iзольованих точок простору X; g0 = (g∗)∗; h : X → R+ – така,
що g = g0 + h; (εn)∞n=1 – спадна послiдовнiсть додатних чисел, причому
∞∑

n=1
εn <∞; (Mn)∞n=1 – така послiдовнiсть нiде не щiльних множин, що

Mn ⊇ suppεn
h. Тодi iснує послiдовнiсть (fn)∞n=1 напiвнеперервних знизу

функцiй fn : X → R+, така, що fn|Mn = 0, D(fn) ⊆ suppεn
h, fn+1 ≤ εn

для довiльного n ∈ N, i, крiм того, для довiльної функцiї f0 : X → R+,

такої, що (f0)∗ = 0, f0 ≤ g∗ i f∗
0 = g0, коливання функцiї

∞∑
n=0

fn рiвне g.

Доведення. Нехай E1 = suppε1
h i En = suppεn

h \ suppεn−1
h для n > 1.

За [13, твердження 4.3] функцiя g0 – квазiнеперервна. Крiм того з [13,
твердження 3.3 i 4.2] випливає, що (g0)∗ = g∗. Тому згiдно з [13, твер-
дження 4.2], iснує карта ϕ = (Ft)t∈Q функцiї f0, для якої всi множини
Ft канонiчно замкненi в X. Нехай F = Eϕ = {Ft : t ∈ Q} ∪ {∅, X}. Ясно,
що F – злiченний ланцюжок канонiчно замкнених множин Побудуємо
тепер (Gn)∞n=1 згiдно з лемою 8.1. Покладемо G′

n = Gn \Mn. Оскiльки
G′

n ⊇ Gn, то G′
n – F-дотична до En i G′

n ∩G′
m ∩ En = ∅ при n < m.

Нехай Ω = suppg0. Згiдно з теоремою 5.2, iснує послiдовнiсть вiдкритих
множин Un ⊆ G′

n, така, що Un – F-дотична до En, причому для довiльної
послiдовностi функцiй fn : X → R+, таких, що suppfn ⊆ Un i D(fn) ⊆ En
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i ряд
∞∑

n=1
fn рiвномiрно збiжний, функцiя

∞∑
n=1

fn – квазiнеперервна на Ω.

Покладемо gn = hχEn . Оскiльки Un – F-дотична до En ⊇ suppgn,
то, згiдно з теоремою 7.3, iснує функцiя fn : X → [0, sup gn), така, що
suppfn ⊆ Un ⊆ C(fn), ωfn = g∗n i (fn|F )∗(x) = (gn|F )∗(x) для x ∈ D(fn) ∩
F i F ∈ F . Покажемо, що (fn)∞n=1 – шукана. По-перше, зрозумiло, що
fn|Mn = 0, D(fn) = suppg∗n ⊆ suppεn

h i fn+1 ≤ sup gn+1 ≤ εn. Розглянемо
довiльну функцiю f0 : X → R+, таку, що (f0)∗ = 0, f0 ≤ g∗ = (g0)∗ i
f∗
0 = g0. Перш за все, зауважимо, що за вибором Un, оскiльки D(fn) =

suppg∗n ⊆ En, то функцiї fn i
n∑

k=1

fk – квазiнеперервнi на Ω ⊇ suppf0.

Далi, використавши [13, теорема 5.7] для функцiї f = fn i g = f0 i карти
ϕ функцiї g∗ = f∗

0 = g0, одержимо, що ωf0+fn = (g0 + gn)∗.
Нарештi зауважимо, що suppfm ∩ suppfn ⊆ Gm ∩Gn ⊆ X \ En ⊆

C(fn) для m > n, i ряд
∞∑

n=1
fn рiвномiрно збiжний. Отже, викори-

стовуючи [13, теорема 6.1] для функцiї g = f0, одержимо, що, коли-

вання функцiї f0 +
∞∑

n=1
fn =

∞∑
n=0

fn рiвне sup
n

ωf0+fn = sup
n

(g0 + gn)∗.

Залишилось показати, що sup
n

(g0 + gn)∗ = g. По-перше, g0 + gn ≤
g0 + h = g. Тому (g0 + gn)∗ ≤ g, а значить, sup

n
(g0 + gn)∗ ≤ g. По-

друге, sup
n

(g0 + gn)∗ ≥ sup
n

(g0 + gn) = sup
n

(g0 + hχEn) = g0 + h = g, адже
∞⋃

n=1
En =

∞⋃
n=1

suppεn
h ⊇

∞⋃
n=1

suppεn
h = supph). Таким чином, коливання

функцiї
∞∑

n=0
fn рiвне g.

9 Характеризацiя коливань нарiзно неперервних
функцiй i функцiй з першого та другого класу
Бера

У цьому пiдроздiлi ми повнiстю опишемо коливання довiльних функцiй
i функцiй з першого та другого класу Бера у досконало нормальних
сильно досяжних просторах, в також коливання нарiзно неперервних
функцiй на добутках метризовних просторiв.

Твердження 9.1. Нехай X – топологiчний простiр i f : X → R де-
яка функцiя (функцiя з другого класу Бера, функцiя з першого класу
Бера). Тодi множина D(f) її точок розриву не мiстить iзольованих
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точок простору X (мiстить щiльну пiдмножину першої категорiї в
X, є множиною першої категорiї в X).

Доведення. Вiдсутнiсть iзольованих точок в множинi D(f) точок розри-
ву довiльної функцiї f очевидна. Крiм того, в [16, c.403] доведено, що
множина точок розриву довiльної функцiї f з першого класу Бера є мно-
жиною першої категорiї в X. Нехай тепер f належить до другого класу
Бера, тобто f(x) = lim

n→∞ fn(x), де fn : X → R – функцiї першого класу
Бера при n ∈ N. Тодi En = D(fn) – множини першої категорiї. Нехай

G = X \
∞⋃

n=1
En. Оскiльки C(fn) ⊇ G для n ∈ N, то f |G належить до

першого класу Бера. А тому E0 = D(f)∩G = D(f |G) – множина першої

категорiї в G, а значить, i в X. Таким чином, E =
∞⋃

n=0
En – щiльна в

D(f) множина першої категорiї.

Теорема 9.2. Нехай X – досконало нормальний сильно досяжний про-
стiр i g : X → R+. Тодi для того, щоб функцiя g мала деяку ω-первiсну
/ω-первiсну з другого класу Бера, ω-первiсну з першого класу Бера/
f : X → R необхiдно i досить, щоб g була напiвнеперервною зверху i
носiй suppg не мiстив iзольованих точок простору X /мiстив щiльну
пiдмножину першої категорiї в X, був множиною першої категорiї в
X/.

Доведення. Необхiднiсть випливає з попереднього твердження. Доведе-
мо достатнiсть. Так само, як i ранiше функцiя g0 = (g∗)∗ – квазiнеперерв-
на i (g0)∗ = g∗. Зауважимо, що suppg0 ⊆ suppg∗. Згiдно з теоремами 6.2
i 6.4, iснує функцiя f0 : X → R+ /з другого класу Бера, чи вiдповiдно з
першого класу Бера/, така, що f0 ≤ (g0)∗ = g∗, (f0)∗ = 0 i f∗

0 = g0. Далi,
з [13, твердження 4.6] випливає, що, iснує функцiя h : X → R+ така, що
g = g0+h i suppεh – нiде не щiльнi i suppεh ⊆ suppg при ε > 0. Покладемо
εn = 2−n i Mn = suppεn

h. Застосуємо тепер теорему 8.2 i одержимо по-
слiдовнiсть напiвнеперервних знизу функцiй fn : X → R+, таку, що ряд
∞∑

n=1
fn збiгається рiвномiрно на X i коливання функцiї f =

∞∑
n=0

fn рiвне

g. Оскiльки функцiї fn напiвнеперервнi знизу при n > 0, то [15, c.106]
вони належать до першого класу Бера. Отже, f належить до першого
/другого/ класу Бера, якщо тiльки f0 є такою ж.

Враховуючи, що метризовнi простори є сильно досяжними [11, на-
слiдок 2.4], з попередньої теореми легко отримати наступний результат.
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Наслiдок 9.3. Нехай X – метризовний простiр. Тодi для того, щоб
функцiя g : X → R+ мала ω-первiсну f : X → R, з другого /першого/
класу Бера необхiдно i досить, щоб g була напiвнеперервною зверху i її
носiй suppg не мiстив iзольованих точок простору X /був множиною
першої категорiї в X/.

Приступимо тепер до характеризацiї коливань нарiзно неперервних
функцiй. Перш за все доведемо ще один наслiдок до теореми 8.2, який
дає достатнi умови для iснування A-неперервних ω-первiсних.

Теорема 9.4. Нехай X – досконало нормальний сильно досяжний про-
стiр, A – деяка напрямлена узгоджена структура на X i g : X → R+ –
напiвнеперервна зверху функцiя, носiй suppg якої є σ-α-мiзерним. Тодi
iснує A-неперервна функцiя f : X → R+ з першого класу Бера, така,
що ωf = g.

Доведення. Так само, як i ранiше функцiя g0 = (g∗)∗ квазiнеперервна
i (g0)∗ = g∗. Тодi suppg0 є σ-A-мiзерним, адже suppg0 ⊆ suppg. Отже,
за твердженням 6.4, iснує α-неперервна функцiя f0 : X → R+ з першо-
го класу Бера, для якої f0 ≤ (g0)∗ = g∗, (f0)∗ = 0 i f∗

0 = g0. Далi, з
[13, твердження 4.6] випливає, що, iснує функцiя h : X → R+ така, що
g = g0 + h i suppεh – нiде не щiльнi i suppεh ⊆ suppg при ε > 0. Тодi
Fε = suppεh є нiде не щiльною σ-A-мiзерною замкненою множиною. А
тому, мiркуючи як в [11, твердження 6.3], нескладно показати, що Fε є
A-мiзерною для кожного ε > 0. Нехай Mε – нiде не щiльний α-окiл мно-
жини Fε. Вiзьмемо εn = 2−n i використаємо для Mn = Mεn теорему 8.2.

Тодi отримаємо послiдовнiсть функцiй fn : X → R+ таку, що ряд
∞∑

n=1
fn

збiгається рiвномiрно на X, fn|Mεn
= 0, D(fn) ⊆ Fεn i коливання функцiї

f =
∞∑

n=0
fn рiвне g. Оскiльки функцiї fn напiвнеперервнi знизу при n > 0,

то [15, c.106] вони належать до першого класу Бера. Залишилось перевi-
рити, що f α-неперервна. Оскiльки α – напрямлена структура, то згiдно
з твердженням 2.1, для цього досить показати, що такими є функцiї fn

при n > 0. Вiзьмемо x0 ∈ X i n ∈ N. Якщо x0 �∈ Fεn , то fn неперервна
в точцi x0. Нехай x0 ∈ Fεn . Тодi Mεn – A-окiл точки x0. Отже, оскiльки
fn|Mεn

= 0, то за твердженням 2.6 функцiя fn є A-неперервною в точцi
x0.

Нарештi, використавши теорему 2.4, одержимо наступну характери-
зацiю коливань α-нарiзно неперервних функцiй, визначених на добутку
метризовних просторiв.
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Теорема 9.5. Нехай X =
∏
i∈I

Xi – добуток скiнченної сiм’ї метризов-

них просторiв, α ⊆ 2I , така, що
⋃

α = I, i A – структура α-нарiзної
неперервностi. Тодi для того, щоб функцiя g : X → R+ мала α-нарiзно
неперервну ω-первiсну /з першого класу Бера/, необхiдно i досить, щоб
g була напiвнеперервною зверху i її носiй suppg був σ-A-мiзерним.
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THE CONSTRUCTION OF ω-PRIMITIVES: STRONGLY
ATTAINABLE SPACES

Oleksandr MASLYUCHENKO

Yuriy Fed’kovych Chernivtsi National University,
2 Kotsjubynskyi Str., Chernivtsi 58012, Ukraine

In this paper we develop a technique of construction of α-continuous ω-
primitives on strongly attainable spaces and characterize the oscillation of
separately continuous functions defined on the product of arbitrary metri-
zable spaces and the oscillation of first and second Baire functions defined
on perfectly normal strongly attainable spaces.




