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3. Hr. Melnyk bervichtet iber den Stand des Druckes des
VII. Heftes der physiographischen Sammelschrift.

4. Hr. Muzyka berichtet iiber neue Adaptierungen im che-
misch - bakteriologischen Institute zwecks technologischer Unter-
suchungen. .

5. Auf den Antrag desselben wurde einhellig beschlossen,
eine neue Auflage des im Auftrage der ukrainischen Akademie
der Wissenschaften; in. Kyjiv herausgegebenen.ukrainischen. anato-
mischen Worterbuches varzubereiten.

CCGXVIL. Sitzung am 28 Dezember 1937,

Vorsitzender Hr. Levyékyj.

Anwesend 9 Mitglieder.

1, Der Vorsitzénde gibt eine Ubersicht der Arbeiten der
Sektion, und. ihrer, Institute im J:. 1937.

2. Derselbe legt die Arbeit des Hrn Dr. J. Bohadevsky)
in Stryj u T.: ,Versuch einer Verallgemeinerung
der Legendre’schen Polynome“ in der .deutschen
Sprache- vor:

Diese- Abhandlung erscheint in den Sitzungsberichten Heft
XXVI (sieh unten).

3. Hr, Melnyk legt die Arbeiten.des Hm E. Zarékyj
u T.: ,Die Verbreitung des.Bibers im ukraimischen
Territorium® und des Hrn WL Lasorko u T.: J38ltene
und: neue Kiferarten des:ukrainischen Territo-
toriums* vor.

Beide: Arbeiten, erscheinen im VII. Hefte der physiographis
schen Sammelschrift.

4, Es folgten dann einige administrative Angelegenheiten.

BERICHTE,

Versuch einer Verallgemeinerung der Legen-
dre’schen Polynome,
(von Julian Bohadevékyj — Stryj).

In’ meiner Arbeit ;Transformation der Laplace’schen. Differential-
gleichung im n-Dimensionalen auf generelle. Koordinaten“ *): habe ich
gezeigt, dass.sich die Laplace’sche Difterentialgleichung

ERY EAY
A V=—0" .. ... — =
: axf + + ox.3 0 (1)
*) Sammelschrift der mathematisch-naturwissenschaftlich-arztlichen Sek-

tion der Sevdenko-Gesellschaft der Wissenschaften in Lwiw: (Lemberg) Bd XXXI
S8. 61—67.




auf generelle Koordinaten ¢,, ¢,,... gn wie folgend transformiert:
a h av ] h, av
8 =h by [ (e ) 2 (b 2
) b "Log, \hyhy . by do, +392 hyhyoo ha ¢, i

K ha av ]
ot e (__—_““hlhg...h,,*l 59_) @)

Diese Transformation mége nun auf n-dimensionale Kugelkoordi-
naten angewendet werden. Die Transformationsgleichungen lauten:
x,=rsindy sindy . ..8indy_y sin o,
gg=rsind, sindy, ,, . sindy_gco8 Py,
== 1 8in Gy 8in Gy . 8indp_g cos Fn_yg
w,=rsind, sindy,.... cosdy 4 6))

ay -, =18ind, cos I,
Tn=7 COB,,
Man iiberzeugt sich leicht, dass die in der genannten Arbeit mit.

(3) bezeichneten rto%ona.litiitsbedingungen fir die letztausgeschriebe-
nen Gleichungen erfiilit sind,

Die Ausdrticke h,,... k, lassen sich leicht bilden, und zwar:

H, = ?ﬁi)’=1- - (?_-’@ vy
! zl(ar ' i 121 ady i

) n
2 . 2\ 2 . .

Hn= ' ( 0 xi 2m 1-?5inq19'1 Sil‘lg'&g .8y o (4)'
ig'l agu—l)
und hieraus
1, 1 1 .
=1 h=5 b= WS e,
. 1 ®

reind;sindy ... 8 dy_o
Der Ausdruck 4,V erhilt somit die Form:
1

A - r_a_( N—lpi nd—2 inh—3 4 a_V <
AB V= q.n—lsinn—gﬂlsinn—aﬂgl"pin{}n_‘zl_aq_ T Bin 19‘18111 32...51'.0&—261_)"“

] . . av

2 3 29 gint—8 s

+ 7, (r“ sin® 29, sin™8J, sin dn s 3 31) +
0 [ 0-8gino—49. i3 i LAY

+ 5, ra-8 gin® 4§, sin" 2y ... sind 28:‘},) +



. . . . o7
-+ Tn( gR-8gipn-4 3‘1 gin® -5 19'2 sint—0 35 .. sindy_o 53_3) +

(,,.n—s sin®~* 9y sin*~% J, ... sin Juy 8in Jus s ) +
8 19'11—2
9 (n St L. sindhy OV (6)
B#n_l\ sin 19‘n-_2 0 19'-1—1)] ”
oder nach der Austithrung der Rechnungen:
v, 1y 17 1. ey
4 7= ard o ¥ + r¥sin?d, 0 Uy? Tt PERETLE NNTIEE NPT E
n—187 (m—ctgd, 0V , (n—B8)etgd, 4V
= F_i_ 73 ﬁ-‘_ r28in® Y, OT+ i
) ctg du e 14 (D
r2sin?dy .., sin? Py g8 dn o
Die Gleichu{xg hat (2n—1) Glieder.
Setzen wir der Einfachheit halber
&, == const, J; =const, .., o1 =const,
80 vereinfacht sich die’ Gleichung (7) folgend:

V1oV o1V n=2 oo 0V
art 2 gy, ” —6_?—_‘_ PR 1619

-oder wenn wir den Index 1 bei &, weglassen:
v 18V n-19V  n— 2 av
W_‘_'P_"W_i- - ——+ tg&———O (Tv)
Diese Gleichung kann durch Tlennuno' der Verdnderlichen geldst
werden, und zwar ist die allgemeine Losunn' ein Aggregat von Aus-
driicken, deren jeder ein Frodukt aus einer Potenz' von 7 und einer
Funltion von I allein ist. Nennen wir diese Funktionen R=FR(r) =
upd @== 0r3) = & (cos#) = B(L), so_erhiilt die Gleichung(7b), wenn wir
,sm noch mit 7® multiplizieren, die Gestalt:

9 (Rcm (D) a(RI)) 0% (RD)
~[o
err hebt sich links @, rechterseits £ vor die Klammer. Dividie-

ren wir nun beiderseits durch R® und setzen beide Seiten ein und
derselbén Konstante € gleich, so ergibt sich:

L0 R aR 1 pord a0
H[rZE 1o Dro | = = +o—2etgdz|=C 9

- ]
) + a'&n~—2

+

+

=0 (Ta)

+ (-2 g s 2EDT g

oo 9
Setzen wir nun R =", so folgt
,,zaa';]j (11—])76R—CR.—_0 (10)

-oder [m (m—-1)4 (n—1)m — C] =0 (10a)



and hieraus C=m(m+4n—2).
Die Gleichung - m:+(n—2)m—C=0
hat zwei Wurzeln, die zueinander in Beziehung stehen:
m, +m, = —(n—2)
my — — (i, + n—2)
Es muss demnach in der Gleichung (9) auch rechterseits die Kon-
stante (' dieselbe Bedeutung haben, also:

HRL oD
W%—(n~2)ctg‘3ﬁ+m(m+n—2)@=0. (11)
Nun kann aber @ = @ (cos$) = @({) angenommen werden, also
00 0Bk _ _ rmrsol
% 8t ey TS
P a2 oD
m=7¢'(1~—?)—§6—§-

In (11) eingesetzt ergibt das:
N ad
(1—§~)a—€2—(n—1)§5—§—+m(m+n—2)d5_0. (12)

Daraus ist auch ersichtlich, dass, wenn wir fiir ein gegebencs m
die Lésung @n der Gleichung (12) finden, gleichzeitig mit 7™ bzw. mit
e—m+2=2  guch ™ @, hzw. +—0+2-2 @ Liosungen der Differential-
gleichung (7b) sind. )

Die Gleichung (12) kaun durch eine Reihe integriert werden. Man
kann versuchsweise ansctzen:

oo

oo
D(C)= Z'Gk e, P = 2 kay fts

0

D@ = Pk(le—1) a2 = ¥ (k4 2) (k4 1) oyl (13)

Dies in (12) cingesetat, ergibt

oo

2{(1( + 2)(k+ Dagge + (m+k+4n —~2)(m--k)ak}§k =0,

Ho erhalten wir fiir die Koeffizienten ax die Rekursionstormel:
(m-—-kK)(m+k+n—-2) , f

T ke Dk1D Y 14

Das evgibt fiir gerade Indizes

ax4z =

§ m{m—2)(m—4)... (n—2{42)(m +n—2)(m+n)(n+ 1+ 2)...(m+ n42i—d4) :
i = (1) (Qi)!( { a, (l32)
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fir ungerade dagegen

i = (— 1)} @D, (m—2141). (mt)::l)}'(mn+1)(u:+n+s) L L
Somit sind die beiden partikuliren Losungen der Gleichung (12}

@,, und ¥, wenn wir noch @,(0)=1, ?'4(0=)0, T,(0)=0, ¥,0)=1

vorschreiben, durch folgende Reihen gegeben:

m{(m + n—2) £ 4 m(m—2)(m +n -2)(m + n) rh—

(pm"—" I—

21 4!
_m(m—Q)(m‘—‘l)(m 1;:—4)(m+n)(m+n+2) . (16a)
o, == 1?;5"' F0p o D) (m—3);{‘m5tn?1)(m+n+])gsh
_ (m—1) (m—3)(m—5) (m—|-7n'——1)(m+n—"—-1\(m+n+3)€7 +... (16b)

Von den -beiden Entwickelungen bricht nun fiir ein gegebenes my
eine ab, und zwar fiir ein gerades m die erste, fiir ein ungerades m
die zweite (bei der m-ten Potenz). In beiden Fillen erhalten wir ein
endliches Polynom:

Do) = aul® + a2 {2+ ap s {™t + (17
bei dem die Koettizienten «; durch die Rekursionsformel
k (k—
fag = — (k—1) . (14a)

(m—k+-2) (m+k+n-4)
voneinander abhiingen,
Bestimmeén wir den noch disponiblen Faktor ay zn
. _n(@m+2H(n+4)(@m +6)...(n+2m—4)
T (n—1onm+ 1)(n+2)..:(n + m—3)
so erhalten wir folgende ganze rationale Lisung der Gleichung (12):
P (§)=ﬁ(n +2)(n+4)...(n+2m —4) {gm ____m(m—1)
e (n—Dam+1)n+3)..0+m—23) 2(2m+n—4
m(m — 1) (m —2)(m — 3)
+2 4 (2m+n 4)(2m+n--6)
m(m— 1)(m -- 2)(m —3)(m — 4) (m — 5) s .
T 2,4.6 @m+n—4) Cm+n—8) (‘)m+n 8)§ B } (18)
Der Wert des Faktors a,, warde dabei so bestimmt, dass fiir jedes m
Dp(1)=1 st

Die andere von den beiden bntw1cl<elungen (16) stellt eine un-
endliche Reihe dar, Sie ist im Intervalle — 1 < ¢ < + 1 konvergent, wie

(17a)

) L’m-E -+

glﬂ—‘i _

es aus +
_ m+4n—
Y | Bkt fera| (1 k ) (‘l )
K> @ 1l.|,§ k—% @ 1) - 3
(14 r) (1+ v)

ersichtlich ist.
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Fiir n = 3 sind die Funktionen @, () mit den Kugelfunktionen
FPn (£) 1-ter Art m-ter Ordnung, W\, ({) mit den Kugelfunktionen Qu (£)
2-ter Art m-ter Ordnung identisch, Als partikuldre Losungen ein un
derselben linearen homogenen Ditferentialgleichung (12) hiingen sie
miteinander darch die Fornel zusamnien:

yfm(o=‘@m(€)fftp(§) (it d_c 2 (19
J o )

wo @(0) den Koeffizienten der ersten Ableitung in der Gleichung {(12)"
bedeutet, wenn wir dieselbe in der Form:

0*0 fn-~1)§8@_+
acr T T1-C* 8¢ 1-—¢2

schreiben, so dass der Koeffizient der zwéiten Ableitung =1 ist, also

f p(@dr =121 f ek —tea—e T

S d. =
o =1-1

. "
wm(c ='¢m g - —1 § [}
) ()f (1—t9% [dfm(:)]_ (19a)

Diese Formel bestitigt sich auch im Falle » = 2, von einer mul-
tiplikativen Kounstanten abgesehen. Die Formel (18) nimmt fir diesen-
Fall die Gestalt an:

w(m+n—2) @ =0 (12a)-

Do(@) =2+ [gm - 2;.“1 TS %-2—_?2 gt —

m—4)(m—5 —>5) (m —6) (m—7
_ m¢ 2539,(;“ ) pus 4 B )3241 )¢ )gm—e_...] (18a)

@y, (£) ist in diesém Falle==cos m & und die Formel (18*) erlaubt
uns, cosm$ durch cosd auszudriicken,

Die Funktionen @, kinnen als Spezialfdlle der n-dimensionalen
Kugelfunktionen X, (... ._,) angesehen werden, die auf folgende
Art definiert und hergestellt werden konnen: Als Losung der Gleichung:
(7) sei ein ganzes rationales Polynom m-ten Grades in X, ... X, an-
gesetat:

8 898, 8;—8y Sni—1—8p—2  IM—8n_ 1
Ve, xg...22) = 2[08 s 1 X xy v ey Za (20w
1 80—
S,ls.g...s;l—]_
wobei die Zahlen s &u—y, m der Ungleichung:

0<s, <8<y <



10
geniigen sollen. Fiihren wir in (20) die Koordinaten (3) ein, so ergibt sich

V(‘Ti Ly .. caey) =1 X ('&1 8’2 .. .19,,_1) =

fu—1 fp—1 ——-8$n—2 Sn—2

m—‘n—1 . .
= 7'"’2‘0‘-91-»811—1 cos d,sin - J; cos dysin Gy,

3 . Y S8 !
.. 0DS Pa—g 8in ~ Fy_p cOS Fa1 8in P (20a)

Diese Summe gentigt nun der Gleichung (7) und stellt eben die
n-dimensionale Kuogelfunktion dar. Der wirklichen Herstellung dieser
Funktionen, bzw. der Verallgemeinerung der 3.dimensionalen Kugel:
funktionen, sei eine besondere Arbeit gewidmet. )

Seltene und nene Kiaferarten des ukrainischen
.

Territoriums,
(von Wladimir Lasorko).

In dieser Abbandlung gibt der Verfasser neue Standorte der sel-
tenen Kiter des westukrainischen Territorjums an, Das Material betin-
det sich vorwiegend in der Privatsammlung des .Verfassers; auferdem
gehbren einige Arten den Sammlungen des weil. Professors I Verch-
ratdkyj, des Prof WL Zanko, 8. Polanékyj und des weil. Ing-
K. Hankevyd, Alle Sammlungen werden im naturwiss. Museum der
sevdenko-Gesellschaft dor Wissenschatten in Lemberg aunfbewahut,

Neu sind im ukrain, Territorium folgende Arten:

Orochares angustata Er. Ein Exemplar wurde vom Ver-
fasser am 30. X, 1931 in Lemberg (Pohulanka) gefunden,

Scaphium immaculatum Oliv, Zwei Exemplare in der
Sammlung des I. Verchratékyj — stammen aus Galizien. Andere Arten
sind schon frither in Ukraina bekannt — aber nur aus einigen Stand-
orten. Zu den selteneren Arten gehdren:

Carabus nemoralis Miill, Uniw, Bez. Peremyslany (coll.
K. Hankevyt), '

Notiophilus rufipes Curt. ab. femoralis J Lomn
Lembeig-Teufelsberg (coll. der Verfasser).

Olisthopus rotundatus Payk LembergKaiserwald (coll.
der Verfasser).

Tachyporus hypnorum ab. armeniacus Kobend.
Lemberg-Pohulanka.

Quedius brevicornis Thows, Lemhepg-Lesienice; 1 Exemp.
coll. der Verfasser am 30. X, 1934.

Xantholinus hungariens Reitt. Bis jetzt bekannt aus

dem Marmarosser-Gebiet. Der Verfasser fand 2 Exemplare in Zelémianka
(Bez. Skole) am 8, und 10, VIIL. 1933.



