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Sitzungen der mathematisch-naturwissenschaftlich-
arztlichen Sektion.

CLXXXV. Sitzung am 31. Jinner 1933,
. Vorsitzender Hr. Levyckyj.

1. Hr. G. Polanékyj hilt einen lingeren Vortrag iiber das
Leben und die Bedeutung des im April 1932 verstorbenen-ukra-
inischen Geologen weil. V1. Risny&enko fiir die ukrainische
Wissenschaft.

2. Der Vorsitzende legt zwei Abhandiungen des Hrn. V1. Do-
brovol§kyj (Kyjiv) u. T.: 1) Sur la gravitation dans le
probléme des trois corps. 2). Une chose qui compense
les théorémes de Sturm et de Sylvester* vor.

Beide Abhandlungen erscheinen im vorliegenden Hefte der ,Sit-
zungsberichte®,

3. Hr. I. Kandiak berichtet {iber den Plan der ukrainischen
landwirtsch. Hochschule in Podiebrady (Tschechoslovakei) externe
Kurse zu errichten -— unter gleichzeitigen Benutzung der wissen-
schaftlichen Institute unserer Gesellschaft.

4. Die Hrn. M. Muzyka und G. Polan$kyj berichten iiber
den Verlauf der Vorarbeiten zu dem am 6, und 7. Mai 1. J. statt-
zufindenden 1V. ukrain. Arzte-und Naturhistoriker-Tage.

5. Frl, O. Mryc referiert tiber die Art und Weise der Konser-
vierung des Herbariums im Museum der Gesellschaft.

TRAITES.

Sur la gravitation dans le probléme des trois corps.
(par V1. P. Dobrovolsky).

Depuis Lagrange jusqu’ & présent la loi de gravitation des trois
corps reste inconnue, Le 7. mars 1931 'Académie Royale de Belgique
a statué publier mes investigations & ce sujet sur le titre: ,Sur le
probléme des n corps* (imprimées ensuite dans ,Bulet. dc la classe
des sciences de V'Acad. Royale de Belgique* t. XVIII) fondées sur la
nature du potentiel uniforme qui renferment la loi de gravitation des
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n et dos trois corps. Dans la vue du poténtiel multiforme au dedans du champ
des trois corps j'ose compléter la loi y trouvée par la maniére suivante,

Soient-en supposant les axes des coordonnédes rectangulaires —
My (Ty Yy 2,), My (Ty Ys 25), My (Ty Ys 25) les points du champ des forces
dans 1esquelles sont concentrées les trois masses données: m,, m,, My
entiérement libres qui s’attirent mutuellement suivant Ia loi de Newton.
Soient aussi @, b, ¢ les cOtés du triangle (me, m, m;) opposés respecti-
vement aux sommets 7, Mg, M.

Il y a done d’abord la fonction des forces:

U=—% [mZmB + m"bm‘ + micm’ ] + const. (1)

oh k est un facteur astronomique. D’aprés de tdmoignage du Byruns
ot Poincaré (Acta Math, v. X[ et XIII) cette intégrale des forces
vives est seulement l'une de six intdgrales qui sont -algébriques par
rapport aux coordonnés des masses agissantes et leurs dérivées premiéres.
C'est pourquoi il faut s'appuyer sur des arguments -indubitables -qui dé-
coulent de la formule (1).

Les lignes des forces en dedans du champs (m, m, m,) sont:

T— %o Y—Yn 2Z—2,
ﬂ oU ol m=1,2,3) 2)
0%, 3Yn 02

En calculant ot réluissant les équations (2) on aura d’aprés simplifications:

T - - Y — Y —
mg (T3 — T,) 4 e (T — T,) My (Ys—Y) + 7 (Y = yy)
PE be c® be
_ 22—z
My (29— 2,) , My (24 — 2,)
o3 +—7s
T—1xZ — Y — Y, —
My (Ty —T3) + My (T — %) My (Yy—Ys) + m (Y, —Yy)
a® c® as c® 3
] s ©
My (23 —2y) + my (2, —2,)
a® ¢’
At — Y —Y _
My (T3 — ) | My (B3 — ) M (Y —Ys) My Yy —Yy)
Qg al b3 ad
_ Z — 2,
My (2, = 2,) + My (23 — 25)
bs a:i
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Il cst aisé & vérifier” que toutes les trois lignes des forces (3) sor-
tent du point unique ou sc coupent en 'un centre d'attraction
du systéme (non centre de gravité):

m, ax, + mg b® z, + m, cdz,

m, a*+ my b* 4+ myed
e M adY, + my By +my ety
?/—yc-— m1a3+m263+m308 b ] (4)

m, a2, 4+ my b® 2, + my c?z,
m, a® + my b3+ m, ¢’

T=2, =

Les formules (4) Mr. prof. B, Delaunay a deviné d’avance et a dé-
montré en partie en moyen des considérations géométriques. (Verhandl.
d. IIL intern. Math. Kongr. in Heidelberg 1904). Je fais dériver gans
fagon les formules (4) de la propriété du champ des forces (cf. ,Uber
das Sonne-Erde-Mond-System* von Wlad, Dobrowolsky, Astron. Nachr.
1926 Bd, 227).

En posant pour abréger: M =m, a® +my b3+ myc® (D)

on aura les accélérations des masses aggisantes le long des axes des
coordonnées en forme:

@ = Mz, —2,) MY —Y) P Mz, —2,)
=T WS AT T

(L M(z“ — xﬂ) lI_M(yc —"7/2) G M(zc _"zs)
=T ear ) BT T ggs AT T g

Ty

 (6)
M(mﬁ _ %) Yy 7 Myﬂ _ yﬂ) PR (zﬂ —_ zs)

"H__ it T4 — —_—
Ty = ad b’ ) 3 = FEN D v & =3

Il est trés faeile & controler que les sommes:
xu“: $1 N+ wg""i" zall, ycll:__ ylll+y2ll+ ysll’ z°41= zl.“+ z’ll+ ?ar‘,‘ —(7)
ne sont pas nulles bien que suivant le théordme des forces intérieures on a:

oU U ,0U _ . 8U  oU  aU _ . 8U 98U  8U _
P T TR TS A T T =0

6_2, 02,
Prenant en considération que — en raison des (3) et (4) — on aura:

my b3 (x, — @,) +- My €2 (3, — 2,) ,

Ty — Ty = I
8y — Sy —
Zo— = m, a® (T, — T,) ; my cd (2, m,)’ ®
my b® (@, — ¥y) + my A% (3, — 25)
o — Ty = )

M



My 0% (s — 1) + my O Yy — ¥5) ete

Ye— Yy~ ”w
2, — 2y =24 a’ (4 — z,); ms 0 (2 — 2)
et en outre cela encore:
b3 4- ¢t — q?
¢ b' _——
o8(b, c) Y
— (Ts — 2 ) Ty — %) + (Ys — Y ) (Ys — Yy) + (5 — 2,) (25 — 2,)
be
COS(C, a)=9’_+‘.£’:_b_2=
2¢a 9)
(T — T (B — T) F(Ys — Y (U, — Ys) + (5 —2) (2 —2) |
ca
as + bt — ¢t
b ——
cos (e, b) )
(z, — 2 ) (2 — ) + (y, — Ys) (Ys — Ys) + (2, — 2,) (23 — 2,)
- ab

Comme

a=V (T — 2)* + (Ys — Y)* + (2, — 2,)%,
b=V (x, —a;)* + (% — Y+ (2 — 20)%
o=V (2, — 2 ) + (¥ — Yy )* + (2, — 2,)

en elévant au carré les sommes "+, + 2", Y, “4-y," + y,",
2"+ 2"+ 2" ona d’aprés addition en raison des (6), (8), (9) l'ex-
pression suivante pour l'accélération du systéme

9=V E TG G TG0 TG T 5 )
(my* 4 my?) at bt + (my* - my®) btet +

1
a’blc’ [
+(my*+m,?) ctat + m, myab(at + b —oY) +

g—_—

+mym; be(b? + c2—a?) +mym,calc* + a®—b?) ]’} (10)
Cest clair que la gravitation du systéme doit étre:
F= [(ml’ +mg?) at bt + (my? +m,?) btet + (myd+m, ) ctat +

+m,myabiat+bi—ch)+mymybe(bi+ ct—at)+
+mgm, ca(ci+ a'_._bs)]% %ﬁi (11)

Kiev, le 15. decembre 1932.



Une chose qui compense les théorémes de Sturm
et de Sylvester

(par. VL. P. Dobrovolsky).

Soit & I'une des racines réelles de I'équation du degré n entier
aux cotfficients réels:

fe) =A, "4+ A,z 4+ ...+ 4,=0.

Comme f(a)=0 il est aisé & controlér que au dedans du domaine
de chaque racine réelle la fonction de Sylvester

U)=m—1)[f ()] —nfz) (v (1)

est positive. Dans le cas des toutes les racines réelles en vertu d'une
inégalité connue de Cauchy pour n quantités réelles & savoir:

(@, + a3+ ...+ a.)?
n
o a rf(z) [F(xi]¥—f(x) () 1 \?
—_—— — = — = N {———
iz [f(z) [f(mx)]? 2‘ (w— a) =

1P E R ]

C’est pourquoi dans le cas présent quand 1'équation donnée f(z) =0
admeut senlement les racines réelles en raison de théoréme de Rolle on aura:

(n—1) [Fm)]* —nf () (@) >0
(mn—2) [f(@]*—(n—1) (=) "(@x) >0

ettt ...t alt>

k—1) (k41

(k) ]9 { )
(n—lc)[f{w)] —mm—k4+1)f(x)f () >0
d'une autre manierd

(@) — £ (@ @) > O 5 0

@
4 3
(M@ — i 1) >T O
[f (k)]a }k—i) k4 1) [f(g,))]: 0
()| — (=) (w)>m>
pour chaque @ réelle de w=—o & @@=+ ob. Dans le cas quand

Péquation £ () =0 admet les racines réelles et imaginaires, toutes los
fonctions (2) y compris la fonction de Sylvester U/(a) et la fonction

V)= ['(®)]* = (@) F(x) @)
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pour z'=/X arbitraire réelle peuvent changer son signe. Clest clair que
pour 'equation:
f(z)

9= =4
= A a4 (Adga + A )22+ (Apa? + Ada + 4,) " +...=0 (4
les fonctions préctdentes V(z) et U (x) prenment la forme:
) [9'@)]*— () 9" () = V. @
— 2 alerer-roroye—o - rer|=2 ©

m—2)[p'@)]*~Mm—1 ¢ e @)=
:(mTlajz[{(”—ﬂ)[f'(x)]’ —(Mm—1) f‘(x)f“(.g‘u)} g —a)t+
+2f(2)f () (s —a) — n[f'(m)]s] _b@

(x — a)*

Suivant le genre des racines de f(z) =0 qui sont comprises en voi-
sinage du nombre réel avbitraire 2 = % la fonction:

Wr)=m-=2)[f(@)]*—m —1) )" (D

peut changer son signe’de méme que les fonctions V'(z) et U (x). Cela
posé quatre cas possibles sont & distinguer.

Premier cas. Soient U(k)> W(k)>0 et V(k)>0. Cela designe

‘] ’ /] 'Y
gue V() = [1 (R)]3 — £ () £ () > [fz . I if)] <0

Comme:
)=o) [k—a], & =g k) [k~ a]+ o),
() =o' (k) [k — o] + 2 ¢'(k)

on auta:
U(k) ={(n—1) [¢'(W)]* —n o (k) g“ (k)} [k — a1 —
— 290 ¢’ () [l — o] +(n —1) [p(B)]* >0
W k) ={(n—2) [¢"(R)]* — (n —1) @ (k) 9" (k)} [k — a]* —
—29) 9" (k) [k — a] +(n—2) [p (k)]* > 0.

En outre la condition de réalité pour [k —ea] dans le trindme du se-
cond degré A[k—a]*+ B[k —a]+ C>0, 4 savoir B*—44 >0,
pour les fonctions précedentes U (k) et W(k) prend la formo:

‘eke) 1Y ]
[q»‘(kzi’—-qo(k)w'(k)é[zg){,< [zfc;J

En raison de (6) on déduit de la que
Wk [k — o]t +-2 £ (k) ' (k) [k — ] ~n[T)IP=0  (3)
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Suivant la nature du trindme quadratique par rapport & [k — a cette
derniére inégalité (8) admet les deux solutions suivantes:

— PP (k) =V n—D) Uk }

, — -
FTaE W (k)
ot & o,z —TRL )LV n 1) Uk) }
W (k)

D’une autrec maniére on a:

FR){F'th)—Vin—1) Uk}

a; zk+ Wi 9)
o ayz ko (LI )+ Vo — T}
W (k)

Ainsi donc aux conditions que Uk)> Wk) >0 et Vik) >0
en voisinage du nombre réel & =% existent les deux ra-
cines réelles de 'équation @) =0 non comprises entre

L IR —YV =) U® }

==K
W.(k) (10)
et x=1~k+ f@{f )+ Vi =0Tk )
W (k)

Pour U k)~ O ces racines sont multiples.

Exemple 1. Trouver les limites pour les racines réelles de I'équation
fx)=a® 422 —9x —18=10
en voisinage du nombre k=1.
Ona:fh)=—24, F(k)=0, (k) =12, U(k)=846>0.

Done @, <1— V3, ¢, >1+ V3. L'intervalle de 1 - V3 4 1 + V3
ne contient pas des racines réelles.

Deuxiéme cas. Soient U (k) > 0, W (k) <0, V (k) > 0, autrement:
LBL 1 topr —~ rayrecy 27 > 0

Comme auparavant on déduit de cette condition que linégalité (8)
Wk [k—a]* +2f®)I"(k) [k —a] —n[f)]*>0

suivant la nature du trindme quadvatique A [k —ea]*+ B[k — 2]+ C>0,
découle du méme principe B* — 4 4 C > 0. Par la raison que W(k) <0
I'inégalité (8) admet dans le cas présent la solution:
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— 1) {£(t) =V in =T} . =PI+ Y (0 =D UTh)}
W (k) ’ W (k)
Cela revient au méme
— IR {F) =V =DTW)} , o, 4 TR +Y (n = DU )
W (k) W (k)
Ainsi done aux conditions U(k) >0, Wk)<<0, Vk)> 0

en voisinage du nombre réel @==/k il existe l'une des
racines réelles, égales ou multiples de Péquation /) =0
comprise en dedans dintervalle de

B — V=T B}

k-t

@
W (k) (10 bis)
L LR+ V=) Uk}
p=kt 20

Exemple 2. Trouver les limites ponr la racine réelle de I'équation
fg) =a® -3 —2 =0
en voisinage du nombre donné %k = — 2.
Ona: fth)=—4, rk=9 k) =-—12, V(k)=33>0,
U)=18>0, Wk =—1b < 0.
Done: 2Z2a>—1, 1

Troisiéme cas. Soient U(k) <0, Wk) <0, V(k) =z 0,cest & dire:

5 —1 n
On a dans ce cas
Wky[lh —ajt + 2F() (k) [k—a)—n[fk)]*=0.

Suivant la nature du trimdme du second degr¢ par rapport & [k — a},
savoir A [k —af* + Bk — aj*+ C< 0 ou 4 <0, B2—4 40L0,
on peut conclure que dans ce cas il 0’y a aucunes limites réelles pour
les racines de l'équation 7/ (x) = 0. Donc aux conditions U (k) <0,
Wi(k) <0, V(k)z=0 léquation donnée admet les racines
imaginaires de la forme a4 8 ¢ dontlemoduledelapartie
réelle ost compris en voisinage de = = k.

Quatridme cas. Soient U(k) <0, W(k) <0, Vik) <0, en d’autres termes
LR LB pgr oty 10ty

Prenant en considération que — suivant linégalité de Cauchy —
q 8 y

fa, i+ ast+ ...+ anif?
n

foni]* + [ay i+ + [a.i* <
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on déduit que cela devient au méme
[Fe)]* [

2[ [Z—— “ou [Fi@)]— flx) Fx) < S

et V(a:)<0 pour @ =yieta= i Doncaux conditions Ulk) L0,
W(k)(O Vik) <0 en vo:smage du nombre réel x==£% snnt
comprisces leg racines imaginaires de Péquation fla) =0
delaforme 4+ 8¢ dont le module est compris en voisinage
de w==L.

Probléme de Newton. Trouver les limites desracines
positives et negatives réelles de l'équation

flx) =Axr+ 4, "' 4+ ...+ 4, =0.

FO{F O +V m=1) WO )
W (0)

fO{r @) —Vm—D70}
W)

et au rebours dans les autres cas. In faisant la mé@me operation pour
I'équation

fb(y)zf‘(m)zAnyn“f'An—ly"_l+ +4,=o0

on aura les autres limites pour Max (o positive) et Min (o négative).

Min (a positive) >

et Max (@ négative) <

Exemple 3. Pour I'équation:
fix) =a* —2x =T+ 6x + 12 =0
ona: f(0) =12, F(0) =6, /(0) = — 14, U(0) = 7180, W(0) = 576.Donc:

Min (@ posit) > —+8V 15

et Max (a négat.) < _—8]/_15

D'apres la méme opération pour l'équation:
Py)=12y*+6y* Ty*—2y +1=0
on aura: P(0)=1, ¢'0)=—2, 0“(0)=—14, U(0)=68, W(0)=50.Donc:
25 25
——= et Min (e négat) < —
—1+VyY19 fin (@ ncg )\—1—V19
Problémes de Sturm et de Sylvester: Combien des
rdcines imaginaires sont comprises entre z=a et x=15>
olt b>>a on résout par cette maniére suivante. En posant successive-
. b— q, 2(b—a).
ment dans (10) on (10 bis) le nombre k=@, a + ol +—
on aura les limites des foutes les racines comprises dans l'intervalle
(a, b). On peut prendre et les autres nombres.

Max (e posit.) >
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Exemple 4. Combien des racines réelles de l'équation
flx) =42 3t + 328 -%a*—2x+3=0

gont compris entre — 1 et - 17

Ona:k=~—1,0 =1 Pour b= —1 on aura: f( 1) =- 15,
fi(—1)=08, f(—1)=— 152, V(—1) =644 >0, U(—1)=24856 > 0,
W(—1) = 19212, Donc a, << — 1,16 a, > — 0,93. L'intervalle
@ =(—1,16,.. —0,93) ne contient pas des racines.

Pour k=0 on aua: f(0) =3, F(O)=—1, F(0)=— |8,
Vi0) =bd >0, U0)=274>0, Wi0)=219>0. Donc a, < - 04
et @, > 0,4. L'intervalle (— 0,4, .. + 0,4) ne contient pas des racines.

Pour k=1 on aura: f(1)=—3, Ff(l)=—2, () =44,
V(1) =186>0, Ul)=676>0, W(1)=540>0. Dounc «,>1,3
a, < 0,8. L'intervalle (0,8...1,3) ne contient pas des racines.

On déduit de la que les intervalles (— 0,93,... 0,4) et (04,... 0,8)
peuvent coutenir une & une des racines réelles. Cela on peut contréler
en posant & = 4+ 0,6.

Exemple 5. Combien des racines réeiles de I’équation

flx) =ax*+ 22 —Ta?4+22—8=0

sont comprises entre — | et 2? On a les nombres successives £=—1,0,1,2
Dont pour A= —1 on aura: f{—1)=10, f(—1)=24, F(—1)= — 14,
V(=1) =581 >0, U(~1) = 3647 > 0, W(—1) = 2625 > 0, a,> 0,7,
a, << —1,02. L'intervalle (1,02. —0,7) ne contient pas des racines.
Pour %£=0 on aura: 70)=—8, f(0)=2 Fr0)=— 14,
V(0) = —108 <0, U0) = —406 <0, W(0) = —324 < 0. En voisinage
de & = 0 existent deux racines imaginaires de la forme o = + a1,
Pour £ =1 onaura: fli)=—10, F()=—2, 7Y1)=10,
V() =104>>0, U()=412>0, W(1)=308>0. Donc & >1,2
ay << 1,02. L'intervalle (1,02 1,2) ne contient pas des racines.
Comme f{2) =0, on peut en dédunire que en dedans d'intervalie de
—1 & 2 sont comprises seulement toutes les deux racines de fa forme + as.

Kiev, le 14. décembre 1932.

CLXXXVI. Sitzung am 27. Februar 1933.
Vorsitzender Hr. Levyékyj.
1. Das Erschejnen der drztlichen Sammelschrift X[ 1. wurde
zur Kenntnis genommen.
2. Als Vortragende seitens der Sektion an der Sevdenko-Fejer,
die im namens unserer Gesellschaft Mirz 1. J. stattfinden solle,

'y
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wurden die Herren R. Ceheldkyj (mit dem Vortrag iiber die wis-
senschaftliche Tatigkeit der Gesellschaft im 1932 J.), sowie G. Po-
lanskyj (mit dem Vortrag {iber Polissje} designiert.

3. Der Vorsitzende legt die Arbeit des Hrn. M. Kurensky]j
(Leningrad) u. T. Die Grundformeln zur Integration der
Gleichungen mit partiellen Ableitungen 1. und 2. Ovd-
nung mit mehreren abhingigen und unabhingigen
Variablen (II. Teil)* vor,

Diese Arbeit erscheint im vorliegenden Heft der ,Sitzungsberichte®,

4. Hr. Polanskyj legt eine Arbeit des Hrn. Krupékyj
(Krasnodar) vor mit der Bemerkung, das dieselbe wegen ihres po-
puldren Charakters den Satzungen der Gesellschaft nicht entspricht.

5. Hr. A, Lastovedkyj berichtet iiber seine spektrographi-
sche Untersuchungen (Réntgen-Spektrogramm) einer Graphitart
vom Berge Cyvéyn (Ostkarpathen).

Die Grundformeln zur Integration der Gleichungen mit
partiellen Ableitungen 1. und 2. Ordoung mit mehreren
abhingigen und unabhéngigen Variablen.

Zweiter Teil),
(von M. K. Kurenékyj (Kurensky)).

VIUI. Die Jacobi'sche Integrationsmethode einer nichtlinearen Glei-
chung mit partiellen Ableitungen 1. Ordnung mit einer unbekannten
Funktion, sowie auch die Darboux’-sche Integrationsmethode einer nicht-
linearen Gleichung mit partiellen Ableitungen 2. Qrdnung mit einer
Funktion basieren sich auf demselben Prinzip — der Ubereinstimmungs-
bedingungen der gegebenen und der neuen, ihr zugeordneten Gleichung,
Das fiihrt zu einer linearen Gleichung mit einer unbekannten Hilfsfunk-
tion @ in der Jacobi’schen Methode, oder zu einem System von zwei
linearen Gleichungen 1. Ordnung mit einer unbekannten Funktion @

1} Vgl. die Arbeiten des Verfassers in: Sitzungsberichte der math.
naturw. drztl. Sektion Heft XI. 1929. sowie auch Heft XIl. 1930; Comptes
rendus de l'Acad. d Sciences Paris t. 191, 1930; Rendiconti del Cive.
mat. di Palermo t. LV, 1931; Proceed. of the London Math. Soc. vol. 31.
1930; Rendiconti della R. Acad. N. dei Lincei, vol. X, 1929; Annali
di Matem. t. VIII. 1980-1931; Rendiconti del Cire. mat. di Palerino
t. LVIL 1932; Arbeiten der naturw.-techn, Abteil. der Akad. der Wis-
sensel. in Kyjiv 1931 (ukrain.), wo der Verfasser den I. Teil seiner
Untersuchungen entwickelte. Vgl. auch Rendiconti della R. Acad. N. dei
Lingei; vol. XIV 193!, vol. Xé 1982, vol. XVI und vol. XVII 1933,
wo der Verfasser eine Ubersicht von zwei Abschnitten des I Teiles bekannt
gegeben hat; vgl. ferner Bulletin de I'Acad. de Belgique 1933, sowie
auch die Arbeiten des internat. Mathemat. Kongresses in Ziich 1933.
Woitere Teile II[-V erscheinen spiter in den ,Sitzungsberichten,
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in der Integrationsmethode von Darboux fiir eine nichtlineare Gleichung 2.
Ordnung?!). Infolge dessecn kann man diese beiden Integrationsmethoden
der Gleichungen I. und 2. Ordnung einer unbekannten Funktion als die
Jacobi-Darboux-Methode zusammenfassen.

Der IL. Teil meiner Arbeit behandelt eine Abkiirzung und Verallge-
meinerung der Darboux-schen Integrationsmethode der nichtlinearen Glei-
chung 2. Ordnung mit einer und zwei unbekannten Fuuktionen; der IIL
Teil wird die Grundforneln -der verallgemeoinerten Integrationsmethode
der nichtlinearen Gleichung |. Ordnung mit zwei oder mehreren unbe-
kannten Funktionen entwickeln,

Die Darboux’sche Integrationsmethode war bis un-
lingst die einzige bekannte Methode der Integration
einer unichtlinearen Gleichung 2. Ordnung mit einer un-
bekannten Funktion 2. Ihe wurde eine ziemlich bedeutende mathe-
matische Literatar gewidmet.

Im V. Abschnitt wurden einige Abkirzungen, Bei-
trige und Korrekturen der Forsyth'-schen Formeln fiir
die Integration einer nichtlinearcn Gleichung 2. Ord-
nung mit einer unbekanunten Funktion 2z falls die Glei-
chung 3 Ableitungen 2. Ordnungr, s, ¢, enthilt, angegeben.

Statt dos Forsyth’ schen Systemes von zwei linearen Hilfsgleichungen:

do T Y S Y N

|
00,00 00 o

Mo T e T

0

wobei 4, 4, verschiedene Auflssungen der charakteristischen Gleichung:

RiA*—- 81+ 7T=0 (2)
darstellen, und

ar . 4AF _ o OF
H=.»s_-X+qu-Pr+Qs, H=H— Y+Zqg+ Ps+ Qf ﬁ_R,

bedeuten, bekommen wir eine der drei linearen Gleichungen (27) des
V. Abschnittes (Sitzungsber. XI} und eine der zwei linearen Gleichungen
(28), Abschn. V, z. B.

a0 P 2D
Wy — T +(S— AR5 =0
| (3)
do  ,d® . 30 0D
ME e v Tgy — 4B —Hyg =0

- 4i cine Auflgsung der Gleichung (2). Das System (1) ist dem System
(3) fiir 4; = 4;-iiquivalent. Dic Forsyth’schen Beschrinkungen:

1) Vgl. das bekannte Buch von A. R. Forsyth Bd. VI
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1y%§¢q 2}0(

sind trotz der Versicherungen von A. R. Forsyth nicht immer stichhaltig,
und man kann die Kombination (4) mit irgend einer der 40 Kombina-
tionen des Abschn. V. vertauschen, um die Darboux’-sche Integrations-
methode anwenden zu kénnen.

Wir bekommen die Forsyth’schen Ubereinstimmungen, sowie auch
die Gleichungen (27), (28) des V. Abschn., indem wir gleich setzen drei
von den 5 Verhdltnissen:

rt) . [re]+[sy] . [yY [tx] . [ts] )
(rs)’ [ry] 7 [ro]’ [ty]+[sx]’ [tr]’

wobei die Klammern die Determinanten 2. Ordnung der Matrix :
‘ R § T & H

F, 0 .
)0 ()

7

00 00 90 dO 4O

(6)

| 81 8s 8t dx dy

bezeichnen.

Man kann die Verhiltnisse (D) — auf Grund der Abhingigkeit
der Determinanten der Matrix (6) — durch andere dquivalente vertauschen.
Man kann die Bedingungen der Ubereinstimmung der drei Gleichungen:

F(wv ¥,.2,p, 97, slf')"_:O; (Di (w,?/, 24,09, r, ‘St; t)= Oi (1‘=11 2)

entweder fir jede von 3 Paaren priifen, oder, wie es Forsyth angibt,
ohne weitercs tiir 3 Gleichungen in seiner Form:

D F’¢l’¢2]=D[F’@1’dj2]. D F:(Dn(pﬁ]___D[F’(Dl:gpz]('I)
7,%,1 y, st 1’ 7,8, @ 7Y,

oder in einer anderen Form, mit den Abschu. V, VI ibereinstimmend,
niederschreiben.

Um die Gleichunyg F (x,y,2,p,¢,7,8)=0, in welcher
die Ableitung s nicht vorkommt, zu integrieren, muss man
auf Grund der Untersuchung aller 40 Determinanten 3. Ordnung /\Ty,
die Nullungleichheiten einer von 16 Determinanten in Betracht nehmen.

] F
Falls 1) /\’y, %—t z 0, [y, 8] Z 0, oder2) /\%, %‘t' %0, [yt]=0

sind, dann haben wir entweder ein Hilfssystem von linearen Gleichungen 1.

Ordnung: o .
] il
R2Z -1l <0 |
Y ST I I ST N
Fr R A R R Y Il T i

oder nur das erste von diesen linearen Gleichungen; man muss die
Integrale @, = C, @, = (,, die s nicht enthalten, suchen.
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Ist' 3) Ay, — (D Z0, [z, ] 2 0, oder 4) A\, 3!3 0, [x,t] =
so bekommt das System (8) die Form:
o B(D
RW T =0
0(15 00 ad ®)
T +T —+.l' —I—Tt— H—a?=0
Ist 5) Azs:aagfzo {y,r] Z 0, oder 6)AzsvaF 0,[:!/,9‘]740,
dann bekommt man: o
X a
RW— T—ﬁ—_o
ad ad a0 8@ e (10)
Rﬁ +Rpa—z +R25-27 +Rsﬁua-—? =0
6(17 aFr
ImFallc7)A3,5, 2z 0, [w,t] z 0, oder 8) A\, 5 —z0,[at] Zz0
bekommt man :
R."’—@— 2% _
az
od LX// adi 8(P P (1)
fm Fall , 00 g BF
m Falle 9) A, T — 20, [y,t] 20, oder 10)/\3%;,, 7 z0,[y,t]z0

bekommt man das System (10).

ImFalle INAY,,— (D =0, [x,r] 20, oderl2)A‘“, F z0,[x,r]Z0,
bekommt man das Bystem {9).

ImFallel?:)A‘“, F z0, [y,r]0,= 0der14)[y“,a z0,[y,r]z
bekommt man das System (10).

Im Falle 15)A 8,5, — adj Z0, [e,r] Z0,0der 16)\4,;, %2 0,/a,r]z0
bekommt man das System (11).

In allen Fillen wird die Gleichung @, = C,, mit der
gegebenen Gleichung F=0 uberemstlmmend durch eine
gewihnliche Differentialgleichung:
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dit R
W-FT:‘O (12)

bestimmt; man muss das Integral &, =C,, das die Variable
s nicht enthilt, bestimmen. Die zweite Gleichung @,=C,
muss man in der Gestalt eines partikuldren Integrals,
das s nicht enthidlt, eines der Systeme (8-(11), oder eines
dem Systeme (7) analogen Systemes zu bestimmen trach-
ten. Wird irgend ein System (7)-(11) ibereinstimmend und
bekommen wir mittelst desselben das Integral &,= (,,
welches § nicht enthilt und welches mit den Gleichungen
0,=C,, F=0 ein System von 3 iibereinstimmenden Glei-
chungen bildet, dann fiihrt die Elimination von 7, £, § aus
den Gleichungen I'=0, & =C,, &, = C;, zum mittelbaren
Integral: f(x,y,2,p,4,C, G)=0.

Sind alle Systeme (8)-(11) uniibereinstimmend, und
findet man ein von s unabhidngiges Integral der gewdhn-
lichen Gleichung (I2), dann miisste man die dritte Glei-
chung in der Gestalt: T@r,y,2,p,q,7,8,#) = const. im Systeme
der Form (7), wo F, @,, D, entsprechend F, @, F bedeuten,
suchen. Die unbekannte ['unktion 2z findet man aus der Relationen:

dp=rde-+sdy;, dg=sde+tdy, dz=pdx+ xdy.

Das Ubereinstimmen aller angefiihrten Systeme ist
gesichert, da allen denselben das gemeinsame Integral
F=0 entspricht; doch konnen die Systeme unvollstindig
sein und kein anderes, von F=0 verschiedenes und mit
demselben iibereinstimmendes Integral besitzen.

Fiir die Gleichung F(x,¥,2,p,49,5{) =0 ohne r kann
man das Integral, das » nicht enthilt, schlechterdings aus der gewshn-
lichen Differentialgleichung:

di S

ds + T 0 (13)
bestimmen, oder auf Grund von nur einem Systeme von 2 lincaren
Gleichungen:

o 8P

o9 00 - y 0O o a0 00

Sa_aE + _’la—y+(bp+ quﬁ+(bz + Ts)a—p+(Ss+ Tt g

R0 @ 0P -

oder endlich auf Grund eines Systemes der gewdhnlichen Gleichungen,
welches aus der letzten linearen Gleichung 1. Ordnung folgt. Alle diese
Fille entsprechen allen 16 Determinanten 3. Ordnung N, (r=1,2,3,4;
p=1,384 D).
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Im Falle der Gleichung F(r,y, 2,p,q.7,8) ohne { bekommt
man statt der Gleichungen (13), (14), (15) folgende:

dr S
Tt E="
3P o P oD ad a0
REE +SW+ (RP+SQ)‘5"Z‘+(R7‘+SS)6—Z)+(RS'-I'"Si)a—q—-
_gi®_go0_,
ar a8

Fiir die Gleichung ¥ (z,¥,2,p,g,7) =0 obne s und ¢ muss
man ‘das folgende System der gewbhnlichen Differentialgleichungen:
de de dp dg . dr dat

betrachten ; fir die Gleichung F(w,v, 2, P, q;*t)":’ 0 6hne's und
hat man das System: A AL =)

und fiir die Gleichung JF(x,y,2,p. q,5) =0 ohne r und ¢ bekommt
man die zweite Gleichung &, = (', wenn wir aus dem System ge-
wihnlicher Ditferentialgleichungen:

de dz_dp dg _ ds _  di
S Sp Sr Ss —E
das Integral, welches 7, aber kein 7 enthilt, oder aus dem System:
dy _de __dp_dg _ dr __ ds
S  Sq Ss 8T -E H
das Integral, welches 7, aber kein ¢ enthilt, bestimmen.
VII. Ausser meiner im Abschn. VI gegebenen Methode zur Inte-

gration eines Systemes nichtlinearer Gleichung 2. Ordnung mit zwei
unbekannten Funktionen 2z, 2‘ der unabhingigen Variabeln x, ¥:

F(x,y,2,2,p,¢,p0,¢,7,8 rst)=0
Fy(ey,2,2,p, 0,0, ¢", 7,8, 8,7, 8, t)=0  (16)

wobei : s _fi_f ’_H . d#
P=5a '"ay?p”aw’ q_ay

P e dir _ oz

T owt’ dxdy’ oy

, o . 8t 2 , 0%

Y=g "z Y=g

oY oy

bedenten, gab es keine Integrationsmethode.
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In der mathematischen Literatur gibt es nicht ein-
mal eine Andeutung dafiir, wie man ein System linearer
Gleichungen 2. Ordnung mit 2 unbekannten Funktionen
integrieren soll, ausser der Mcthode der Differentiation
eines Systemes nichtlinearer Gleichungen (16) oder ent-
spechender linearer Gleichungen und der Elimination
einer von unbekannten Funktionen — sagen wir 2 — und
der Zuriickfiihrung der Integration des Systemes auf die
Integration der Gleichungen hiéherer Ordnung die im
allgemeinen wegen der Differentiation dem gegebenen
System 2. Ordnung nicht 4quivalent sind.

Indem wir zum System (16) die Gleichung
D(x,y,2,2,p,q,p,¢,7 81, st) =const. (I7)
adjungieren und die Bezeichnungen:

d F;

E.E%=Xi+Zp+Z‘.p‘+l’.r+Q.S+P‘,r’+Q‘is‘
d F, ‘ot
HETHK+Z0+Z|Q + s+ QL+ Pis'+ @4t
—aF' 4 al ‘=6_E ) —
Xi_ﬁ""@'gdq" T a7, (i=12)

einfiihren, so bekommen wir auf Grund von Absch. VI die Uberein-
stimmungsbedingungen von 3 Gleichungen (16), (17) in der Form aller
gleich Null Determinanten 6. Qrdnung der Matrix:

d® 000008 (30 2020
dx o8r 88 0! ar' os' ot
E R 5 T, 0 R’ &' T/'0
EE.ERS Sy T, v R,“!S,‘ T, 0 (18)
Hio R § I, 0 | R'S' T
i H 1,
Hy i 0 By 8§ T, 0 QRS Ty
adi , 092000 1008900
ay i ar as 9t tar st ot

1 g
Fir die Ungleiobheit Azk0, d.h fur 1) D (T2 T3) 40,1y p (£t
178y rTr 78, f
so wie auch fiir die Ungleichheit jeder anderen der 6 Determinantem
A\iss (r = 1,... 6) geniigt es 4 entsprechende Determinanten der Matrix
(18) gleich Null zu setzen. Das fithrt uns auf das System von 4 nicht-
linearen Gieichungen 1. Ordnung einer unbekannten Funktion @. lndem
wir fiir Jacobi'sche Determinanten Symbole:

1)(M) =(rsr‘),...D[w] = [xrs),

7,8, 7,8
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so wic auch die Bezeichungen:
ﬁsﬂL=; ﬁsb
rtr) 7 (rir’)
einfiihren, 80 kann man das System von 4 obengenannten nichtlinearen
Gleichungen 1. Ordnung in der Gestalt: (20)
(rit’) (rir') (rs'r') (rits) (ri'r) [riy] [r'ra]
Gty sir) TP atr) T stsy T Gsts) T [sty] [sty]
schreiben. Zur weiteren Abkiirzung fiihren -wir fiir Jacobi'sche Determi-
nanten 2. Ordnung gegebener Funktionen F,, Fy in Bezug auf die Va-
riablen 7, 8,... £, @, ¥ Bezeichnungen:
e=@Ha=(@{r), 1=(00s8); ¢!=06), ' =U'r), v=(r's")
e=r), o0 =(r) 7H=(@r)
19 (18, 0y =(88), 7 =(l3)
0 =(rs), oy=(st), 1 =(t1) (20
£ =[re], &, =[sa]. &= [tw]; & =[r'a], & =[s'], &= [l'2]
=[ryl, ms=1[syl, ny=[tyl; 7'\ =Ir'yl,n'y = [yl vy = ['y]
wobei die Klammern Jacobi'sche Determinanten wmit totalen Ableitungen
in Bezug aul @, y unmittelbar, so wie auch mittelst z, 2’ p, ¢, p’, ¢’

bezcichnen.

Falls wir Ausdriicke fiir 4 und g in der Form von gewissen Funk
tion von @,¥.2,2'. p...q" kennen werden, dann bekommt das System
der nichtlinearen Glelchungen (19), (20) die 'Gestalt eines folgenden Sy-
stems von 6 linearen, Gleichungen 1. Ordnung:

=u

A=

+n

ad P a0 o0
(e—wn)grroggtitre) gy trogu="0
o0 89 a0 09
(O —Adn)gy e gy HAa gy + i+ 05 =0
00 8P a9 K4
WG ATy (0 = )G — (0 A0 G=0 (@2)
Lad ad 20 ad.
=1y 52 An 524 (Ao —0) 5T + (1 ea= 10—0) G —p 0y 5 =0,

a0, 00 o0 20 o0 . 80
(’2+.“0)(‘0‘? 11’:3;4‘(’{"2—Qz)a—th“?sgp—l'(’nﬁ (0+A0)Fs—‘=0'

20 29 ad
(ny—1es’ )_ 1'7368+(;q’ ) 0t+”§'d7‘ 1“?1dw—(0+1 )__ =0

Erste 15 Determinanten (20) sind Determinanten der Matrix in Bczug
anf die 2. Zeile und 6. Kolonne; unter ilinen bestelien folgende Gleichheiten:
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06, too + 77, =0 0oy t oo +v ¢ =0
00, ‘Yoo, +173=0 o'o, + o'ay + 1 0,=0.
00, + 00, +27,=0 o't +o'7 4+ ;=0

i _} 030 ‘ Ty Ty ‘ 05 05
0 == o = T =
¢ T % | ¢ 00 |’ ¢ Oy Oy
65 0 . 7t o e
o = %%l Ggg=|"B"| i | Q@
¢ Ty T, 05 01 vo A (23)
01 = 0, O , ar=1""], u= 01 &y
Ty Ty 0 0y 0, Oy
60 T,
0.0;7 | =0.
05 O3 Ty

Auf Grund dieser Identititen ist das System der 6 Gleicungen (22)
dem Systeme folgender 4 linearen Gleichungen 1. Ordnung iHquivalent:

o a0 0 a0
(""‘lio)B?—MnT}"'ol)—aF‘i‘01_68_’11(’15?
NY IR Y T 20
(0 Fhe)sn=15, —hitsgo +(Aios—e) 7

(24)
. ad o0
(r + A 0)* 75 = [fof(o,— Aoy, + A%r) + (z + A.0)(Ary — 0,)] 7 +

@
‘ 00— 2.0, 40%) + (5 + hio)es] oo +

20
+ [t(e, — 4oy + Adr)— (v + Aio) Aig,] a7

dd dd 3D
— 0, (t+ Ao) az + o, (0 + g E-g'i' 51(’F+liﬂ)'5p=
. 00 a0 a0
=[nse,+ & (vt 4io)] 3;‘—'liﬂa£’1 35 T (i —m) e TR

wobei 4; eine Lisung der Gleichung vierten Grades:
[e(er,+ 0t + a?n A4 +
T le*(es—0)+2(e0r tren, +10n) +o'(ry—0)]0 +
T{o[(r, + @) —20,] + 3(1* 7 + ¢"0) T @7/[2(% + @) — 0] } A* +
+[0* (0, —0,) + 2(e0e, + 100, +700,) + 1} (y~ 0] 1 +

A}

+ [t(v0s + 00y) + %, ] =0, (25)
ist und z; durch folgende Formel:
ni= —-—M. dargestellt ist.

~ &



22

Jeder Losung 2, der Gleichung (25) entspricht ein System von 4
linearen Gleichungen (24). Ein jedes solche System ist iiberein-
stimmend, da seine Gleichungen gemeinsame Integrale
F, =0, Fy = 0 besitzen; dasselbe kann nur unvollstindig
sein. Finden wiraufGrund einesodermehrererSysteme(24)
4 von einander unabhingige partielle Integrale &,=C,,...
@,—=C,, die untercinander und mit den Gleichungen des
Systemes (16) iibereinstimmen, dann reduziert sich das
Bestimmen der Funktionen z, 2' auf die Berechnnung
der Ableitungen 7, s,... #* von den 6 Gleichungen und aut
die Quadraturen,

Betrachten wir folgonden speriellen Fall des Systems (16):

{ Fi=F(@,y,2p q¢nrsH)=0
| Fo=r+8+i+Fmyz P97 S, =10

Denselben kann auf gewdhnliche Darbouxisehe. . Art
integrieren, indem wir zur ersten Gleichung zweite iibereinstimmende
Gleichung: @ (x,y, 2z, p, q, 7, s, ) = const. adjungeren, die Ubereinstim-
mungsbedingungen der Gleichungen 7, =0, & = const. anfiihren und
deun berechneten Ausdruck fiir die unbekannte Funktion 2z in die Glei-
chung ¥, = 0 cinsetzen,.

Indem wir die Ubereinstimmungsbedingungen fiir 3 Gleichungen 2,
Ordnung untersuchen, kénnen wir das System mittelst der verall
gemeinerten Darboux’schen Methode integrieren. Wir bekomumien:

6=0=06=R;, 0,=0=0,=8;, 1,=5=71=1T

Wenn wir Z=;1)-einsetzen, 8o bckommen wir die Gleichung (25)
in der Form einer quadratischen Glg:
Bvi— Sy 4+ T=0,
die ersten drei Glgn des Systems (24) in der Gestalt von 2 Gleichungen
(28) Abschn. V., die einer Gleichungz_

29D X4 80

dquivalent sind, und die letate Gleichung des Systems (24) in der Gestalt:

af of af[ dd  ,d® a0 00
[r5+» @95 -r “’-Rd—a”@—"*“w—ﬂw]*

of af aad af af LoD
+(a—s+5)”l”w— Gt ge)wHSTT +

ar af o0 80 df af\ po @
& ¥ Lz _ ez S H— )RZZ —
(Tdy a5 ”'R(”'ar as) t (ng/ Hat) T
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Diese Gleichung unterscheidet sich, wie es vorauszusehen war, von
einer der Gleichungen (27) Absch. V, da die Variablen o, 9, 2, p, q
gleichzeitig in allen 3 Gleichungen F, ==0, F, =0, & = const. vor-
kommen. Mann kann die Bedingungen, wann sie in die Gleichungen (27).
Absch. V. iibergeht, d. h, wann zwei letzten Zeilen der obigen Gleichung
gleich Null sind, angeben.

Die Integrationsformeln des Systems (16) gehen in
die Formeln des Absch. V bei der Integration einer Glei-
chung 2. Ordnung mit einer unbekannten Funktion z:
Fix,y,2,p,¢,7,8,1 =0 iber.

IX. Hat das System der Gleichungend Ableitungen 2
Ordnung, dann muss man 3 Kombinationen mit den Ableitungen:

[1] s, ¢, v, s [2] r,s,7, 8,8 [3] r i 7, st
untersuchen, weil fiir iibrige Kombinationen:
[4] s't,r, s, t; [B] r, 81 8t; [B] vt rst

in entsprechenden linearen Gleichungen zur Bestimmung der Funktion @
verdnderliche 7, s,¢ entsprechend in 7/, s*,#' und umgekehrt, dic Jacobi’-schen
Determinanten g, 0,7, &, ,... %5 in @', 0’ ¢, &) &, ... %'y und umgekehrt
itbergehen; dann schreiben wir fiir den Wechsel von g, ... 7 folgende Tafel:

statt | wird || statt | wird “ statt | wird

9 — 0 0, — 03 T, | — O
[} — 0l Oy — Og T3 — 0y
Qs -7 0g — Ty Ty — Ty

Fir die Integration des Systemes:
Fo @, y,22,p q,p,9,8tL,r,s,t)=0 (& 12
mit der adjungierten dritten iibereinstimmenden Gleichung @ = const.

ad

bekommt man erste Ubereinstimmungsbedingungen in der Formﬂ= 0

und dann kommen wir zur Untersuchung von partiellen Integralen @,= C,,
Dy = C,,.... die untereinander, wie auch mit den gegebenen Gleichungen
F, =0, F,=0 iibereinstimmen und die Verirderliche 7 nicht enthalten
sollen, aus dem System von 3 linearen Gleichungen:

o0 8@ o@ 0@
(Q‘—‘—li(")ﬂ’—-_'— '?-i TSW-‘I— TSEQT..’-(‘I'TI _TQ)W

80 09 89

90
(0‘+1i15‘)-5;=(1i0'9—03)67;—liol W-&—Ol-a—*ﬁ

, 00 LoD 00 , Ao
13[(§'S_A!§2)-67+l‘§1 W'-_glat,—(o +l,1)%]=

60 o0 d@
=(1i0'+0')[ﬂsﬁ—ﬂs‘a—t—famj]f
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wobei eine der Lisungen einer kubischen Gleichung:
(v +0,0)2%+ [0, 0 — 7'+ (3, —0,) 0] A% +
+ [yt —0,0'4 (03 — 7)) 0'] A+ (156’ + 0, 0°) = 0. ist.
Fiir das System:
Fi.(x,y,2,2.p,q9p,9,7sr,s,t)=0 (k=12

schreibt man die erste Ubercinstimmungsbedingung in der Formgt— =0,
und das System von 3 linearen Gleichung geht in das folgende iiber:
3 oD iR oD

(Q""‘Zio‘)’é'; Ai 80?"+0308‘+(1 ¢, — 03)5?,"

, L0 00 0d., .00
(o +3i")W=(‘1l(’:‘"(’a)ar 19183‘ +913_t7

do
A [N AL PN L SR

’as

o ad
= (ho' +9)[’]2 at‘ = 'y 3s aaﬁ],

wobei eine Losung der kubischen Gleichung:
(0,7 + 0,0 4%+ [0, 0' — 0,7 + (0, 05)0'] A"+
+ [0t — 0,0 + (03 —0,)0'] A+ (030" + 05 0°) =0 lst.
Fiir das System:
Fo@,y,2,2,p,q¢,p', ¢, r, t,r,8,0)=0 (k=12

we!ches der letzten Kombination entspricht, bekommt man unter Adjun-
gierung der dritten Gleichung

P (x,y,2,2,p, ¢p, 9,7, 811" 1)=const,
ein System von 4 linearen Gleichungen 1. Ordnung:

i 7.009 X o0 0P
(o +1n1)—a7—(1191_93)57 40— as +0 o7 PEL

a.(D 8d o0 A

@'+ 4o ) — A7 TS5 +T‘°’6 — 4+ —1,)57

D
(1n°‘+9‘)’———l(e+2m)(ts—hg)—(o‘+2t’)lfn]a +

p ad
+[(9‘+ ho' diny +(o'+zlma]a_s_,+



+[ (' +Zio)t, + (o' + A1) (Airy — 1,)]”,

‘ , 00 dd
hior +")[”= 5 TG TR ay T

o] (GRS AL L e ptid

wobei 4; eine Losung der biquadratischen Gleichung:
(0107 + 722 ] 24 4 [0' (20, 0' — @y 0)+ ¢/ (27, 0" — 1, 4)] A%+
+ (0,07 —20,0'0' +0,0) + (7,6 — 27y 0' v 41,1 A +
+le'(2050'— 0;0') + 0 (27, 7' — 1, 0)] A+ [gy 0" + 15 0] = O ist.

Fiir den Rest von 3 Kombinationen der 5 Ableitungen 2. Ordnung,
z. B. fiir das System

Fo@,y,2,2,p,¢,0,¢,rt,r8,t)=0 (k=12

haben wir, iibereinstimmend mit den am Aufange dieses Abachnittes
gegebenen Regeln :
a0 20
(a"*"l'r) —(11 2 01) +)- sy 38 (’ra—g'

00 oD 20
((7+1 o)atJ l taﬁ_‘rs Iy +(aa ’llgs)ﬁ

(4 a+g)’—-——-——[(e+l 0) (A0, -—1,)+(o+li't)lw,]———-

o
— [(0+1|0)1 0+ (04 AT 6 +

+ [(?+110) 0s + (0 + Aiv) (05 — Zie,)]a e

do o
(10+9)[ ﬂlatt "sa—y"f"h at

=7a[(§s A &) ar+151 08 §,at (—l—l’r)d ]

[0, 0"+ 0512 ] A4+ [0(200, —00)+1(200, —T05)] A*+
+/[(e,0* —2000, +0%7, )+ (0s 0 — 2700, +131,) ] A3 +
+[o(207, —¢0,)+0(2t5 —a0y)] A+ [r,0* + 10" = 0.

X. Hat das Gleichungesystem nur 4 Ableitungen 2. Ord-
nung, dann muss man von allen 15 Kombinationen mit 4 Ableitungen
7,8y, 24 12, und zwar:
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[, 7,8t
[2]r, v, s b [4]s,1, 8, U [6]s,8,7, s [Blr, & st [10]r,f 7' s,
[B]t,r', st [B]s,ro8r; 1T)s, 8 (91,88, ¢ [L1]r,ir,s
[12] 7, ¢, 7', ' untersuchen,
Fiir iibrige 3 Kombinationen
(1378, r,s,t; [14]7',7r, 8,8 [1B]¢r s, ¢

bekommt man Hilfsgleichungen aus den Gleichungen flir [1}, (2], [3]
mittelst Wechsels der Variablen 7, s, { und der Determinantem g, g,... 7,
auf Grund der Regeln des Absch... IX. Fiir das System:

Fu(w, 9,220, 959" 6758,0)=0 (k=12
bekommt man 2 lineare Gleichungen 1. Urdnung

(¢~ 2092220, 22 00 Ay

0'63+2105F—-(02+20')3t‘
dd dd , 00 20 9
li01%_03W+(Ai'§:—na)*a”;:ligzﬁ_ﬂga_‘tl_s

wobei 4; eine Losung der quadratischen Gleichung:
0, AV 40, 4 + g, = 0. ist.

Man muss partielle Integrale @, = C,, @, = (,,..., die die Va-
riablen 7 und ¢ nicht enthalten, suchen. Die zweite lineare Gleichung zur
Bestimmung der Funktion @ kann man noch mit einer der Gleichungen:

dd X ZNRPRN Y 00,22
ola}-+(ag+-li0,)d—!'/— +E sty 5 ds =(+4 ﬂ‘)ar +"’38

ad adad , . , ., 0D a0 ad
(4 03""13)%‘{‘1-03@“'(1'"] R+’15§9+€ 3)3;=1-€3W+(Mg ""fa)gz?

dI L 00 3
ho'—4a)lo dz sdy g‘@s 26?

o a0
[’1 Waar:-l"’?sas (ﬂz"f"l"?l)a'n-l

2P 0
(20—9)[03 dy ﬂs?g—ﬂzﬁ =

0([
= 0Oy [(§‘ +2§‘g) Zg'as g‘lat,+(z 1 — ')d ]tauschen

Fiirdas System F\(x,y,2,2,p,¢,p'¢,r,r,s,t)=0k=12)
findet man Integrale, dic keine s und { enthalten, aus dem System:
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L 0D a0 a0

(/Ii'b' +O)%=(li93_03)W_ll ‘8s'+913t'
a0 4o 00 00
lgldm+93d?j+(1§ +nﬂ)ﬁ_ A'Ela,’ +nlatl‘

wobei man Z; aus der Gleichung
0, A% — @3 2 4 03 = 0 Dbestimmt.

Fiir analoge Kombination /3] hat das System und dic quadratische
Gleichung die Form:

. 00 o0
(0 +-’19)_— "’-Sa I+ZTBa 4+(1 11’)6#
ad ad 0([ D
Tld +’1'rsd +(§'+l §367'+'33t

Tsl"—'531+'rl=0.

Firdas System F, (w,y.2,2,p,¢,0',¢,8,1,8,t)=0 (k=12)
findet man Integrale, die » und 7 nicht enthalten, aus dem System:

AP oD od
—ll”fs%‘f,‘(("'i—l“n)ﬁ—‘f

T
a2 a9 b9 )09 ,,00
osﬁ-i-(.f,—lie)a'?]*(§g+n3)a—8~,=(ns_gn)%_(ﬂg_‘_ﬂg)ﬁ,

+(72 19)3#50

dem die Gleichung
0 A% + (65 — 73) A + ¢' = O entspricht.
Fiir analoge Kombination /5] bekommt man:

L 10 00 2

by o+ — Loy S o s — (e 4D =0
a0 20 0D . 00
d'y + (o + 4 '5) div ("72“*'51)@“(/1!51_"7s)'é‘;_(gs'Flige)‘é';

TA+(og —06) A+ =0
Fiirdas System Fy(z,v,2,2,p,q,p,¢", 8, t,r',s")=0 (k=12)
bekommt man Integrale, die 7 und ¢ nicht enthalten, aus dem System:

a0

Iy =0

,3
(Tl"i‘/lit)a lat (1 '1‘72) +’l

dd 00
li U]%""(Q‘Fli%}w—(&g 17?3)6?,

, 80
—fﬂs+l§‘,) +('?2 Ml)%—t,
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dem die Gleichung:
1 A3 + (1, — 0,) A 4 ¢ =0 entapricht,
und fiir analoge Kombination [7] ist das System und die Gleichung:

LoD 2P AN Tl
{os_"?)a;.‘_@:“a_s‘i'(’+1195)W—"l?|_3?"‘0
do Ao Y Y Ry
0 E—z+(9’+lie)'¢i_y+(§1+” o7 =6~ 1i'h)5';:.+('h+1iﬂ 3) 55

A+ (0, —0y) A+ 1=0,

Fiir das System F\(z,v,2,¢,p,9,p,q,7,¢,8,t)=0 (k=12)
findet man Integrale ohne r’ aus dem System der 3 Gleichungen

30 _ ., 20 00 o0
hogg=hnugy —ngs —hagy

ad ad 00 LY/

G =Ny TheGT ey
dd ao L 00 LoD ad 8
ﬂi(’g'&;‘f""aﬁ‘*‘ligsjﬁ‘F’h'a“{“"-gl 5‘&:‘*"?3‘5}7:

wo A; eine Lisung der kubischen Gleichung

0y A1 (03 A — 13) + 74 (¢ A — 73) =0 darstellt.

Fiir analoge Kombination /9] bekommt man:

Y a® oD a0
ho'gs=—hagm gy Thogg
00 o0 X/ o0
ST T Ryt Aty

,d0 do a0, 80 L0000

ahar PR AL P T T U TR T

6, A%(0, A+ 06,)+ T, (7, A+ 1) =0.

Fiir das System F(2,y,2,2,p ¢, ¢, 7,1,7,8) = 0 k=12)
sucht man partielle Integrale ohne #* aus dem System und der Gleichung:

a0 09 oD 00
by =hngy thgs Thegy

a0 a0 a0 oD
“r =gy ThaGy TGy
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dd  db o & o0 ad o
Zi(’l‘a}"‘}‘fga_y+'zi§'15';+7?‘a‘67"_""/!iglﬁ‘f_'ﬂsb";si

e Ao A - 1) —7 (0 A —1)=0.
Fiir analoge Kombination /11] sind die Gleichungen, wie folgt:

a0 30 o ® 0
Aoy =—teagm ot ey
00 20 20 3P
s = T thegatagy
dd dd 30 0D Y Y
—he gy togy T AbGE T mn— A G — g

0 AT (0 A+ 0s) + 0y (0,2 +05) =0.

Fiir das System F(2,9,2,2.p.¢,p', ¢, 7, t, 7,19 =0 (k=1,2)
das kein Analogon hat, sind die ’Ul,)cl'einsti,mmungs}bedi;}gungen(mit der
dritten Gleichung und das System linearer Gleichungen zur Bestimmung
von @, = Cy, @, = C,... folgend:

00 00
T, 08 _(t')"t‘):[l,‘ty]_(lrt‘)__ Ty 08 |
(rtr) @ 2@ [rr'z] 00 (ri'r)’

as as
0D ad a0 8d a0 . 3,00
'1“0—77~'l|710j—73ﬂ_'1'01 at’ 0105‘?.:((’:711!‘*"’3)*5“3."
a0 o 0@ P
o= gy Thagy Ty

dd ,00 _ad dd , 00 ad
A(?l?{i‘*‘gla—r—glﬁ)+"s"g§+"?sﬂ_%ﬁ=0,

wo 4; eine Lisung der biquadratischen Gleichung

0, A0, A2 +T150) + (0T A2+ =0 bedeutet.

X1 Fiir die Gleichungen, die nur 3 Ableitungen 2.
Ordnung enthalten, geniigt 10 Kombinationen

[ r,8t; [2]rs,r'; [3]s,t1; [4]r.ss'; [B])s 18
[6]7,s,t; [T]sd,v; [8]r,t,r'; [9]7,1,1; [10]r,1,s, untersuchen,
da die fiir die iibrigen 10 Kombinationen analogen Hilfssysteme der
linearen Gleichungen 1. Ordnung analog sind.

Fiir das System @, y, 2,2, p,q p'¢,r,8,1) =0 (k=12
welches wir in Bezug auf 7 und ¢ auflésen, muss man eine solche dritte
Gleichung suchen, um flir das System:



30

r=1(2,Y,%2.0, 00500 $=0E&1,52.p,q,p, ) t =1 9)
die Ubereinstimmungsbedingungen aus den Relationen
dp="Ffidz + pdy;, dq=¢dz4-1;dy,
zu bekommen, was uns zum System von 2 linearen Gleichungen 1. Ord-
nung mit einer unbekannten Funktion ¢ fithren wird, der Identitit
adf, _de de df,
dy—dz’ dy— dz entsprechend.

«Fiir das System Fi(z,v,22,p,¢,p",¢,7,87)=0 (k=12)
gelangen wir zur Untersuchung von Integralen, die Veriénderlichen , {, ',
nicht enthalten, aus dem S{:stem der gewdhnlichen Differentialgleichungen,
welche der linearen Gleichung 1. Ordnung

o0 d® . dd ,, 00 40
(§1+ﬂg)ﬁ—- &gz + 0, dy +§‘FF‘ + 7' 73 entsprechen.

Fiir analoge Kombination /3] hat die lineare Gleichung dis Form

. o0 _ dob ad .09 ,00
((-'e“}"'?s)a_t:*“oad_m+7:1W+§3'8?+’?s?[-

Fir das System I, (x,y,2,2,p, q,p',q,1,58) =0 =12
ist dic lineare Gleichung fiir Integrale, die £ 7 {' nicht enthalten,

dd  _dd  , 00 00

8@ )
@14"?2)5?=(’235+‘72??7+525?+’7288 .

Analoge Kombination /5] fiihrt zur: lincaren Gleichung:
“ 00 dd ad ,00 ,00

(Gatm) g a=0y7— + By +&455 T

Fir das System Fy(z,y,2,2,p,q,2, ¢,7,81)=0 (k=12

bekommt man Integrale ohne 7, 7/, ', aus der Gleichung:

00 adod do ,00 , 00
(§1+"72)W'—93%*‘087@“‘*'59%‘*"?3%’

und fiir analoge Kombination ;7] hat die Gleichung die Form:

. o0 A® AP 0D D
Gt m)gE=ogy Y hgy YOG F g

~ Fir das System IFo(z,y,2,2,p,¢,p¢,,61) =0, (k=1,2)
mit der adjungierten 3. Gleichung @ (x,...7,s,1,9,8' 1) = const.,, sind
3 erste Ubereinstimmungsbedingungen, wie folgt:
a0 00 . o D\?
ﬁ:(}, -a—t—l=0, (rtr}’+olfl(-5-§—) =0,
und die 4. Bedingung fiir das System F, = 0, F, 0, @ == const. kann
man in § verschiedenen Gestalten schreiben, z B.
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X , . 0D , .
vllxrr]ﬂ+(rtr)[ytrj=0; g,[ytr]ﬁ-—}-(1'f,r)[a:M‘j=O,...

- Wenn wir z. B. die erste von dicsen 4 Bedingungen der Uberein-
stimmung wihlen, dann finden wir Integrale ohne die Variablen s, #/,
aus dem System von 2. linearen Gleichungen

o0 —a @ ad o@
—"16_7'.‘.‘.*:1/71%%‘4‘016_['*“00—;5:0

ad ., 00 a0 —( dD 00 00
% (91 dz +§‘16—r/ — & 5‘,.7) *V—en (Tld—y +7 1W-W3W)=O'
Fiir analoge Kombination [9] ist dieses System:

00 ———0 D 8d 09
'—:,Ts-ﬁiv—eufaa—s'+033t—+0ﬁ=0

add ,00 .90 ——v A D , 0D a0
24 (’s%‘f‘gnﬂ'—?xﬁ)iV“(’s’u 73“&_?/‘+’73W“’?uﬁ)=0-

Fir das System Fy(2,4,2,2,p,¢,p,q',78)=0 (k=12)
bekommt man partielle Integrale ohne ' { aus dem System von 2 li-
nearen (leichungen, z. B. folgender Form:

00, ——ad, 90, ab _
—TaWiV’*Qslaa—g'f‘(’:g{*-oﬁ—O

dd , 00 aP —/ add , 00 R/
Te ((’23‘5"‘gzﬂ_glﬂ‘i)iv’“Qz%("s@"’*‘"]sﬁ“ﬂsﬁ =0.

XII. Hat das System 2 Ableitungen 2. Ordnung, so
muss man erste 12 Kombinationen von allen 15

(et [2]r,s; [8]t,s; [4] 1,7 [B]4¥
[6] r’ 3‘; [7.] s' r'; [8] r} t‘; [9] t) r". [10] Sl i‘

[L), s [12]s,8'; [18]r4, 8 [14]7,8'; [1B]i's
untersuchen, da man fiir itbrige 3 entsprechende Hilfsgleichungen leicht
aus den Gleichungen fiir erste 3 Kombinationen bekommen kann,

Fiir das System Fy(2,9,2,2,p,¢,p,¢,71)=0, (k=12)
welehes wir in Bezug auf r und f, r =/, { =1;, aufltsen, finden wir
die 3. Gleichung

s=o(z,1¢2,p,9p,9)

in der Form von partiellen Integralen, die 7, s, £ nicht enthalten, aus
dem System von 2 linearen Gleichungen, die wir in der Form:
af, de do_df, "
dy —oz’ dy—da schreiben.
Fir das System Fy(z,9,2,2,0,¢,09,78 =0, (k=12
welches wir in der Form 7 = f;, § = f, sdhreiben, haben wir zur Be-
stimmung der dritten Gleichung '
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i = fP(ﬂf;y;Z;Z‘,P; QJP); q')

zwei entsprechiende lineare Gleichungen 1. Ordnung mit der unbekannten
Funktion ¢.

Fir das System F(z,v,2,2,p,¢p,9,81) =0 (k=12
finden wir das System von 2 linearen Gleichungen 1. Ordnung analog.

Fiir das System F(=,v,2,2,p, q',g:l',q‘,'r,r‘)=0 (k=12)
muss man Integrale &, = C,, @, = (..., die s oder s' und kein ¢
und ¢ enthalten, aus dem System von gewdhnlichen Differentialglei-
chungen bestimmen, welches der linearen Gleichung 1. Ordnung

ao , 00 a9

, 00 . a0 .
gid_y+§1a_r+n,_5?_§lﬁ+q‘a—é; entepricht.

Analoge Kombination /5] fubrt zur linearen Gleichung

ad , 00 00 L 00 a0
7’@+§B?§+"BH_§‘W+W*‘Q_¢7'

Fiir das System F . (z,9,z,2' p,q,p',q,7,8)=0 (k=172)
muss man Integrale, die 7 aber kein s, f, £ enthalten, der linearen
Gleichung

ad , 0@

a0 @
gia_:’;+nia—r':§l'a_ﬂ+ﬂl

as’

oder Integrale, die ?‘ und kein ?, ', oder s und kein #, 7' enthalten,
aus der Gleichung

as .30 ,00 a0 a0 .
"=Ez_x+§'ﬁ+’“'a_§=§‘ﬂ+”‘ﬁ bestimmen.

Fiir u.nalo(fe Kombination /7] hat man _eine Gleichung fiir Inte-
grale mit 7 und ohne ¢ ¢, ¢’

dd ,00 , 00 9Q
Uld—g+§1ﬁ+ﬂ,%=ﬁgﬁs

und eine Gleichung fiir Integrale mit { und ohne 7, £, oder mit s’ und

ohne », #*
a0 .00 00 00 00
Un‘d‘a“f“&%'"}-'h*ﬁ——g:g? Ty
Fir das System Fy(z,9,2,2,p,q,p"p' 7,t)=0 (k=12)

bekommt man Integrale mit s und ohre ¢, 7', 8, aus der Gleichung
ao .00 a0 39
gz TGy TGy TS

und Integrale mit s‘ und ohne s, /7, 7, aus der Gleichung

dd , 0D 29 a0
(’sd—y +"/ng;='§1'a'? +"21W'
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Fiir analoge Kombination /9] ist die Gleichung fiir Integrale mit s
und ohne 7/, 8’, #/, und ensprechend die Gleichung fiir Integrale mit s*
und ohne 7, s, t’
ad ., 00 a9 K
Idl/+ 1as+"?10t "’{

7.[
ao |, o0
d:c+§‘dt E"ar—l_ 403'

Fir das System Fy,(z,9,2 2,p q,8t)=0 (k=12
hat man die Gleichung fiir Integlalé r’nlt}t)q,fohne ;',2‘ s &

. TIY:
U“dx+§363 UnGE T S

und die Gleichung fitr Integrale mit » und ohne #, 7/, oder mit s' und
ohne ', 7*;

a0, od L 00D o0
3d7/+§“6'r Ts g =faggt gy

Fiir analoge Kombination /117 hat man entsprechend die Gleichung
fiir Integrale mit #* und ohne 78,7 7' und die Gleichung flir Integrale
mit § und olne 7, ¢ oder mit 9 und ohne 7, ¢‘: /

a0 ., P o0
2d$+§20/ g +nBata

dd Y Y Y
’dy+§*a.s+“ot ba g T Mgy

FirdasletztoSystom K (z,v,2,2,p,9,0, ¢' . 5,8)=07k=12)
sind die Gleichungen fiir Integrale mit » oder 7 und ohne 7, {':
dd ad 00 o0 o0
ndy TG T~ hge T g
und fiir Integrale mit £ oder #‘ und ohne r, 7'
ad o 4D o
9 gz TF

Hat das System nur eine Ableitung 2. Ordnung und
die Gestalt:

g a0
’as+“‘dt ae‘+"at"

Fi(z,y,2,2,p,4,p,9,1) =0, (k=12

dann schreibt man dieselbe in der Form:

h@y,2,2,0,4,0"9)=0; r=hy,%2 p.q,p,q)
und sucht die dritte iibereinstimmende Gleichung s= aus der linearen
dfy

Gleichung Z, = J’

die wir aus der Relation dp =7, da + ¢ dy bekommen,
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Fiir das System Fy(x,v¥,22,0,¢,p,¢,0)=0, (k=12)
schreibt man:
fl (a:,y, z,z‘,p, le‘; q‘)=07 t=f2 /{t, ?f:zyz‘; 2, '-7;]0', (]l))
do_d,
dy da’
Das System Fy(z,9,2,2,p, 4,0, 9,8 = 0, (k=1,2) schrei-
ben wir in der Form:
fx (z, Yz, 2';17; Q;P';,Q')=0; s=fs (x, Y,z zllp) QJp‘J q‘)’

und suchen die dritte Gleichung in der Form r=g¢, oder in der Form
t==1, und bekommen lineare Gleichungen 1.. Ordnung aus den entspre-

chenden Relationen:
do_df,, df_dv
dy_ dw’ dy dal
Anhang, In der letzten Zeit hat Hr. Saltykoff in Comptes
rendus t. 195 Nr, 11, 12. Sept. 1932, pp. 525-527 eine interessante
Methode zur Bestimmung eines vollstindigen Integrals der Gleichung
mit partiellen Ableitungen 2. Ordnung mit einer unbckannten Funktion 2
angegeben, die das Integral einer Gleichung, falls die Darboux-sche Methode

und sucht die weitere Gleichung s= aus der linearen Gleichung

unbrauchbar ist, zu bestimmen hilft. Z. B. Fiir die Gleichung 'r—t:%cp

(% beliebig), die man mit der Darboux-schen Methode nicht integrieren
kann, gibt die Saltykoff'sche Methode das Integral:

—1 \ 1

2=C 2ty+ Gyl (lgx — D+ y2]+ Coy+ Coa2+ C;  (k=1)

Auf Grund dieser Methode gibt fiir die Integration einer Gleichung
2. Ordnung, falls wir zur sclben eine zweite Gléichung, um ein voll-
stindig integrierbares System von 2. Gleichnngen zu bekommen, adjun-
gieren wollen, die Bedingung einer vollen Integrierbarkeit eine Gleichung,
die sogenannte Resolvente, zur Bestimmung der gesuchten Gleichung;
man muss aus derselben irgend ein partielles Integral, das von einer
beliebigen Konstante abhingt, bestimmen. Dann findet man das vollstindige
Integral durch das Integrieren eines Systemes von 4 Gleichungen mit
totalen Differentialen.

Dic Saltykoff'sche Methode beruht auf folgenden zwei Theoremen:

1) Geniigen die Grossen 7, s, { der Gleichleit:

or_0s. ds_ 0t 1
dy ez’ Ay oa’ ()
dann geniigen die Funktionen z,p,¢,7,s,¢ den Gleichungen:
ar

or as 08
— +H.— =0; — — ==
(T) ax+ .ay+D1H 0; (I aiz:ju,rgr,;oy-q—l),,H 0



28 08 ot at
Iy —4 &= =0: bl
( )0y+ .ay+D,cb 0; (lV)ay+ by

+ Dy & =0,

wobei H, und @, partielle Ableitungen 1. Ordnung in Bezug auf s der
zweiten Glieder des gegebenen Systems:

r+ H(v,y,2,p,q9,8)=0; t+ &(,y,2,p,9,8=0 2)

und D, und D, vollstiindige partielle Ableitungen in Bezug anf g und ¥
unmittelbar und mittelst 2, p, ¢ mittelbar darstellen.

2) Geniigen die Funktionen z,p, g,7,8,¢ den Gleichungen (2), (I),
{IV), dann folgen die Bedingungen (1) unmittelbar.

Das System (2) ist also vollstiindig intergrierbay, falls zwei Glei-
chungen (I) und (III) mittelst des Hilfssystemes (2) ecin System von
Jacobi’schen Determinanten in Bezug anf s bilden. Auf solche Weise
ist die vollstdndige Integrierbarkeit des Systems (2) durch die Gleichheit:

d (DQH—I-I_..D, fﬁ)_ d (D,(D—(I),-D,H (3)
ay H, D, -1 T dw H. 0, -1
bedingt.

Wird die Bedingung (3) erfiillt, dann bekommt man das vollstindige
Integral des Systemes (2) mittelst der Integration des Systemes von 4 Glei-
chungen mit totalen Ableitungen, durch die Gleichheiten dz=p dz+ ¢ dy;
dp=rdz+sdy; dg=sdz+idy dargestellt, und einer dem System der
Jacobi'schen Determinanten (I[)-(III) dquivalenten Gleichung.

Sid die Gleichungen (2) in der Involution, dann zeigt die ent-
sprechende Bedingung einer solchen Annahme, dass die Gleichungen (11)

und (I1I) konvergieren und die Griissen der Ableitungen 3—; und gsun-
bestimmt bleiben; dann kann man die Darboux’sche Methode anwenden.
Es folgt daraus, dass die Involution einen singuléren Fall der voll-
stindigen Integration darstellt.

Der Ausdruck .die Ubercinstimmungsbedingungen der Gleichungen
in fritheren Abschnitten wird statt des Ausdruckes .Involutionsbedin-
gungen“, welche man in der Darboux’schen lntegrationmethode in Be-
tracht zieht, gebrauncht.

Die wichtigen Verallgemeinerungen von Saltykoff, die derselbe zur
Bestimmung des vollstindigen Integrals einer Gleichung 2. Ord-
nung mit einer Funktion 2z, falls die Darboux’sche Methode unbrauchbar
wird, beniitzt, kann man fiir den Fall cines Systemes der Gleichungen
2. Ordnung mit zwei unbekannten Fuuktionen z, 2’ verallgemeinern,
um vollstindige Integrale eines solchen Systemes der Gleichungen dann
zu bestimmen, wenn das mittelst der veraligemeinerten Darhoux’schen
Methode, die wir in den Abschnitten VIII-XII behandelt haben, nicht
moglich wiire.

Leningrad, 18.II. 1933.

Geschlossen am 30. April 1933,



