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4. 7u wirklichen Mitgliedern der Sektion wurden die Hrn
Dr. C. Purkyné (Prag), Dr..V. Svambera (Prag) und Generay
St. Boskgvitch (Belgrad) gewdhlt.

CLL Sitzung am 13. November 1928,
Vorsitzender Hr. Levy¢kyj.

tLaut Punkt 2, der yoiigen Sitzung Benchtet der Vor srtzende
ubél geine’ ‘zwei Arbelten die uniéngst in’ der’ ﬂkramische
Sprache erschienen, und zwar: 4) zusammen ‘mit Prof. K r avé uk
,Uber die Stirlingsche 'Formel* (Berichte des Kyjlver
w1rtschaftl Instltutes I 2927. b) ,Die Traktrix als Evol-
vente einer Kettenlinie® (Sammelschrift des Institutes fiir
Volksanfklarang Kyjiv 1II 1928). i !

ad a) Die Stirlingsche Fornel wird mit Zuhilfenahme des Laplace-
schen Integrals und der I'- Funktion abgeleitet. ad b) Ein necuer Beweis,
dass die Evolvente .ciner Kettenhme die 'lgaktux ist.

2. Hrn Polansky j’ gibt zur Kenntms der Sektion, dass er
in der- letzten Zeit folgende ‘Abhandlungen’ verdffentlicht ‘hat:
<) l)lgu:e archdologische.Amsgrabungen-in Galizien

Zapyskl derhistorischen Sektion, (i_rSev ¢enko-Gesellschaft Bd CXLVI,

ukrainisch), b) der geschich tete Loggs. 1Jn Lichte,der
Forschungen des weil L. Sawicki (Wiad. ageh. polnisch),
¢) loess, terrasses et mor pholocl e de.Podolieg (Pa;mlqt.n
Zjazdu stowian. geogr. i etnogr. w Polsce — franzdsisch.
8. Der Vorsitzende legt die Arbeit des Hrn Kravénk (Kyjiv)
w T. ,sur un probleme de minimum? vor.

RESUME
Sur'un probleme de minimum.
Note de M. Krawtchouk.

Soit @ (z) une fonction qui vérifie les conditions

o oietn—ne
et
@) qa('a:+y+,,)-—m(r—;;\—-|<p(w+y)+m(7c\ <

pour toutes les valeurs.réelles des variables «,  + y, = + 5 @Ay %
appartenant 4 un ensemble quelconque M > 0. Daus:le cab.oli!la, fonction

@ (x) est deux fois' dérivable, les condmons (1) et (2) sont xespectwe-
ment équivalefites aux - inégalités- wrrsviod



¥ @)=0
9" () =0
Ils expriment gue notre fonction est non-décroissante et convexe.
Nous voulons démontrer la -proposition suivante:
Sila suite des nombre réels:
4,, Ay, . .4,
est non décroissante, et si tous les nombres |4; — 4]

appartiennent & I'ensemble M, alors la valeur la plus
petite de la somme

oy =914, =4, )+ 014, —4, )+
+ (| Ay — 4, )+ 0( 4, — 4, 1),

ol les indices @ sont distincts et pris de la suite.
0,1,, , 0,

S"‘o o1

est
S o cess0==1p (A, — 4y) + ¢ (4o — 40-1) +
t @y — 4+ 9l —4)+ 94— 4)+ ...+ 9 (4 — 4o)
Démonstration. Sans restiction de la généralité on peut poser
a,=0.
En supposant de plus que
Qy=—mn,
arrangeons les nombres
4 , 4 ,. ., A

o' Ty’ ak
dans une suite non décroissante
Ay Ao 0 Ay,
O=8 <. Lh=mn)
et les nombres
A A4 o 4,

ap! Taxgr’ "
dans une suite non croissante

Aﬁk, Aﬁk-{-l: . .y Ao

r=Fzbrz. =B
Grace 4 Vinégalité (1) on a. alors

@ S@oﬁl. « o BB _l:::, S"’o?‘x s~ Pfg -

done, en cherchant'le. minimum de la somme'S ' 00N peut::se
. Qoal' oo v Ul !

borner'aux sommes du type S, oil la snite des
ype Sy o .. p,p, OU.Ia suite des nombres,



Bi'— Bor By — By, . Bo — Bur; By — bBn 8, =0)
ne présente qu'un changement de signe.

oy & lexception

Drautre part, toute somme du type Sﬁ[ﬂ g
" 0

de Sps - .. 020, contient un terme de la forme

@ P4, — 4D

ol .
I>1,14+m>2, m>0;

done, elle contient aussi -des termes suivants:

¢(Ak+s H-l) p(4 )y @(4
En remplacant.dans. Sﬁoﬂi +. - Bablo le terme (4) par
g, —4)+e (Ak+l+m - An+1'1)
et en supprimant le terme
4 (Ak-'-l-l - Ak+[ 1)

on obhendra une nouvelle somme ‘Sﬁ By BB’ .du méme"typé et

— A4
ks k+2 klbm—1 ke lm—2

0!1 aura:

(5) Sﬁol Bll LI anv 304 é Sﬁo ﬂll b '-Bﬂ ﬁo !

parce que, d’aprés les conditions (2), la diftérence

S - 808 — S0y - - an'a'=

k+t+';-Ak)-—(p(A A)_‘p( n+|+m u+1 1)+¢(

=g¢(4 ) k+1—1)

n’est pas négative.
Si la somme Sﬂol B ... Bu'fBy’ T contient pas des termes de la

forme (4), alors elle n’est autre chose que S et notre raison-

b
013 -+ - 6430
nement est fini, Dans lg cas contraire on peut apliquer le méme
raisonnement & la somme SB By Baliy’? etc... De la sorte, on arrive
n

plus ou meins tard hla somme S( a5 e e a0 ; done,

e
) 019 - - + 6430 = Sao P N

Si 'on supprime le signe d’égalité dans les conditions (1) et (2),
on peut le supprimer aussi dans les inégalités (D) et (6).

On peut énoncer évidemment le résultat suivant qui est un peu
plus complét: si les nombres | 4; — A;| sont arbitraires dans Y'ensemble M;
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alors les conditions (1) .t (3) sont: équivalenfes; tne d'elles étant
remplie les conditions (2) et (6) sont aussi équivalentes’).

Le 19 Junin 1928,

CLIL Sitzung &4m 9. Dezember 1928.
Vorsitzénder Hr. Levyéky].

1. Die im Punkt 3. der CXLVIL Sitzung -Heft IX. angefiihtte
Arbeit des Hrn Ing.'Tworydio wurde der physiographischen
Kommission zur Publikation in ibrer Sammelschrift iibelgeb'en

2. Der Plan eines Lehrbuches der Metalurgie sowie einiger
teoretischen Arbeitenr des Hrn  Prof. Fescenko- Copivskyj
(Krakau, Bergakademie), und seiner Schiiler wurde zur Kenntnis
genommen. ' e

{ ) {
CLIIL. Sitzung am 27. Dezember 1928,
Vorsitzender Hr. Levy ERYj.

L Hr. Zarycky]j berichtet {iber seine Arbeit u. T. wAllge-
meine ‘Bigenschaften der Cantor’schen Cohirenzen,
die unlingst in Transactions of American Matemat,
Society erschien. o

Mit Hilfe von Formeln, de) algebralschen Logik bekommt mén
auf Grund der drei als Axiome angenommenen. Elgenschaften des* Bagyriftes
einer Cohiirenz einen Komplex'der allgemeinén Teoreme tibet lie Coh#ibhz.

2. Der Vorsitzende legt die Arbeit des Hrn. M. KurenskyJ
(Klev) u. T ,Uber dle Rlccatl sche Glelchun g% vor.

BERICHT.
Uber die Rlccatl sche Gleichung.
von M. Kur ensky] (Kulensky)
§ 1. Dle Rlccatmche Glexchung
. Y=H +Qy+1§'

2l
transformiert man, wie bekannt mittelst der Substttullon

v=5+5[(F) P]

auf die kanonische Form ¢

i

&

it 1) @est: lajquestion. Spéeisle sur.le, minimim de la, somme S, 'u' . anay
(la,ns le cas
@ (x) = 2
{Voir "Yahresh, d"Deuts\ch “Mith. ‘Veremigung, “Bd. 37, ‘Aulgabe 34) qu'll(i aitiré
attention-de auteur ‘g probleme résolu dans cette: noto: :



e'=2"+y, (2)
wobei :

=i [eerm e (B ear(§) (3]
bedeutet.

Das allgemeine Integral des Gleichung (1) kann in der Form:
__Cwj+u, m,_
R ®
dargestellt werden ),
Dann ist w, ein partikuldres Integral der Gleichung (1) fir ¢ = oo

toy ¢in partikuldres Integral fir c¢=0, und die Funktionen w, w, w,
und mit den Koéffizienten der Glexchung (1) miitelst der Formeln:

isls‘.('wi"." 59 1 by faj + o)

Q‘..._

. s (“’z"".“‘*) T
BR= (‘01 o ‘02) g + Wy wg Wy’
’ wy (0, — wy)

verkniipft.
Fijr die kanonische Form (2) finden wir, daB die, Funktion w; ein
phitikulires’ Integml ‘der folgenden lefereutla.lglelchung der 3. Ordnung;:

w3 (w, ) —9 (5

wg' 2\ ' J ®)
ist, oder — anders ausgedriickt — w, ist eine Schwarz’ sche Funktion,
duireh: die: leichung L

\&)B, (E}—QJ

ausgedluckt und ist mit der Normalform einer linearen Gleichung
zweiter Ordnung

o 4 Jo =0 (6)
~yevkniipit; wobei: . :
' -’U_ — s 2 z_l‘_ "’3“
v ! 2wy’

bedenten. Es ist also w, ein Verhiiltnis von zwei partikuliren Integralen
v, v, der Gleichung (6), d. h. ’
ot
oy =
Fiir eine, allgemeine Gleichung (1) bekommen wir auf Grund eines
Theoremes uber das anhar,momsche ‘ e;'haltms von 4 verschledenen

'Integxalqn Ys. Yz Ys Vs

et ;
T vel. M ‘Kou re nshy ’Proceedings of the London Maf. Soc, vol. 24,
1925, p 205,



=9 —9%) _ o, — =
== N "l/
@ — ¥9) (ys — 1) O+ ¥
Yo —Ys
also:
wg = ys. — Y (7)

1 Ys

§ 2. Indem wir die Riccati sche Gleichung it Hilfe der Elimi-
nation der willkiirlichen Konstante ¢ aus dem allgemeinen Integral (3)
in der Form:

schreiben, so kénnen wir nur folgende zwei migliche Fille unterscheiden.

I. Alle Zshler p, g, » des Koéftizienten der Gleichung - (8) sind
init dem Nenner s teilerfremd. Dann kinnen wir schreiben:

P'_“"ul- q=0;"u — 0y 0" — wg g’ —ug gy 7= wp' 0y wy +
+ oy’ 0y vy — ;" Wy vy (9%
U ot ¢ __ ] ' 4 — i
3"—*"3_(‘”1"“’3)’3—“’1 wy + wy'wy — wg' g Wy Wy .

Die esten zwei Relationen, so wie die letste geben uns als partikuliires
Integral w,:

=1
0 = 3p 3 (1 0)
Indem wir diese Formel in'die dritte Formel (9) einsefzen; bekommen'wis:
8 — 8 —
Q'IIF_W_Q._wg ws__.wss +_TL ’._-pu):_
— Wy g g’ — ul ;f] Wy .

Da nun w, ein partikulires Integlal der Gleichung (8) ist; so bekommen
wir auf Grund der ersten Formel (9) fiir w, folgende kubische alge-
braische Gleichung:

s [ps + g/pde P(‘l—*)] [f/s+11pdw
v plpdx + plpde

q(p—s‘) r{g—3§) _
+ ]m’+ p[pdm + 2¢ =0

Indem wir aus de1 Glelchung (11) ein partikulires Integral y, = o,
finden (alle Wurzeln einer algebraischen Gleichung, deren Koéffiziente
irreduzibele Funktionen sind, sind — wie Antonne (C. R, t. 96, 1883)

gewms— partikulire Integm.le der Gleichung), und indem wir beachten
ass




1

]

gy L ws=“Spdw= Ys Y

2p N—UYs
sind, so bekommen wir noch ein partikulires Integral y, aus des Formel:
. hSpde 4y,

Von der dritten der Glelchungen (9) kbtnnen wir fiil' w, noch folgende
quadratische algebralsche Gleichung:

4 _ '~
o+ P[S—*‘I ]+ Ipdwj 2
28 .
S M — | "(13)
! Ty T F=pipdz 49
leicht bekommen.
1L Geben die Formeln (10) — (13) keine Integrale der Glelchung @),
s0 bedeutet das,. daB die Zahler pgr einen gémeinsamen Fa.ktor » mit
dem Nenner s besitzen. Dann ist es:

_ (hs) —ag
YT T T
8 — q+ st 8 -
- st K 14),
“1 2p (t }\) (14)
rs

Da w, ein partikulires Integral ist, so bekommen ‘wir fiir ¢ folgends
«Riccati'sche Gleichung:
¢
g. ) ] (15).

1 ‘“
z!'=7t2 + —;—t + W[4PT — g+ s — 2133(8
Fir jedes partikulire Integral ¢, dieser Gleichung bekommen wir aus
(14) ein partikulires Integral der Gleichung (8). Andere Integra.le be-
kommen' wir aus der Formeln (11) — (13), indem wir statt 'p, g, 758
entsprechend :

Jtdw Jtdz Jtda SJtdz

e.py e.q, e.r, e.s
einsetzen,
Beispiel:
3 ; 222 4 4 2
il s A PR A=

Die Formel (10) gibt kein partikulires Integral. Die Gleichung (15)
schreiben, wir nun in der Gestalt:

: 1 1 5
‘=l— 2 —_— f ——
Homig e — t— o,

Aus ‘(10)'1blgt‘tl-='%, aus -(14) w, =y, = @,
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Die Gleichung (13) bekommt nun die Form:
. ;

g 4
w:;r— '§"" Wg! 'h. e = 0.
Ihire Koéffizienten sind reduznbel fhr Iuteglal wird eine Wurzel

2
=T

e
y? i m—l;— .

§ 3: Fiir jede I‘lcca'h sclie Gleichung (8) haben wir — auf Grund
dpl, ersten Formel (9), — fiir den gemeinsamen Faktor ) der Funktionen
Wy’ und wy (W, — wg) den “Ausdruck K

n=1y ),

Wopel 4y den gemelnsamen 'Fa.ktor i Y ﬁi@ ihre Ableltutig Wy’
S den gemeinsamen Faktor fiir w, ) 0y — g, (ml ' wg)’ 6y g by Wy
bedeutet, .0 ih? ! IRV Rt}

Im Falle ), =g = . 1, bekomttien wir die Funktionen w,, vy, g,
aus den Formeln (10), (11) (18) und der ersten Formel (9). Ist 7 m 1_
hy = 1 1, dann geben wir der Riccati'schen Gleichung (8), indem wir
wg == Dy by Wy ==yt
beseiohnen, folgende Geqtult’:

Vs e " I*("’:‘ — "’2‘) — g (w0, +‘°s)
y P-(‘“r *—'“’p) (o I(‘“x"‘ wy,) y

+ F’r( Wy g T Wg Wy ) +P*10’1“’s
t Ny nrirr')ﬂ LARER I o l'

h ',"':.:s.y'scw‘ —m,)
ihre ,Resolvente* (15) mt von'den F‘un’ktlonen 4y, w, unabhiingig:und
hat die Form:

1 v NN e VT (Y
e ) - ()] w
2 2L\ u.) e N\ (19)
Fiir diese ,,Resolvente bekommen wir folgende zwei . conjugierte”
partikuldre Integrale:

4 4
— p o+
t, = — u1 ty = — u
p ¥
Indem wir ¢, und ¢, in die Formel (14) einsetzen, bekommen' wir zwer
partikulédre Integra.le w;,wg; nm dieselben zu finden, braucht man
die .,,verbesserten“ Glelchungen (11) und*(18)-nicht aufzulésen.

Die obenangefiihrten Formeln kann man auch fir die Riccati'sche
Gleichung (1) im Falle s =1 verwenden., Dann kann: manz,, B.
die Formeln (14) und (15) folgendérmafen: S
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youe@ = Th
Ve T TR
. : P
el 1. ,,z...:Pl n.a';]r:r[l'.‘ i ¢ . (Q,)'n E
1'_2T-FPI+74PR—Q+%PfUl
schreiben.

§ 4. lst u, 1, 7y F= 1, also im Falle ainer allgemeinen Riceati'-
schen Gleichung (8), welche wir nicht lgsen konpen, d. h. deren allge-
meineés Intégral” wir auf Gitnd- einer ‘endlichen’ Arzahil'vod ‘mathemgp-
tischen Operationep weder mittelst der bekannten algebraischen, nach
der bekannten ‘transzérdenten Funktionen darstellenkénnen, dann haben
fiir ihre Resolvente (14), ‘andlog  wié.im. Falle 7, =k 1, », = 1, die ersten
zwei Koeffizienten dieselbe Gestalt, und zwar § und die logarithmische
Ableitung der Funktion f(x), die in den Gleichungen (15) und (16) die
Funktionen' p(z) und- y, () vertritt.. C
. Wir kopnten also die Gleichung (15), 'indem , wiv diesglbe «in der
Rorm,;: : N

1, £
Vo e g ATy L B
5 ey @
schreiben, 1osen, wenn wir die Fuhktion ¥ (x) in der Gestalt des letaten
Koédffizienten der Gleichung (16) darstellen konnten, d. h. wenn wir die
L S T T I S i R N

; ' vabon )
(%)3=(I’ +ﬁ(%‘)‘+ 9

Gleiehiung:™
Pty d AWML

oder: S o an
) Sppt — Ujél _ 27‘_ i+ 2},'”8,'_*_'3(‘: _.:”0
AL
indegrieren: kinnten.
it Wi .s‘;'tﬁy; ! un')d F dié'lﬁpeﬁiz‘i?e‘r';té'ﬂ"%ig-[ %,% e'ing'étzén;‘.:ﬁ_:e‘f‘.
kommen wir: A. .
L R R

. e
ader:

(B 22 (2 ) -2 (5 (2t

Indem wir aus dér letaten Gleichung . ‘bérechnén; békominen wir:

AN —n' vy ULk, "", "“
R g, e PER
teoadE P [ ! R23

s"—q—‘l;st s — g4 sty
W, =Yy = ——— We =% Yo == TH,

it T 4 ~2p AN "" P Tl ' "2?1-




14

. Wir sehen also, dass die Riccati’sche Gleichung mit den
gnadratischen und kubischen Gleichungen (I13) und; (11) .
éinerseits, und mit den Differentialgleichungen (5), (6)
und (17) ‘andererseits im Zusammenhange steht.. ..

Kyjiv, November 1928.

 Tatigkeit der physiographischen Kommission.
XXIK. Sitzung am 1. Oktober 1928,
Vorsitzender Hr. Melnyk.

, 1 D1e Hrn Po]ansky,], Kordiuk, Ca_]kovskyg u. Koan

berichten iiber-ihre' Ferien-Bxlkursiohen-und ‘Resultate derselben.
" 2. Hr. E. Cajkovskyj legt einen Bericht iibér den jetztigen
Zustand der naturwissenschaftlichen Abteilung des Museums-vor.
3. Es wurden einige administrativen Angelegenheiten erledigt. -

BERICHTE

Geologlsche Exkursion in das Quellenweblet der beiden
‘Tscheremosch-flisse

(von B. Kordiuk).

In dieser, siidlichsten Ecke Galiziens gibt es keine parallel geglie-
derte Bergriicke, "sondern‘lauter unregeluisssige, oft’ untérbrochéne-Berg-
gruppen, und zwar deswegen, weil dieser Bergteil aus lauter krystallini-
schen Felsarten besteht. Die Grenze dieser krystallinischen Gruppe vom
letzten karpathischen Massiv ist auf der Karte von Zuber sehr ungenaun
bezéichnet und es gelang dem Verfasser, dieselbe auf einigen Stellen z
korrigieren.

Der Verfasser hat im weiterem Verlaufe auf der Karte velsc}neden-
artige Sedimentgesteine bestimmt, dié auf der Zuber’schen Karte gar
nicht bezeichnet sind; ihr Alter .geht bis in die Permformation zurﬁqk.
Es zeigt sich, dass das Gebiet der krystallinischen Schiefer nur auf eine
sehr schmale Zone begrenzt ist, und dass nordlich und siidlich dieser
Zone Sedlmentgesteme, und zwar die dem sg. Magura-Sandstein hnlich
vorwiegend dickkdrnigen Sandsteine liegen.

Der Verfasser hat bei der Untersuchung des mit der sg. Magura-
formation bedeckten Terrains Merkmale gefunden, die zur Ansicht fuhren,
dass diese ganze Formation oder Wemgstens ihr grosster Teil zur Kreide
zu rechnen sei. War die Tektonik anbelangt, so kann der Verfasser in-
folge einer zu kleinen Zahl der Schichtenmessungen mchts genaueres
sagen.

® Bis jetut stellt sich die Sache folgéndermassen dar: In der stlichen
Seite gibt es eine grosse stark in der nordgstlichen Richtung geneigte



