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На основi методу характеристик та методу стискаючих вiдобра-
жень встановлено достатнi умови, при виконаннi яких задача Вал-
ле Пуссена з невiдомими межами для виродженої квазiлiнiйної гi-
перболiчної системи рiвнянь першого порядку має єдиний узагаль-
нений неперервний розв’язок на всьому часовому промiжку.

1. ВСТУП

Для задач, якi описують нелiнiйнi хвильовi процеси, важливим є питан-
ня про їх коректну розв’язнiсть на всьому часовому промiжку, оскiльки
залежнiсть характеристик рiвняння (системи) вiд шуканих функцiй при-
водить до розривних (слабких) розв’язкiв [2].

У данiй роботi встановлено умови глобальної узагальненої неперерв-
ної розв’язностi мiшаної задачi для одновимiрної квазiлiнiйної гiпербо-
лiчної системи рiвнянь першого порядку, коли частина характеристик
системи є перпендикулярною до осi часу (вироджена система). Крiм то-
го, додаткова iнформацiя про систему задається на внутрiшнiх невiдо-
мих границях, поведiнка яких описується системою звичайних диферен-
цiальних рiвнянь, що є узагальненням задачi Валле Пуссена [5]. Подiбнi
задачi зустрiчаються при математичному описi багатьох фiзичних явищ,
зокрема, при вивченнi руху газiв та рiдин [3].
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Умови локальної розв’язностi таких задач дослiдженi в роботах [3,6].
У випадку, коли вихiдна система не є виродженою, iснування локально-
го та глобального узагальненого розв’язкiв задачi з невiдомими межами
вивчались у [1, 8]. Питанням глобальної неперервної розв’язностi квазi-
лiнiйних гiперболiчних мiшаних задач з вiдомими межами присвяченi
роботи [4, 7].

2. ФОРМУЛЮВАННЯ ЗАДАЧI

У прямокутнику Π(T0) = {(x, t)|0 ≤ x ≤ �, 0 ≤ t ≤ T0}, � > 0, T0 > 0 —
деякi сталi, розглянемо систему

∂ui

∂t
+ λi(x, t, u, v)

∂ui

∂x
= fi(x, t, u, v), i = 1, . . . , m, (1)

∂vj

∂x
= qj(x, t, u, v), j = 1, . . . , n, (2)

dsj

dt
= rj(t, s(t), u(sj(t), t), v(sj(t), t)), j = 1, . . . , n, (3)

де u = (u1, . . . , um), v = (v1, . . . , vn), s = (s1, . . . , sn). Задамо початковi
та граничнi умови

u(x, 0) = α(x), 0 ≤ x ≤ �, (4)

sj(0) = cj , j = 1, . . . , n, 0 ≤ cj ≤ �, (5)

ui(0, t) = γ0
i (t), i ∈ I0

+ = {i|sgn(λi(0, 0, 0, 0)) = 1}, (6)

ui(�, t) = γ�
i (t), i ∈ I�

− = {i|sgn(λi(�, 0, 0, 0)) = −1}. (7)

Додатковi умови на невiдомi лiнiї мають вигляд

vj(sj(t), t) = βj(t), j = 1, . . . , n, (8)

де функцiї α = (α1, . . . , αm), β = (β1, . . . , βn), γ0
i (i ∈ I0

+), γ�
i (i ∈ I�−) i

сталi cj , j = 1, . . . , n, будемо вважати вiдомими. Позначимо w = (u, v) i
запровадимо такi множини:

D(T0, P0) = Π(T0)× {w|w ∈ IRm+n, ‖w‖ ≤ P0},

D1(T0, P0) = [0, T0]× {w|w ∈ IRm+n, ‖w‖ ≤ P0},
D2(T0, P0) = [0, T0]× [0, �]n × {w|w ∈ IRm+n, ‖w‖ ≤ P0},

де P0 > 0 — деяка стала, [0, �]n ∈ IRn. Позначимо:

|u| = max
i
|ui|, |v| = max

j
|vj |, |s| = max

j
|sj |, |w| = max{|u|, |v|}.
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Нехай виконуються наступнi припущення:
A1. В областi D1(T0, P0) при i = 1, . . . , m виконуються рiвностi

sgn(λi(0, t, u, v)) = const, sgn(λi(�, t, u, v)) = const. (9)

A2. Функцiї λi(x, t, w), fi(x, t, w), i = 1, . . . , m, qj(x, t, w), j = 1, . . . , n,
визначенi в областi D(T0, P0), а функцiї rj(x, t, w), j = 1, . . . , n, визначенi
в областi D2(T0, P0). Данi функцiї обмеженi за модулем зверху деякими
сталими Λ, F, Q, R вiдповiдно. Крiм того, функцiї qj(x, t, w), j = 1, . . . , n,
є неперервнi за t.

A3. Iснують невiд’ємнi, сумовнi на [0, T0] (i на [0, �] вiдповiдно) функ-
цiї Λ1(t), Λ2(t), F1(t), F2(t), R1(t), R2(t), Q2(x), (Q2(x) сумовна в квадра-
тi) i майже для всiх t ∈ [0, T0] (x ∈ [0, �]) при (x1, t, w1) ∈ D(T0, P0),
(x2, t, w2) ∈ D(T0, P0), (x1, t, w1) ∈ D2(T0, P0), (x2, t, w2) ∈ D2(T0, P0) (i
при (x, t, w1) ∈ D(T0, P0), (x, t, w2) ∈ D(T0, P0) вiдповiдно) виконуються
нерiвностi

|λi(x1, t, w1)− λi(x2, t, w2)| ≤ Λ1(t)|x1 − x2|+ Λ2(t)|w1 − w2|,
|fi(x1, t, w1)− fi(x2, t, w2)| ≤ F1(t)|x1 − x2|+ F2(t)|w1 − w2|,
|rj(x1, t, w1)− rj(x2, t, w2)| ≤ R1(t)|x1 − x2|+ R2(t)|w1 − w2|,

|qj(x, t, w1)− qj(x, t, w2)| ≤ Q2(x)|w1 − w2|,

(10)

де i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n.
A4. Функцiї λi(x, t, w), fi(x, t, w), i = 1, . . . , m, rj(x, t, w), qj(x, t, w),

j = 1, . . . , n, — вимiрнi в областi D(T0, P0).
З припущень А2–А4 випливає, що функцiї λi(x, t, w), fi(x, t, w), i =

1, . . . , m (i функцiї rj(x, t, w), qj(x, t, w), j = 1, . . . , n) є неперервними в
областi D(T0, P0) за змiнними x, w (за змiнними t, w) для майже всiх
t ∈ [0, T0] (x ∈ [0, �]) i сумовнi за t (за x) на [0, T0] ([0, �]) при фiксованих
x, w (i t, w вiдповiдно). Якщо w : Π(T0) → IRn+m та x : [0, T0] → [0, �] —
неперервнi функцiї, то функцiї λi(x(t), t, w(x(t), t)), fi(x(t), t, w(x(t), t)),
i = 1, . . . , m, rj(x(t), t, w(x(t), t)), j = 1, . . . , n, є також сумовними на
[0, T0].

A5. Виконуються умови узгодження нульового порядку

γ0
i (0) = αi(0), i ∈ I0

+, γ�
i (0) = αi(�), i ∈ I�−. (11)

А6. Функцiї (x, t, u, v) → qj(x, t, u, v), j = 1, . . . , n, не залежать вiд
тих vk, для яких ck �= cj .

А7. Виконуються нерiвностi rj(t, 0, u, v) ≥ 0 при cj = 0 i нерiвностi
rj(t, �, u, v) ≤ 0 при cj = �.
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A8. Iснує невiд’ємна функцiя τ → M(τ), сумовна на [0, �], що вико-
нуються нерiвностi

|qj(x, t, w)| ≤M(x)|v|, j = 1, . . . , n.

Крiм того, будемо вважати, що квадрат функцiї M(τ) є також сумовним.
А9. Функцiї x → αi(x), i = 1, . . . , m, — лiпшицевi зi сталою A1 та

обмеженi за модулем зверху сталою A.
А10. Функцiї t → γ0

i (t) (i ∈ I0
+), t → γ�

i (t) (i ∈ I�−), t → βj(t) —
локально лiпшицевi за t зi сталими Γ1 i B1 вiдповiдно.

А11. Iснують такi сталi ε0 ∈ (0, �) i Λ0 > 0, що всi значення λi(x, t, w)
(i ∈ I0

+) при 0 ≤ x ≤ ε0 i −λi(x, t, w)(i ∈ I�−) при �− ε0 ≤ x ≤ � не меншi,
нiж Λ0, якщо (t, w) ∈ D1(T0, P0).

Запровадимо позначення:

δ = min
j

min {cj , �− cj | cj �= 0, cj �= �} .

Для тих iндексiв j, для яких cj �= 0 i cj �= �, означимо множини:

D0
j = {(x, t) ∈ Π(T )| 0 ≤ x ≤ cj −RT, 0 ≤ t ≤ T},

D�
j = {(x, t) ∈ Π(T )| cj + RT ≤ x ≤ �, 0 ≤ t ≤ T},

Dc
j = Π(T )\(D0

j ∪D�
j) = {(x, t) ∈ Π(T )| cj−RT ≤ x ≤ cj +RT, 0 ≤ t ≤ T}.

Якщо ж iндекс j є таким, що cj = 0 або cj = l, то множини D0
j , D

�
j , D

c
j

задамо рiвностями
D0

j = ∅,

D�
j = {(x, t) ∈ Π(T )| cj + RT ≤ x ≤ �, 0 ≤ t ≤ T},

Dc
j = Π(T ) \D�

j .

Нехай

‖v‖ = max
j

max

{
max
D0

j

(|vj(x, t)|exp(−H(cj −RT − x))), max
Dc

j

|vj(x, t)|,

max
D�

j

(|vj(x, t)|exp(−H(x− cj −RT )))

}
,

‖u‖ = max
Π(T )

|u|, ‖w‖ = max{‖u‖, ‖v‖}, ‖s‖ = max
[0,T ]

|s|.

Точне значення додатної сталої H > 0 вказано нижче в роботi.
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Зауваження 1. Очевидно, що

‖v‖ ≤ max
Π(T )

|v(x, t)|, ‖w‖ ≤ max
Π(T )

|w(x, t)| ≤ ‖w‖exp(H�).

Зауваження 2. Нехай U > 0 — деяка стала. Припустимо, що ‖u‖ ≤
U . За допомогою леми Гронуолла з рiвностей (2), (3) та властивостей
функцiй qj , rj отримуємо такi апрiорнi оцiнки: ‖v‖ ≤ V , ‖s‖ ≤ S, де V ,
S — деякi сталi.

Справдi, з формули (2) i припущення А8 випливає, що

|vj(x, t)| ≤ |βj(t)|+
∣∣∣∣∣
∫ x

sj(t,w)
qj(ξ, t, w(ξ, t))dξ

∣∣∣∣∣ ≤ B +
∫ �

0
M(ξ)|v(ξ, t)|dξ.

Тодi |v(x, t)|≤ B+
∫ �
0 M(ξ)|v(ξ, t)|dξ i, отже, |v(x, t)|≤ B exp

(∫ �
0 M(ξ)dξ

)
.

Враховуючи зауваження 1, з отриманої нерiвностi дiстаємо потрiбний ре-
зультат. Оцiнки для функцiй sj отримуємо аналогiчними мiркуваннями.

Розглянемо простiр IE неперервних функцiй w : Π(T ) → IRm+n, w =
(u, v), причому функцiї (x, t) → u(x, t) будемо вважати лiпшицевими за
x, t, а функцiї (x, t) → v(x, t) — лiпшицевими за x. Нехай IE0(T ) — куля
‖w‖ ≤ P0 в цьому просторi, P0 = max{U, V }.

Через IE1(T, L) позначимо множину функцiй (u, v) ∈ IE0(T ) таких,
що сталi Лiпшиця для функцiї (x, t) → u(x, t) (за x, t) i для функцiї
(x, t) → v(x, t) (за x) є обмеженими зверху сталою L > 0.

Для кожного i = 1, . . . , m розв’язок задачi

dx

dt
= λi(x, t, w(x, t)), x(t̆) = x̆, w ∈ IE0(T ), (12)

будемо називати характеристикою i-ої сiм’ї, що вiдповiдає функцiї w,
цю характеристику позначатимемо через ϕi(t; x̆, t̆, w). Для j = 1, . . . , n
розв’язок задачi

dsj

dt
= rj(t, s(t), w(sj(t), t)), sj(0) = cj , w ∈ IE0(T ), (13)

позначатимемо через sj(t; w) i називатимемо j-ою внутрiшньою межею.
Згiдно з припущеннями А2–А4 та за умови, що w ∈ IE0(T ), функцiї

λi, rj задовольняють умови Каратеодорi, а тому для кожного i = 1, . . . , m
(вiдповiдно, для кожного j = 1, . . . , n) iснує єдиний узагальнений, тобто
абсолютно неперервний розв’язок задачi (12) (вiдповiдно, задачi (13)),
який можна продовжити до межi прямокутника Π(T ).
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Зауваження 3. Якщо

T ≤ 1
R

min
{

min
j;cj 
=0

cj , �− max
j;cj 
=�

cj

}
:=

1
R

δ,

то розв’язок задачi (13) досягає межi t = T .
Справдi, ∣∣∣∣∫ t

0

dsj

dτ
dτ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ t

0
rj(τ, s(τ), w(sj(τ), τ))dτ

∣∣∣∣ .
Тодi cj − RT ≤ sj(t; w) ≤ cj + RT . Враховуючи властивостi функцiй rj ,
отримаємо

min
j;cj 
=0

cj −RT ≤ |s| ≤ max
j;cj 
=�

cj + RT.

Таким чином, якщо

min
j;cj 
=0

cj −RT ≥ 0, max
j;cj 
=�

cj + RT ≤ �,

то розв’язок задачi (13) досягає межi t = T . Звiдси отримуємо потрiбне
твердження.

Через χi(x̆, t̆, w) позначимо найменше значення аргумента t, для яко-
го визначений розв’язок ϕi(t; x̆, t̆, w).

Для i = 1, . . . , m запровадимо множини

Πα
i (w) = {(x, t) ∈ Π(T )|χi(x, t, w) = 0},

Π0
i (w) = {(x, t) ∈ Π(T )|χi(x, t, w) > 0, ϕi(χi(x, t, w); x, t, w) = 0},

Π�
i(w) = {(x, t) ∈ Π(T )|χi(x, t, w) > 0, ϕi(χi(x, t, w); x, t, w) = �}.

Для i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n позначимо

Ri[w](x, t) =

=

⎧⎨⎩
αi(ϕi(0; x, t, w)), i = 1, m, (x, t) ∈ Πα

i (w),
γ0

i (χi(x, t, w), u(0, χi(x, t, w))), i ∈ I0
+, (x, t) ∈ Π0

i (w),
γ�

i (χi(x, t, w), u(�, χi(x, t, w))), i ∈ I�−, (x, t) ∈ Π�
i(w),

(14)

Ii[w](x, t) =
∫ t

χi(x,t,w)
fi(ϕi(τ ; x, t, w), τ, w(ϕi(τ ; x, t, w), τ))dτ, (15)

Ai[w](x, t) = Ri[w](x, t) + Ii[w](x, t), i = 1, . . . , m, (16)
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Bj [w](x, t) = βj(t) +
∫ x

sj(t;w)
qj(ξ, t, w(ξ, t))dξ, j = 1, . . . , n. (17)

Означення. Неперервну функцiю w = (u, v) : Π(T ) → IRm+n, яка
задовольняє систему{

ui(x, t) = Ai[w](x, t), i = 1, . . . , m,
vj(x, t) = Bj [w](x, t), j = 1, . . . , n,

(18)

де u — лiпшицева за x, t, а v — лiпшицева за x, будемо називати уза-
гальненим неперервним розв’язком задачi (1)–(8).

3. IСНУВАННЯ ТА ЄДИНIСТЬ ГЛОБАЛЬНОГО
РОЗВ’ЯЗКУ

Умови локальної розв’язностi задачi (1)–(8) встановлено у працi [3]. До-
ведемо наступне твердження.

Теорема 1. Якщо виконуються припущення А1–А11, то в прямо-
кутнику Π(T0) може iснувати не бiльше одного неперервного узагаль-
неного розв’язку задачi (1)–(8).

Доведення. Зауважимо, що узагальнений неперервний розв’язок
o
w (x, t) задачi (1)–(8) в прямокутнику Π(T0) є узагальненим неперерв-
ним розв’язком такої задачi в будь-якому прямокутнику [0, �] × [t1, t2],
де 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T0, причому початкова умова має вигляд

u(x, t1) =
o
u (x, t1), i cj = sj(t1;

o
w).

Припустимо тепер, що iснує точка (x0, t0) ∈ Π(T0), така, що w1(x0, t0) �=
w2(x0, t0), де w1(x, t), w2(x, t) — два узагальненi розв’язки задачi (1)–
(8). Розглянемо множину M = {t|w1(x, t) �= w2(x, t)}. Нехай t∗ = inf M.
Тодi t∗∈̄M, оскiльки в протилежному випадку з неперервностi w1, w2

величина t∗ не могла би бути точно нижньою межею, тому w1(x, t∗) =
w2(x, t∗) для x ∈ [0, �].

З iншого боку, оскiльки t∗ — точна нижня межа, то для будь-якого
ε > 0 знайдеться точка (x, t) така, що w1(x, t) �= w2(x, t), 0 < t − t∗ < ε.
Переносячи вiдлiк часу в t∗ i використовуючи зауваження, зроблене на
початку доведення, отримуємо суперечнiсть з iснуванням областi [0, �]×
[t∗, T ], в якiй оператор S2(S = (A1, . . . ,Am,B1, . . . ,Bn)) є стиском [3],
що завершує доведення.

Розглянемо питання про глобальну розв’язнiсть задачi (1)–(8).
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Через ĨE(T ) позначимо пiдпростiр простору IE(T ), що складається
з функцiй w(x, t) = {u(x, t), v(x, t)}, неспадних за аргументом x, через
ĨE1(T, L) позначимо вiдповiдний пiдпростiр простору IE1(T, L), i нехай

ĨE2(T, L, P ) = {w ∈ ĨE1(T, L) | max{‖v(x, t)‖, ‖u(x, t)− α(x)‖} ≤ P}.

Вважатимемо, що всi функцiї λi, fi, qj , rj визначенi в D(T0,∞) =
Π(T0)× IRm+n i для кожного P0 > 0 виконуються припущення А1–А11,
а також припущення:

В1. Функцiї λi(x, t, u, v), i = 1, . . . , m, — неспаднi за x, u, v для кожно-
го фiксованого t.

B2. Функцiї αi(x), i = 1, . . . , m, — неспаднi.
В3. Функцiї γ0

i (t) (i ∈ I0
+) — незростаючi, а функцiї γ�

i (t) (i ∈ I�−) —
неспаднi за t.

В4. Функцiї fi(x, t, u, v), i = 1, . . . , m, — неспаднi за x, u, v для кожно-
го фiксованого t, причому

fi(x, t, u, v) ≥ 0, i ∈ I0
+, (x, t, u, v) ∈ D(T0,∞),

fi(x, t, u, v) ≤ 0, i ∈ I�
−, (x, t, u, v) ∈ D(T0,∞),

якщо ж i /∈ I0
+ ∪ I�−, то на знак fi(x, t, u, v) обмеження не накладаються.

В5. Функцiї qj(x, t, u, v), j = 1, . . . , n, — невiд’ємнi при (x, t, u, v) ∈
D(T0,∞).

В6. Iснує така невiд’ємна неперервна на max{[0, T0]; [0, �]} функцiя
M̃(t), що в областi D(T0,∞) виконуються нерiвностi

|fi(x, t, u, v)| ≤ M̃(t)|w|, |rj(s, t, w)| ≤ M̃(t)|s|, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n.

Крiм того, нехай функцiя M(τ) з припущення А8 є неперервною.
В7. Функцiї Λ1(t), Λ2(t), F1(t), F2(t), R1(t), R2(t), Q2(x) є обмеженими

зверху сталими Λ1, Λ2, F1, F2, R1, R2, Q2 вiдповiдно.

Лема 1. Для кожного i = 1, . . . , m нехай ϕi(τ ; x1, t, w), ϕi(τ ; x2, t, w)
— два узагальненi (в розумiннi Каратеодорi) розв’язки задачi

(ϕi)′τ = λi(ϕi(τ ; xj , t, w), τ, w(ϕi(τ ; xj , t, w), τ)), ϕi(t; xj , t, w) = xj ,

j = 1, 2, w ∈ ĨE(T0),

визначенi на вiдрiзку [a, t], a = max{χi(x1, t, w), χi(x2, t, w)}. Тодi спра-
ведлива нерiвнiсть

|ϕi(τ ; x1, t, w)− ϕi(τ ; x2, t, w)| ≤ |x1 − x2|. (19)
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Доведення. Нехай для визначеностi x1 < x2. Якщо оцiнка (19) не-
правильна, то iснує таке значення t1 ∈ [a, t], що

ϕi(t1; x2, t, w)− ϕi(t1; x1, t, w) > x2 − x1, (20)

до того ж, оскiльки характеристики однiєї сiм’ї не перетинаються, то

ϕi(τ ; x2, t, w) > ϕi(τ ; x1, t, w).

Враховуючи монотоннiсть функцiй λi(x, t, w), w(x, t), для τ ∈ [t1, t] отри-
муємо, що

λi(ϕi(τ ; x1, t, w), τ, w(ϕi(τ ; x1, t, w), τ)) ≤

≤ λi(ϕi(τ ; x2, t, w), τ, w(ϕi(τ ; x2, t, w), τ)).

Оскiльки t1 < t, то

ϕi(t1; x2, t, w)− ϕi(t1; x1, t, w) =

= x2 − x1 −
∫ t

t1

[λi(ϕi(τ ; x2, t, w), τ, w(ϕi(τ ; x2, t, w), τ))−

−λi(ϕi(τ ; x1, t, w), τ, w(ϕi(τ ; x1, t, w), τ))]dτ ≤ x2 − x1,

що суперечить нерiвностi (20). Лему доведено.

Наслiдок 1. З леми 1 отримуємо, що Π�
i(w) ∩ Π0

i (w) = ∅, тому
I0
+ ∩ I�− = ∅ в Π(T0).

Лема 2. Якщо w ∈ ĨE2(T, L, P ), то функцiя S[w](x, t) є неспадною
за x.

Доведення. Нехай (x1, t), (x2, t) ∈ Πα
i (w) i нехай для визначеностi

x1 < x2, тодi

Ai[w](x1, t)− Ai[w](x2, t) = αi(ϕi(0; x1, t, w))−

−αi(ϕi(0; x2, t, w)) +
∫ t

0
[fi(ϕi(τ ; x1, t, w), τ, w(ϕi(τ ; x1, t, w), τ))−

−fi(ϕi(τ ; x2, t, w), τ, w(ϕi(τ ; x2, t, w), τ))]dτ.

Оскiльки x1 < x2, то ϕi(0; x2, t, w) > ϕi(0; x1, t, w), то згiдно з припущен-
ням В2 маємо

αi(ϕi(0; x1, t, w))− αi(ϕi(0; x2, t, w)) ≤ 0.
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Застосовуючи припущення В4, отримуємо

Ai[w](x1, t)− Ai[w](x2, t) ≤ 0. (21)

Нехай тепер (x1, t), (x2, t) ∈ Π0
i (w), x1 < x2. Тодi χi(x1, t, w) > χi(x2, t, w)

i згiдно з припущенням В3 маємо

Ri[w](x1, t)−Ri[w](x2, t) = γ0
i (χi(x1, t, w))− γ0

i (χi(x2, t, w)) ≤ 0.

Далi, оскiльки (x1, t), (x2, t) ∈ Π0
i (w), то i ∈ I0

+, i згiдно з припущенням
В4 отримуємо

Ii[w](x1, t)− Ii[w](x2, t) =

=
∫ t

χi(x1,t,w)
[fi(ϕi(τ ; x1, t, w), τ, w(ϕi(τ ; x1, t, w), τ))−

−fi(ϕi(τ ; x2, t, w), τ, w(ϕi(τ ; x2, t, w), τ))]dτ−

−
∫ χi(x1,t,w)

χi(x2,t,w)
fi(ϕi(τ ; x2, t, w), τ, w(ϕi(τ ; x2, t, w), τ))dτ ≤ 0.

Отже, при (x1, t), (x2, t) ∈ Π0
i (w) i x1 < x2 маємо

Ai[w](x1, t)− Ai[w](x2, t) ≤ 0. (22)

Аналогiчно доводимо нерiвнiсть (22) для (x1, t), (x2, t) ∈ Π�
i(w).

Нехай тепер (x1, t) ∈ Π0
i (w), (x2, t) ∈ Πα

i (w), x1 < x2. Аналогiчно
розглядаємо випадок, коли x1 < x2, (x1, t) ∈ Πα

i (w), (x2, t) ∈ Π�
i(w).

Випадок x1 < x2, (x1, t) ∈ Πα
i (w), (x2, t) ∈ Π0

i (w) є неможливим.
У розглядуваному випадку, очевидно, iснує така точка (x3, t), що 0 =

ϕi(0; x3, t, w), крiм того, x1 ≤ x3 ≤ x2. Враховуючи це, а також попереднi
результати, отримуємо потрiбну нерiвнiсть

Ai[w](x1, t) ≤ Ai[w](x3, t) ≤ Ai[w](x2, t). (23)

Нехай (x1, t) ∈ Π0
i (w), (x2, t) ∈ Π�

i(w), x1 < x2. Запроваджуючи про-
мiжну точку (x3, t) ∈ Πα

i (w) (iснування такої точки випливає з наслiдку
1) i використовуючи оцiнку (23), отримуємо

Ai[w](x1, t) ≤ Ai[w](x3, t) ≤ Ai[w](x2, t).

Ця нерiвнiсть завершує доведення того, що функцiя A[w](x, t) є неспа-
дною за x.
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Аналогiчно, з формули (17) випливає, що при виконаннi умови В5,
функцiя B[w](x, t) — неспадна за x. Лему доведено.

Лема 3. Нехай w(x, t) = {u(x, t), v(x, t)} — неперервний в Π(T0) лiп-
шицевий за x розв’язок рiвняння w = Sw. Тодi при виконаннi припу-
щень А8 i В6, а також умов зауваження 3, справедлива наступна апрi-
орна оцiнка розв’язку

‖u(x, t)‖ ≤ C, (24)

‖v(x, t)‖ ≤ B exp
(∫ �

0
M(ξ)dξ

)
, (25)

‖w(x, t)‖ ≤ max
{

C, B exp
(∫ �

0
M(ξ)dξ

)}
, (26)

де C — деяка додатна стала.

Доведення. У Π(T0) виконується нерiвнiсть

|v(x, t)| ≤ B exp
(∫ �

0
M(ξ)dξ

)
, (27)

з якої випливає оцiнка (25). Якщо u(x, t) — неперервний в Π(T0) розв’я-
зок рiвняння u(x, t) = A[w](x, t), то, застосовуючи припущення В6 i фор-
мулу (27), отримаємо

|ui(x, t)| ≤ max{Γ, A}+
∫ t

0
|fi(ϕi(τ ; x, t, w), τ, w(ϕi(τ ; x, t, w), τ))|dτ ≤

≤ max{Γ, A}+
∫ t

0
M̃(τ)|w(ϕi(τ ; x, t, w), τ)|dτ = max{Γ, A}+

+
∫ t

0
M̃(τ) max{|u(ϕi(τ ; x, t, w), τ)|; |v(ϕi(τ ; x, t, w), τ)|}dτ ≤ max{Γ, A}+

+
∫ t

0
M̃(τ)

(
|u(ϕi(τ ; x, t, w), τ)|+ B exp

(∫ �

0
M(ξ)dξ

))
dτ = max{Γ, A}+

+B exp
(∫ �

0
M(ξ)dξ

)∫ T0

0
M̃(τ)dτ +

∫ t

0
M̃(τ)|u(ϕi(τ ; x, t, w), τ)|dτ.

Перейдемо до максимуму за всiма i, а потiм до максимуму за всiма
(x, t) ∈ Π(T0) i застосуємо лему Гронуолла. Таким чином, отримуємо
потрiбний результат зi сталою C, яка обчислюється за формулою

C = max{Γ, A}+ B exp
(∫ �

0
M(ξ)dξ

)∫ T0

0
M̃(τ)dτe

∫ T0
0 M̃(τ)dτ .
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Лема 4. Для розв’язку sj(t; w), j = 1, . . . , n, задачi (13) справедлива
оцiнка

max
j
|sj(t; w)− cj | ≤ �

∫ t

0
M̃(τ)dτe

∫ t
0 M̃(τ)dτ . (28)

Доведення. Iз формули (3) випливає, що∣∣∣∣∫ t

0

dsj

dτ
dτ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ t

0
rj(τ, s(τ), w(sj(τ), τ))dτ

∣∣∣∣ ≤ ∫ t

0
M̃(τ)|s(τ ; w)|dτ ≤

≤ max
j

cj

∫ t

0
M̃(τ)dτ +

∫ t

0
M̃(τ) max

j
|sj(τ ; w)− cj |dτ.

Переходячи в лiвiй частинi нерiвностi до максимуму за j, отримаємо

max
j
|sj(t; w)− cj | ≤ max

j
cj

∫ t

0
M̃(τ)dτ +

∫ t

0
M̃(τ) max

j
|sj(τ ; w)− cj |dτ.

Застосовуючи до попередньої нерiвностi лему Гронуолла, отримуємо

max
j
|sj(t; w)− cj | ≤ max

j
cj

∫ t

0
M̃(τ)dτe

∫ t
0 M̃(τ)dτ .

Лему доведено.

Теорема 2. При виконаннi вказаних вище припущень iснує єдиний
у всьому Π(T0) неперервний узагальнений розв’язок задачi (1)–(8), i, до
того ж, вiн є неспадною функцiєю змiнної x.

Доведення. Сталу Лiпшиця функцiї w(x, t) за змiнною x позначи-
мо через L1, а через Λ1, Λ2, F1, F2, R1, R2, Q2 — максимуми на [0, T0] i
[0, �] функцiй Λ1(t), Λ2(t), F1(t), F2(t), R1(t), R2(t), Q2(x) вiдповiдно. Бу-
демо вважати, що виконується нерiвнiсть LT < 1. Виберемо тепер,
згiдно з лемою 3, деяке P0 > max

{
C, Be

∫ �
0 M(ξ)dξ

}
i позначимо P =

P0 − max
{

C, Be
∫ �
0 M(ξ)dξ

}
. Доведемо, що для деяких T 1 > 0, L1 > 0 i

H > 0 оператор S є стискуючим вiдображенням кулi ĨE2(T 1, L1, P ) в
себе.

За лемою 2 функцiя S[w](x, t) є неперервною i неспадною за x, а
функцiя A[w](x, t) в Π(T 1) задовольняє умову Лiпшиця за x зi сталою

LA
1 = A1 + Λ−1

0 Γ1 + (F1 + L1
1F2)T 1 + FΛ−1

0 . (29)
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Крiм того, в Π(T 1) функцiя B[w](x, t) задовольняє умову Лiпшиця за x
зi сталою Q. Таким чином, сталою Лiпшиця за x функцiї S[w](x, t) буде
число

LS
1 = A1 + Λ−1

0 Γ1 + (F1 + L1
1F2)T 1 + FΛ−1

0 + Q. (30)

Сталою Лiпшиця за t функцiї A[w](x, t) можна вважати число

LA
2 = max{1, Λ}LA

1 + F.

Зауважимо тепер, що з припущення В6 випливає, що виконується
нерiвнiсть

B + 2QRT 1 + max
0≤x≤�

M(x)P0H
−1 ≤ P. (31)

Тому, якщо

B + 2QRT 1 + max
0≤x≤�

M(x)P0H
−1 ≤ P, (A1Λ + Γ1 + F )T 1 ≤ P, (32)

то з оцiнки (31) випливають такi нерiвностi:

‖S[w](x, t)− α(x)‖ ≤ P, ‖S[w](x, t)‖ ≤ P0.

Виберемо тепер сталi T 1, LS
1 , H так, щоб разом з нерiвностями (32) ви-

конувалась оцiнка

L1
1 ≥ LS

1 = A1 + Λ−1
0 Γ1 + (F1 + L1

1F2)T 1 + FΛ−1
0 + Q. (33)

Для цих сталих T 1, LS
1 , H оператор S вiдображає простiр ĨE2(T 1, L1, P )

в себе.
Розглянемо тепер стискуючi властивостi оператора S. Iз припущення

В7 отримуємо, що для w1, w2 ∈ ĨE2(T 1, L, P ) виконується нерiвнiсть

‖S[w1](x, t)−S[w2](x, t)‖ ≤ κ‖w1 − w2‖, (34)

де

κ = κ̃ + (QM̃3T
1 + 2Q2RT 1 + Q2H

−1), M̃3 = R2e
(R1+LR2)T 1+H�,

κ̃ = ([A1 + Γ1Λ−1
0 + (F1 + LF2)T 1 + FΛ−1

0 ]Λ2e
H�+(Λ1+LΛ2)T 1

+ F2e
H�)T 1.

Припустимо тепер, що виконується наступна умова:
В8. Нехай для функцiй rj , j = 1, . . . , n, функцiя M̃(t) задовольняє

наступну рiвнiсть: M̃(t) = pt, де стала p > 0 буде вказана нижче.
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Якщо виконується припущення В8, то з леми 4 отримаємо

max
j
|sj(t; w)− cj | ≤ �

∫ t

0
pτdτe

∫ t
0 pτdτ = �

pt2

2
e

pt2

2 ≤ �
pT 2

0

2
e

pT2
0

2 . (35)

Позначимо h(p) = �
pT 2

0
2 e

pT2
0

2 . Тодi для довiльного δ > 0, означеного в
п. 1, iснує таке p > 0 (досить мале), що h(p) < δ.

Тодi розв’язок задачi (13) не виходить за межi x = 0 i x = � областi
Π(T0), а рiвняння (17) будуть мати сенс в усьому прямокутнику Π(T0).
(Зауважимо, що враховуючи властивостi функцiї rj(x, t, w), j = 1, . . . , n
при cj = 0 i cj = � це твердження також буде виконуватися).

Замiнимо тепер в означеннi множин D0
j , D�

j , Dc
j , а також в означеннi

норми v всi добутки RT на h(p). Означена таким чином норма v, а також
областi D0

j , D�
j , Dc

j не будуть залежати вiд T .
Враховуючи всi попереднi зауваження для оператора B, для w1, w2 ∈

IE2(T, L, P ) справджується оцiнка

‖B[w1](x, t)−B[w2](x, t)‖ ≤ (QM3 + 2Q2h(p) + Q2H
−1)‖w1 − w2‖.

Тому у формулi (34) можна покласти

κ = κ̃ + (QM̃3T
1 + 2Q2h(p) + Q2H

−1). (36)

Крiм того, при виконаннi цих припущень перша з нерiвностей (32)
набуде такого вигляду

B + 2Qh(p) + max
0≤x≤�

M(x)P0H
−1 ≤ P.

Таким чином, при досить малих T 1 > 0, p > 0 i досить великому H >
0 оператор S є стиском, тому задача (1)–(8) має єдиний неперервний
узагальнений розв’язок для деякого T 1.

Далi будемо будувати розв’язок в усьому Π(T0) кроками за t, вико-
ристовуючи при цьому на кожному кроцi доведену частину теореми 2,
а саме, якщо T 1 < T0, то перенесемо початковий момент часу в точку
t = T 1, приймаючи при цьому замiсть α(x) розв’язок u(x, t), отриманий
на попередньому кроцi в точцi t = T 1 (в даному випадку роль сталої
A1 буде вiдiгравати L1

1), а замiсть c2
j — значення функцiї sj(t; w) при

t = T 1 (при цьому жодних нових обмежень на функцiю qj(x, t, w) не на-
кладаємо, оскiльки тепер норма v не залежить вiд Tn, а згiдно з (35),
для всiх vk, для яких ck = cj , розв’язок задачi (13) не виходить за ме-
жi областi Dc

j i тому всi оцiнки зробленi для оператора B залишаються
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вiрними). Застосувавши тепер доведену частину теореми 2, знову отри-
маємо розв’язок задачi (1)–(8) для деяких T 2, L2 при тих же P, P0. Далi,
якщо T 1 +T 2 < T0, то проробляємо цю процедуру знову i т.д. Оскiльки з
кожним таким кроком величина сталої Лiпшиця зростає (див.(33)), а ве-
личина Tn — обернено пропорцiйна до L, то отримуємо, що таким чином

можна побудувати розв’язок в областi [0, �]× [0, T ∗], де T ∗ =
∞∑

n=1
Tn.

Покажемо, що при зроблених припущеннях можна вибрати значення
Tn i Ln таким чином, що цей ряд буде розбiжним, тодi розв’язок задачi
(1)–(8) можна побудувати для довiльного досить великого T0.

З проведених мiркувань випливає, що на n-ому кроцi повиннi вико-
нуватися наступнi нерiвностi

h(p) < δ, LnTn < 1, TnΛ1Λ < Λ0, 2ΛTn < �,

([Ln−1 + Γ1Λ−1
0 + (F1 + LnF2)Tn + FΛ−1

0 ]Λ2e
H�+(Λ1+LnΛ2)T n

+ F2e
H�)Tn+

+(QM̃3T
n + 2Q2h(p) + Q2H

−1) < 1,

B + 2Qh(p) + max
0≤x≤�

M(x)P0H
−1 ≤ P, (Ln−1Λ + Γ1 + F )Tn ≤ P,

Ln ≥ Ln−1 + Λ−1
0 Γ1 + (F1 + LnF2)Tn + FΛ−1

0 + Q. (37)

Крiм того, нехай виконується нерiвнiсть F̃ Tn < 1, де F̃ = max{F1, F2}.
Покладемо тепер з врахуванням нерiвностi LnTn < 1:

L0 = A1,

Ln = Ln−1+Λ−1
0 Γ1+F̃ +1+FΛ−1

0 +Q = A1+n(Λ−1
0 Γ1+F̃ +1+FΛ−1

0 +Q).

Позначимо:
M̃ = eH� max

{
eΛ1T0+Λ2 , eR1T0+R2

}
,

c1 = QM̃ + F2e
H� + M̃Λ2(Γ1Λ−1

0 + 1 + F̃ + FΛ−1
0 ),

c2 = Λ−1
0 Γ1 + F̃ + 1 + FΛ−1

0 + Q

i виберемо сталi p i H так, щоб виконувались нерiвностi:

h(p) < δ, B + 2Qh(p) + max
0≤x≤�

M(x)P0H
−1 ≤ P,

2Q2h(p) < 1/3, Q2H
−1 < 1/3.

Тодi частина нерiвностi (37) набуває вигляду

Tn <
1
F̃

, Tn <
1

Ln
, Tn <

�

2Λ
, Tn <

Λ0

Λ1Λ
,
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Tn <
1

3[c1 + M̃Λ2(A1 + (n− 1)c2)]
, Tn <

P

c3 + Λ(A1 + (n− 1)c2)
,

де c3 = Γ1 + F . Отже, замiсть Tn можна взяти

Tn =
c4

A1 + nc5 + c6
, (38)

де

c4 = min
{

1
F̃

,
�

2Λ
,

Λ0

Λ1Λ
,

1
3M̃Λ2

,
P

Λ

}
,

c5 = c2, c6 = max
{

0,
c1

M̃Λ2

− c2,
c3

Λ
− c2

}
,

а ∞∑
n=1

Tn =
∞∑

n=1

c4

A1 + nc5 + c6
= +∞.

Оскiльки число T0 — скiнченне, то побудований таким способом розв’я-
зок буде iснувати в цiлому Π(T0), що й завершує доведення теореми 2.

Глобальна єдинiсть розв’язку задачi (1)–(8) випливає з теореми 1.

Наслiдок 2. Нехай задача (1)–(8) розглядається на [0,∞), причому
виконуються всi попереднi припущення на кожному скiнченному вiдрiз-
ку [0, T0], T0 > 0. Тодi iснує єдиний узагальнений неперервний розв’язок
задачi (1)–(8) на всьому iнтервалi 0 ≤ t <∞.

Автор висловлює подяку професору А. Фiлiмонову за поради та за-
уваження.
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SUFFICIENT CONDITIONS FOR GLOBAL CONTINUOUS
SOLVABILITY OF THE FREE BOUNDARY PROBLEM FOR
DEGENERATE QUASILINEAR HYPERBOLIC SYSTEM

Volodymyr KYRYLYCH

Ivan Franko National University of Lviv,
1 Universytetska Str., Lviv 79000, Ukraine

Applying method of characteristics and method of contraction mapping,
the sufficient conditions were provided under which free boundary Vallée
Poussin problem for degenerate quasilinear hyperbolic system of first-order
equations will have single generalized continuous solution over the whole
time length.




