Dr. JULIAN BOHACEVSKYJ (Stryj)

Transformation der Laplaces’chen Differentialgleichung im
n-Dimensionalen auf generelle Koordinaten.

Es seien n zueinander ortogonale n-dimensionale Gebilde gegeben:
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Jo () 25 g 0) = Qg
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Nach Anflésung nach x,,2,...25 erbhalten wir:
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Die Ortogonalititshedingungen sind:
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oder auch:
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90, 3¢5 , 00, 905 . _}_601 90y _ 1091 005 _ 0
dx, bx, | Oz, O 0y Oz, aax. i 4

00n1 0¢n | 00u1 B0n | 00a1 Bou _ Q01 O0n _
dx, 0x, oxy 0x, ' "' Oxn Oa i Oxi O2i .

Es sei nun die Potentia.lgleichung gegeben :
ooy

2
47= "+0x2 Y

-0 )

und diese Gleichung moge auf generalisierte n-dimensionale Koordinaten
transformiert werden. Die neuen Koordinaten seien ¢, ¢,...¢x und sie
mogen mit den Koordinaten z, x,...xa durch die Glelchungen (1) und
(2) verkniipft sein, Wir haben nun mfolge 2):
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Addieren wir die n Gleichungen (7) und beriicksichtigen die Orto-
gonahtatsbedmgungen (4), so erhalten wir:
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Dabei bedeuten A,(¢)) und 4,(¢;) die verallgemeinerten Lamé- schen
leferentmlparametel

sy = (L ) (ax,) () @

A= XL Lo O (10)

O, 0,2 T Bt
Diese Differentialparameter berechnen wir wie folgt:
Durch Differentiation der Gleichungen (2) nach z, erhalten wir:
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ap, agu
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Multiplizieren wir nun die erhaltenen Gleichungen bzw, mit
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und addieren mit Beriicksichtigung von (3), so ergibt
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891) ...+ T | o, — e, und analog
09y 0ga)] %0y _ 29,
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Quadrieren wir und addieren diese Gleichungen, so ergibt sich
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und hieraus
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Fiihren wir noch die Bezeichnung ein:
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dann bekommen die Gleichungen (13) die Form:
1 1 1
Aled =g Ales) = g Aled = (13a)

Die Parameter 4,(g;) berechnen wir nach Lamé wie folgt: mit
Hilfe der Bezeichnungen (18a) erhilt die Identitit (8) die Form:

10V, 10V 19V (8a)

Az(V)=EW+I_{;@+ +Hag=+A(‘)_

+4 (92) + -t 4 (e n)
In dieser Identitit setzen wir der Rethe nach: V=g, V=g,,.. V=g
Es ergibt sich
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Daraus konnen wir schon A4,(p) bérechnen. Multiplizieren wir
namlich (14) bzw. durch aw‘, g—gﬁ g—% und addieren, so ergibt sich
1 1

mit Riicksicht auf (3)

0%q: dqy 1~ 0% 0;
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1 aquaql
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Nun ist aber
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und

v 091 0*qs _ 1 0H, (163)
i 00, 00,F 2 D,

Differenzieren wir wieder die erste der Gleichungen (3) nach g,,
so ergibt sich
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Hiemit ist;
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+

By(01) = T 2H*9p, " 2H,H, g, (a7
o e T g
oder 4,(0)=— 5%{_1 3%1 (lgHgH—Ii..l'/:)
Analog Ay (0y) = — 2%1, % (Zglﬁ) . (18)

J— 1 a Hu
A0 =~ 577 50 (9 H)

Um nun negative Vorzeichen durch positive zu ersetzen und den’
Nenner 2 fortzuheben, setzen wir noch

1 1 1
H, =Kgr H, =Er~- Hﬂ"":h—ngﬂ'

dadurch erhalten die Gleichungen (18) die Form:
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und die Gleichung (8) die ,Form
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Hiemit erhilt die Gleichung (8) endlich die Form:

_ o b ov
bV =htwte | (T ) &

o/ h aV\, 0 hy OV
+ 55; (}'l hS"' hn a?g + v .‘+ 3011 (hl hz... hn—l agn)]

Die Anwendung der letzterhaltenen Gleichung auf n-dimensionale
Kugelkoordinaten und ihre Lésung bleibe einer besonderen Arbeit vor-
behalten,




