Die Grundformeln zur Integration der Gleichungen mit par-
tiellen Ableitungen 1. und 2. Ordnung mit mehreren abhingigen
und unabhidngigen Variablen.

Dritter Teil?d).
von M. K. Kurenskyj (Kourensky).

XIII. In folgenden 4 Abschnitten XII-XVI wurden
ausfiihrliche Formeln der vom Verfasser verallgemei-
nerten Jacobi'schen Integrationsmethode von nichtline-
aren Gleichungen mit partiellen Ableitungen 1. Ordnung
mit 2 unbekannten Funktionen von 3 und 4 Argumenten,
sowie auch mit 3 unbekannten Funktionen von 2 und 3
Argumenten vorgefiithrt; die Aufgabe reduziert sich zur
Integration eines Systemes von linearen Gleichungen
mit nur einer unbekannten Funktion. Das erlaubt uns ohne
prinzipielle Schwierigkeiten entsprechende Formeln in Falle von 3 und
mehr unbekannten Funktionen mit 4 oder mehr Argumenten zu bekom-
men und die Konstruktion dieser Formeln kennen zu lernen. Wir be-
merken dazu, dass der schwierigste von den Anwendungen der Theorie
zur Losung der Aufgaben z. B. der Differentialgeometrie und dazu auch
der am meisten komplizierte Fall, welcher in dieser Geometrie vorkommt,
der Fall der Gleichungen 1. Ordnung von 3 unbekannten Funktionen

1) Vgl. die Arbeiten des Verfassers in den Sitzungsberichten der math.-
naturw.-drztl. Sektion, Heft XI, 1929 (die Drucktehler: Heft X1I, 1930),
wo der Verfasser den 1. Theil der Arbeit ,Die Grundformeln..%
und den Sitzungsberichten..., Heft XVIII, 1933, wo derselbe den II. Teil
behandelt. Im II. Teile wurde auch die entsprechende Literatur zu den
beiden Teilen angefiihrt.

Im vorliegenden III. Teil wurden die Formeln, welche sich auf die
Arbeiten der Verfassers in folgenden Zeitschriften und besonderen Aus-
gaben: Bulletin de I'Académie de Belgique, XIX, 5, 7, 1933 ; XX, 7, 11,
1934 ; XXI, 12, 1935; XXII, 2, 1936; 1937 (sous presse); Comptes
Rendus (Doklady) de I’Acad. des Sc. de I'URSS, X, 6, 1936; XIV, 4,
1937; Communications de la Soc. Math. de Kharkow, t. VI, 1933;
t. XII, 1934, Verhandlungen des Intern. Math. Kongresss Ziirich, Bd. II,
1932; M. Kourensky - Equations différentielles, livre 2, Ch. IX, §77;
Ch. X, 8§ 78- 90 (en russe) beziehen, zusammengestellt In diesen Arbeiten
finden sich auch einige geometrische Anwendungen; dieselben wurden
in allen Teilen von ,den Grundformeln..® fortgelassen.

Weitere Teile (IV-V) erscheinen demnichts in folgenden Binden
der Sammelschrift der Sevienko - Gesellschaft.
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mit 3 unabhiingigen Variablen ist. Im vorletzten XVII Abschnitt
wurde die Verallgemeimerung der Charpit-Lagrange’
schen Integrationsmethode der nichtlinearen Gleichun-
gen, und im letzten XVIII Abschnitt zwei neue Integra-
tionsmethoden derlinearen Gleichungen von n unbekann-
ten Funktionen mit m unabhingigen Variablen darge-
stellt. ‘Die ganze Theorie des dritten Teiles wurde auf 5 BeisPitﬁen
erlantert.

" Im Falle der Integration eines Systems von 3 unab-
hingigen Gleichungen mit 3 Funktionen 22,2 von 2
unabhingigen Variablen =, y,

Fixy 2,2 p0p,¢9¢)=0 (1=1,2,3) M
fiibrt das Adiungeren einer neuen Gleichung
D(x,y.22,2p,¢p,¢,p¢)=0 (2)

zu den Involutionsbedingungen der Nullgleichheit aller Determinanten
8 Ordnung der Matrix:

av 20 0P 30 2@ W0 W, o
de dp ap* ap" o9g o9g° ”

aF, oF, oF, Ry oF, OF, 3 o o o
dx dp op' op* o9¢ oy ag”

aF, oF, oF, oF, oFy oF, 0F, o o
de 9p op' 9p” 09 o¢° ag”

dF, oF, oF, aF, oF, oF, oF, 0 0

i iy i i 0

dz dp adp' ap” aq 89" 84"

ar 0O 0 0 oF, 9F, oF, oF, oF, yF,

dy op op' op" 9 B9 ag
aF, 0 0 0 oF, oF; oF, aF, aF, 4F,
1 dy op 9y’ op* By 09" gy |
aF, o o o 2F 0F OF, 8F, 0F; 4F,

dy op 9p' op” dg 8¢ g
40 90 30 a0 9B 9B 40
dy ap op* op* g y' g

wobei : »
.02 , 0z w 02 dz .oz . 02"
P=55; P:‘—'EE’ =z’ =@, q oy’ By

Wir nehmen an, dass die in der- Matrix umgerandete Determinante 7.
Ordnung von Null verschieden ist. Das gibt:



F,6F, F F.F, F, @
D(tw “s) 0; D(Fu-v-w ) 0,
(PvPrP * (P;Pu'o;g +

und wir bekommen die Involutionsbedingungen eines Systemes der Glei-
chungen (1), (2) in der Gestalt von 3 nichtlinearen Gleichungen 1. Ord-
nung mit einer unbekannten Funktion &:

@'p'ee)ep'p' P+ @r'd P@r'pe) + (pp'qd) PP ¢)=0
@'p"99") oP'P Y + (p*¢ D PP + (p'99") (p'P 9 =0
(pp'p"q) [epp'p”] + (pp'p" @ [yp'p" 9 + )

+ p'p“q) [ypep”] + (p'p"¢") [ypp'e] = 0,

wo runde Klammern die Jacobi’schen Determinanten von F\, Fy, Iy, @
im Bezug auf die Variablen, die in Klammern stehen, und gerade Klammern
die Jacobi’schen Determinanten mit totalen Ableitungen im Bezug auf
Variablen @, y bedeuten.

Das Bestimmen von partiellen Integralen @, = (), @, = Cj, ...
des Systems der nichtlinearen Gleichungen (3) reduziert sich zur Be-
stimmung der partiellen Integrale der linearen Gleichungen 1. Ordnung
mit einer unbekannten Funktion @ mit folgenden Formeln.

Indem wir bezeichnen:

(pplp“ (]:2 _ 1. (P_p‘ pll qll)
(]71"])“ q) ? (pp‘})“ q)

P=(pp'p")y; By=(qp'p"); P.=(@'p'p"); Py=(4"p'p"); Fe=(pqp")
Fy=(pq'p"); Fs=(pg"p"s By=(pp'e; Fy=(pp'e¢)s Fy = (pp'q"”)
Q=r99'9"% QA =99y Q=0"¢¢) Q&=0"77) U=>Gre"
Q= (qp'¢"; Q= Op"¢"% Q=(19'p; Q=09'p) Q=0>09p",

=l

und folgende Identitéten

ro.=|BR] ram | R ra=|}
ra= |33l ra-{RR] R |BR
ro.=| BBl ram|BR | s | BT
QPlz;g:gz; QP, = 8:8:, QF, = 8;32‘,
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in Betracht nehmen, bekommen wir eine kubische Gleichung zur Bestim-
mung der Fanktion 4 (x, 3, 2, 2/, 2%, p, p*,..):

Bl (520 58] 55D e o
4 1

P P, P, P, |P8P,l)2 P F|_

+( el tlaaltaall*Tloe =

sowie auch eine lineare algebraische Gleichung zur Bestimmung der
Funktion u (x, y, 2, 2/, 2, p, p’,.) :

_ P4+ (B—P)i—F
I“-_' PB—PTJI ] (5)

und das System der nichtlinearen Gleichungen (3) geht in ein System
von 3 linearen Gleichungen

ad D o0 8D 20
Pa—q.—'(Pz—ziP1)“a}'+(-p5_zin)@; + (F; — liP-,)W +1iP%
ad D o0 0D a0
P_q‘ﬁ”(ﬂ—!‘ipl)glj+(Po—ﬂiP4.)5P+(Pe—i’lP:)5F—.+#iPFQ—
00 o0 oD , o
P aw TPt P +5lep)+(1)1+tliP‘+ﬂiRz)X (6)

am a¢ a¢ 4 aﬁ “y [ a4 44 . 4 aQ
X '53—/4"6—29 t 70 t5ae )—([-’62’1’ T+ 4 [yqp“] + wilyp 9])5;+

00 Py
+((zppl+ lyp" dtmlyqpl) 5o +(epp T+ Alyp el +lypeD) 5+

r 4 4 aQ
+ ([yp'p"] + Li[yp"p] + Pi[yPP])Ea

iiber, wo 4; eine Losung der Gleichung (4) und y; ein entsprechender
Wert der Funktion x im Bezug auf 4; aut Grund der Formel (5) bedeutet.

Wenn wir 2 Integrale @, =C,, @#,=C, die in der
Involution unter einander und mit der Gleichung Fi=0
stehen, bestimmen, dann fithrt die Elimination der Va-
riablén 2, p“ ¢“, zur Integration eimes Gleichungsystems
mit 2 unbekannten Funktionen z 2z’ von der Form

H&y22,p,00,¢) =03 Je (32,7, p,¢,p'¢') =0,
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auf Grund der Formeln in den Abschnitten II[-IV des I. Teiles. Finden
wir 3 dhnliche Integrale @,=—=C,, @,= Cg, @,—=C;, dann bekommen
wir unbekannte Funktlonen z, z', 2 mittelst der Quadra-
turen von Gleichheiten:

de=pdx + qdy; de'==p’de+ ¢'dy; dz""=p"dx+ ¢"dy.

XIV. Die Formeln werden bedeutend einfacher fiir
diese speziellen Fille der Systeme (1), wo die Glei-
chungen nur 5, 4, 3, 2 oder 1 von allen 6 ableitungen

»9p,9, 0" " enthalten
’ Ejnthalten gegebene Gleichungen eine Ableitung

g¢“; 9 p“; 3yq¢'; Hp's 5 ¢ 6)p

nicht, dann haben lineare Gleichungen 1. Ordnung mit der unbekannten
Funktion @ und algebraische Gleichungen zur Bestimmung der Funktion
A die Gestalt:

ad Y/
1) P _(P A P1)3—+(P5 A P4)6 ,-g—(Ps A ,)6 ,,+MP-5§
d¢ i 4
F-— + (P, + 21P4)—=([w19 p“]+Aifyqp ])——
+([wp”p]+[yp“q]) D v (opp] + tyap] + hlypal) o o
+{yp'p“] + 4 [ypp"J) 7@-
P, i34+ (P,—P)i—P,=0;
o® oD
2) Qép_(Qa zipl)_*'*'(Qf, 2 Q4)6 ‘+(Qg XQ'{)a 4,’*"&&%
2 r Q4 Q4) 2 e (p' T~ tily g ad %2 +
+ ([xq"p] + [yq"q)] + (fepp'] + [yqp'] + 4 [ypc/J) a i
+(lyr' ¢TI+ [y 9"1’])5;
QuA* + (Q — )i — Q=0;
po®

+ 4P

3) Pa,‘_a(P L +(P6 zip‘) D (P zP)a wt WP
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do a@ , 0P
Poeththib) g = T+ 4lyp'el) 55+

o0 00
+ (Lepp] + [yap']) 5om + (3P + 4 [ypp'D 5 +

a0
+ ([xp“p]+ [yp*q] +A(yqp]) R
P, A*+ (F,—F,) A—PF,=0;

4) Buchstaben p und P wechseln mit ¢ und Q unter ecinander und
umgekehrt,

o0 90 o0 T
5) PW=(ﬂ—liPs)a—p'+(]’s—1iP5)5}7 + (Fy— 4 Fy) ap"+'1‘Paq‘
d® dd ] 00
P %+(P5 +3iPs)@ = ([xp'p"] + [yQ'P"]-'in[EIP'Q'])%‘l‘

oD 00
+ (lop"p) + [y g pD) 5+ +([epp'] + [yp9'D) 5 +

_ 20
+ ([yp“p] + 2 [ypp']) og’
P, 2%+ (P,— B,) A — P, = 0;

6) Buchstaben p und P wechseln mit ¢ und Q unter einander und
umgekehrt.

Im Falle von 1), 2).... 6) muss man partielle Integrale @, = C,,
D, = (,,... die ecntsprechend die Variablen 1) ¢*, 2) p“,.. 6) nicht
enthalten, zu finden trachten.

Enthalten 3 Gleichungen keine 2 Ableitungen, dann bekommen
wir 15 Fille. Falls in den Gleichungen Ableitangen

1 p“ q“; 2) 9, ¢*; 3) p g

nicht vorkommen, dann fithren sie zur Integration eines Systems von
2 Gleichungen 1, Ordnung mit zwei unbekannten Funktionen, falls wir
entsprechend: 1) z/; 2) z‘; 3) z eliminieren.

Andere 12 Fille, d. h. wenn die Gleichungen die Ableitungen

4 99" 9 py9”; 6) 9,9 D pg“s 8 ¢ty 9) php
100 ¢,p*; 11) pp; 12) g,¢'; 13) p,¢'s 14) ¢,p'5 15) pupt,

nicht enthalten, fithren zur Bestimmung von partiellen Integralen @, = (...

welche entsprechende Abteilungen 4),.. 15), nicht enthalten, irgend

einer linearen Gleichung erster Ordnung (oder anders — Integralen

eglnes Systems von gewdhnlichen Differéntialgleichungen), von der
estalt :



00D D D 00
) P =R+ Pt P

90+ n2-q 0, 5%
) P%f=P2%§+P5g+PB%§
8) P12—§+P5%=Psaa;f+ ng%
9 e2—0221 0202
10) Qz%fiqupggqif: QIZT{+PSZ_;¢;

00 . o o0 0@

o0 00 a0 a0
1) P =Py + P ¥ Pogg

o0 o0 20 00
13) QGW-‘I—PIW— Q55Z;7;+P3%
oD oD oD 0D
14) Qg@ + Pﬁqu‘-—" Q} W"}' PG_a‘?
o0 00 o0 00
oder einer linearen Gleichung entsprechend folgender Gestalt:

io . _dd . ., , 00 ST
4)P%+P1d_y+[‘”PP]$+([“’PP]+[3/9P])W'i“

o aq 00 . o, 0D
+ [yp'p'] 5 + [aw'e] + [yr'el) gpm =0

A d@ dQ i d 6@ i j i BQ
OB gy + Qg+ g] 5, + (eop"] T [y 50 +
@ _

¢4 aQ 4 4
+ [ T 5y + (xa'p] + [y’ 5



4@ r 09
6) P + 5,92 dy 2 ¥ lepp] 2 o 08 ([’ lva'p PNyt

v 10D . 90
+lyp*d o + (=Pl + [y Ol =
ao a0 vy 00 ) -l
0 B g Qo g Lo g+ (mp'e] + [y 55+
+1yqp’ ] +([wp“p'] +[yp”q‘])

d
8) By d@ + 0,2 2y % + fo" ‘] D+ lopg] + iy 2 o

, 0 09
+lyp'] 5(1— + ([zp'p] + [4p'9]) 00 =
o 4o 3D " 700
9 Qg+ Qg+ et T, + Ampr"] + [yr"] 55 +

+ [yq“q'] D+ (el + el F—O

i@
10) 2y + Q52 3y ? vl pq“] D+ (T Iy ])

+ [ym"] + (ap'p] + [y2'D) 5 6,2,,

00
11) Q5d +Q2 m e 99"] P =) +l) 5+
S
+ [y S, o7 D+ (fap'a] + tyyal2, aqu

o do oy w722
12) P + By g+ [app] 619,,+([avzo‘1f>]+[y9 PDop +

+ [yp'el - 3g" D+ (fapp"] +lym“]) 2+o

L
13) P, o=+ Q57 dy 2+ [apg] L o 28 (o] + [yqq“])

Y
+ [yp'al S 2y D (e e'] + [y ] i



o d0 | dD
W K+, [wqp} B Cap ] + [y ) 22 ap

+ [ya'p] 2 o7 G (Capp ) + [ypq"])ggn =0
15) Q, 22 o 2 Q2 Iy 2 + g <1] o D+ (top ] + [yq”q'J)

o
+ [yo] W + (fep”] + [909°D 5= 0

Enthilt das System 3 Ableitungen, dann gelangen wir in 12 Fal-
len zur Elimination der Funktion z, oder 2/, oder z* und zur Integra-
tionen eines Systems von zwei Gleichungen mit zwei unbekannten Funk-
tionen, Die ibrigen 8 Félle sind diejenigen, wo das System folgende
Ableitungen

1) g9 ¢4 9“5 2) p, ¢ 9“5 3) ¢ p' 9“5 4 p, P 9¥

5) ¢, ¢, p“; 6) p, ¢, 25 1) 9, P’ »*; 8) p, p*, P
nicht enthilt.

Im Falle 1) muss man partielle Integrale, die ¢, aber nicht ¢/, ¢*
enthalten, von der folgenden linearen Glelchung

dd
1) Pa-m— + [ap 3 op ? e pp“i + [xp'pl 5 u+[yp” ‘]

oder Integrale, die ¢/, aber ¢, q“ nicht enthalten, von der lmearen
Gleichung
d¢ 44,4 ¢ 44
+ [app J—+[wpp ] D+ eyl aP.‘+[3/1ozr> ]——0
oder endlich Integrale mit ¢*, aber ohne ¢, ¢’ von der Glelchung

dd
Po— -+ zxp"p‘] +[wpp“] Dt (el 22 [ypp] 8(2,, =

apll
bestimmen.

Fiir andere 7 Fille haben die Gleichungen folgende Form:

2 P1 + [xp“p ‘J 2 ¥ by +[yp R ap" o [yp“p‘] 5 =0

P‘d?*”[y?l"“]—““[ww” o [Pan 7 +[mp"ﬂb?=0

9 il
Pl dx +[yp9]aqu+[ ’}P“] + [p/]] 6 - + [mpl IJ%=O
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o
8) Py +[yqp13(,,+[w9pla D AL p“cz‘]~—+ [wm“]—“—O

dd 20 0D oD 8D

- htinall dindy T UIPY N il ‘ ~ u =

id
i +[ajop“J +[yp"97 +[yfsz u+[ypp“J

i® 00
4) By g+ 1y qJ .,+[w1 f/‘]a Otz P“fz‘]afl ¥ [29p"] 55:=0

d@ Iy am 4 3@ e 6® i 5@
By g+ lepql g+ lyiel g + [y 9]5+[y9p 57 =

i@ 00 , vy 00
Bo gy (map®] 5 + [y1f le “+[yp‘9‘] 2+ lyer*] 5=

iP ,
5) Byg + [er's] 5 o 2+ v J— + [JM“]a -+ [or's] o aqu

4o d b d a Y
Pgdx+[y9’pJ +[x9p]a +[m]a,+[mpf]5—w—0

(D

P 0D
-t [ym”J +[ ?"P‘] 2+ [2pg“] 55+ (2p'p] 5 =0

00 , 00
6) Qsdr+[./fm“] gy fzfz“] +/w9”19’]@+[wp(2]6,1‘.-—‘-0

i
U gy + (21 p] +[y<zz)“ ~—+ [ 5 o oy q]

41_

Q32 &y D + o /J 7 2+ vap 1 22 o7 b 3 D+ )2 a,,.
- d@ ‘ 0@ “ 3 g, dd 4 BQ_
0 Qg Iy o+ [l Hﬂtfuv]a D+ oy 9]5—0

Q39 rm 2 oo 7% 4+[ym“] +[yqp] aqu"*'[./’l"‘)']

Q5 F %+ fegn o “+[ym“] +[yqp]a 44"5‘[9?"‘1']—"0
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dQ 4dnd 6@ : ¢ a
8) Qg+ vl + v ;

(/] 0D
.+ [ye'e]

80
i3
7 aqr TRV 5 =0

do i 0D 00 o, 00 vy 00
Qg+ el 5y + [yag") 50 + [yi'e) 500 + [#00"] 50 =0

ad GL o0 , 00 D
Qg T "I 5q + yaa"l 50+ [y9') 50 + (209 50 =0

Enthilt das gegebene System von Gleichungen 2 oder 1 Ablei-
tung, dann fithrt die Elimination der Ableitungen zu 1 oder 2 Relatio-
nen zwischen 2, y, z, 2%, 2, und das fiihrt zu der Aufgabe der Inte-
gration von linearen Gleichungen mit einer kleineren Zahl der unbe-
kanten Funktionen.

XV. Fiir ein System von Gleichungen mit 2 unbe-
kannten Funktionen z 2 mit 3 Argumenten x,, x,;, x,,
F (), @, %3, 7, 2, Py, Pas Por 'y Ploy P3) =0, (i=1, 2)

o Oz , 02
v P =%z P oz

(k= 1,2, 3)

hat die entsprechende Matrix folgende Gestalt:

40 0@ 30 00 30 a0 08 o o o o

le 1P1 1Py 1By Py Py Py 0 0 0 0 0
SXI. 2.P1 2P1 ng 2P‘2 2P3 2P's 0 O O 0 0
X 0 0 ,p, ,P, O O P, ,P, ,P,,P5 0 0
2X2 0 0 2P1 E‘P‘I O 0 2P2 QPS SP‘E 2_P‘3 O O (7)
ad /)]
2 ap, ophy dpy Ops Op'y 9p%y
1 X 0 0 0 P _1P'1 0 ,p 0 Py P P,
2 X5 ) 0 0 0 P, P, 0 ,P, 0 P, B, Py
a0 00 0@ a0 00 o0 o0
2 0 0 o0 o0 2 0 & o 22 92 97
dic oy op'y apy op', Ops ap's|l,
wobel
oFy | oF; oF:

i X 3_{14'3 + 9z Pr -+ '67 X

P, = oF: o ___a_Fi

il'x an ) il'g a}"x
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Fiir die in der Matrix umrandete von Null verschiedene Determi-
nante 8, Ordnung schreiben wir die Ungleichheiten :

F,F, F, F, O
) D222t Y30: D22 " )30
) (pl-p‘l);to’ ) (pup‘g,pz)*

und indem wir die Bezeichnungen:

A=(ppyp); B=(pphpPy); C=(mppYi D=(@npY;
E=@pp'y); F=@:sp04); G=0:p'ps); H=(psp' ps);
I=@ipep); J=(uPsp)i EK=[pp'%]; L=Ipsp'a];
M=[p,pyas]; N=[pp'i2]; P=I[pp:®s]; Q= [pp""2];
wobei gerade Klammern die Jacobischen Determinanten mit totalen
Ableitungen beziiglich z,, 2,, 2, einfiihren, bedeuten, bekommen wir
5 Involutionsbedingungen des gegebenen Systems in der Gestalt:
AD=BC; IAE=BFI; A(EG+FH)+ (BI+ AJ)E=0
A(DF+HA)+ B(IB+AJ+A4G)=CFA
A(AK+ AL+ BM+ FN+EFP)=(AG+ BJ)Q.

Der zweiten Gleichung wird in folgenden Fallen:
1) entweder AE =BF; 2) oder I=0; 3) oder I=0; AE=BF
geniige geleistet.

Untersuchen wir genau den ersten Fall. Andere Fille fihren zu
einer grosseren Zahl der linearen Hilfsgleichungen 1. Ordnang, damit

man_partielle Integrale @, = C,..., die in der Involution zu den gege-
benen Gleichungen #; =0 stehen, finden kdnnte.

Indem wir in Betracht nehmen, dass

A+0, wenn I-+ 0, oder 1=0,

. B D E
wobei: T=C=TF -2
F (?r+il__r
A"_“w A -

und indem wir die Identitit

(21 P') (Ps Ps) + (P 2s) (P P4} + [Py P21 [Py s 1 =0
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erwigen, denn gelangen wir zur Integration eines Systems von 5 line-
aren Glewhungen 1. Ordnung:

o
(p: 7' 2)'1 +[(Px? 2)+(Papl)}l] (Paply)ap_41 +

1)
+ [(p's p2) + (Pspy) zi]@T;

a0 oo
(Plpl)j +[(P3P1)+(P1P3)'z] =(pp")) s +

80
+ [(p's p) + (P ps) 4] prre
/B
tl a@ [ 4 i 4 «
[(0's o) + (Paps) 2] Zia_" + {(P s 2)—[(ps P)) + (p's pI] Ai+

oD ad
+oosp1m} o+ () + () W] 25— ©

o0
=[(p'sps) + (P2 10) 11]8—, + [(pe 2"V + (P po) 'Um

[0 ps)+(p, 0")) 4".] +|_(103101)+(P1Pg)ﬂ.]6 -
@) m% o=
(PIP'I)% + (P2 2" + (p1p.) 2] 3—% + {2y p'V) + (1 py) 4] yi;ifis +
+ ([p'y 2]+ [P 021 24 + [2 2] Ai ”‘)g +
(] + Lo ps) + [ w w0 o+

od
+([py 2] + (e ps 1A + [p'y 05 i + (s py ] Zi pii) 0_372 =0,
wobet 4; eine Wurzel der quadratischen Gleichung
(p1ps) A* — [(p1 '5) + (P'; )] A+ (pp'y) =0 (10)
‘bedeutet, und g; mittelst 4; auf Grund von der Formel:

[Py pe) + (2 py) 2il s + (s 1) ¥ + (s ') + (1 p3) 4] =

‘wo # eine beliebige Funktion bedeutet, bestimmt werden. Die Willkiir.
lichkeit der Funktion » kann man benutzen um die linearen Gleichungen
:zum Bestimmen von Integralen @ =C,, (D =C,,... abzukiirzen. Indem
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wir z. B. =0 setzen, bekommen wir Term u; mittelst Losung 4; aut
Grund von der Formel:
= (P ps) + (psp) A .
@'1p2) + (D2 p1) i

Die dritte Gleichung {9) kann man auf Grund von der Elimination

der Ableitung g von der dritten und vierten Gleichung (9) dndern. Auf
2
Grund von Identititen

(P2 ps) (prP")) + (Ps 1) (P2 ') + (Papy) (P4 s) =0
W'sp) (P 'V (P P’V (P P's) T (a1} (s P =0

bemerkt man, dass das Resultat der Elimination gleichbedeutend mit
der zweiten Gleichung (9) wird, falls /Z; eine gemeinsame Losung der
quadratischen Gleichung (10} und der Gleichung

(P1Ps) A —[lp p's) + (P p)] A + (01 p%) =0 (11

ist. Dann reduziert sich das Integrieren zur Bestimmung der partiellen
Integrale des Systemes von lediglich 4 linearen Gleichungen (9) und
gwar l-en, 2-ten, 4-ten und d-ten. Indem wir die Resultante der Glei-
chungen (10), (11), gleich Null setzen, bekommen wir als Bedingung
fir die Gleichungen des gegebenen Systemes

(01 22)y (P2 0') + (P'2p0); @9 0
0, (p1 ps), (pe p'y) + (P's21)s  (P'y2%3) —0
(prps)s (P32') + (P 1)) (0 p's) -0 '
0, (P, P3)s (ps ') + P'sp)s (2 9%)

und die Formel zur Bestimmung der Funktion 2; in der Form:

(pr23), (8, 2')

— (p1 p3), (2'; '5)
(P22, (9. 9°) + (p'2 1)

(P, 03, (ps P') -+ ('3 P1)

Beispiel
F =p, —p',=0; Fo=p' —p,=0.

Nehmen wir die von Null verschiedene Determinante 8 Ordnung
der Matrix (7); dann bekommen wir die Ungleichheit
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Wir haben ein System von 5 nichtlinearen Gleichungen, die den Glei-
chungén (8) entsprechen: '

d® a0 8D

—_— i —_— ‘ N — =

da, % "Opy s op's 0
050 00 (00 00 0800 00 (0 00y,
opy O0ps  O0p'y \Opy 9P, " Op'y Ops  Op, \ops  0p', )

Die zwei letzten Gleichungen:
00 o0 0- 9P 9 o0
opy  Op's T op Ops

fiihren mit den 3 vorgehenden zu den Integralen

=0,

D =p, + p'y = Q(Xe, 23); D,=2p") — py = W (@e,23).
Auf Grund der gegebenen Gleichungen und der Bedingungen
dpy _dps. dp'y _ dp%
dxy  dx,’ dx, dx,
bestimmen wir die Funktionen ¢ und ¢ und bekommen:
7=, ' (xy) T W (23); 2y =, W' (wy) + L(xy),

wobel W (x;) und Q(z,) wie auch ihre Ableitungen W' (x,) und Q'(x,)
beliebige Funktionen bedeuten.

XVI. Die Gestalt der Systeme der nichtlinearen
Gleichungen (8) und im Zusammenhange damit der line-
aren Gleichungen (9) hdingt davon ab, welche von den
Determinanten 8 Ordnung der Matrix (7) wir als von
Null verschieden annehmen werden.

Wenn wir z. B. die Determinante aus den Vertikalreihen 4, 5, 6,
8, 9, 10, 12, 13 und allen Horizontalreihen, die 3. ausgeschlossen, bilden,
bekommen wir fiir das gegebene System eine Beschrinkung in der
Gestalt:

o(Fuls

D F,F,®
\py, P’ !

0
s D3, 2):1: ’

)#0;

und indem wir noch neue Bezeichnungen

Ay =epsp’y); Bi=(ps040%); Ci=p40%; D= (p.ps0")

E =(p,p,p's); Fy=(pp'0); Gi=:2%0"); H =psp'50")

L={np525); Jy=[psps%]; K =[pmpz]; L =[pr5%]
M, =[p; p's ;]

einfillhiren, bekommen wir statt eines Systems von D nichtlinearen Glei-
chungen (8) ein folgendes System :



16

A,B,=CD,; A CE, =(ID+ F,0)D,; GICD_‘?- (GD, + A,E,)D
A, (A,H+ C\E,)= D, (DD, + B,(C); 8"
4, (A + I\D, + M E) =D, (K,D + M, 0;

desgleichen bekommen wir fiir eine Determinante, welche zu den Be-
schrankungen

FFS F, I, ® F,F, @
p(fultypo, p(Ltul)po, p(Zule¥)4
D3, P s)ZfZ \D2:P3:P 2 + P1sP2rPs +

fithrt, indem wir noch die Bezeichnung

A = [ppy 2]
einfithren, folgende 5 nichtlineare Gleichungen:

AB =CD; AAE =DCF; D (DI+4 CF)=A4,EC
4, (IH1 +JE) + CE1D1 =0; I(AlIl + 1D)= A1A2E1~

Dementsprechend dndert sich die Form des Systems
der linearen Gleichungen zur Bestimmung &,=C,.. Li-
neare Gleichungen 1. Ordnung zur Bestimmung der
Gleichungen @ =(,,.. kann man auch unmittelbar aus
der Matrix (7) bekommen, indem wir entsprechend eine
von Null verschiedene Determinante 8 Ordnung wihlen,
oder anders, indem wir die Gleichungen F,=0, F,=0,
@=C mittelst anderer Ungleichheiten beschrinken. Man
muss in Betracht nehmen, dass man verschiedene Systeme
von linearen Gleichungen fiir verschiedene der Null
nichtgleiche Determinanten 8, Ordnung schreiben kann.
Ausserdem kann man selbstverstindlich die Involutionsbe-
dingungen nicht schreiben auf Grund von Determi-
nanten 9. Ordnung, die wir bekommen, indem wir zum
Minor 8 Ordnung, der Null identisch ist. Horizontal-
reihen und je eine Vertikalreihe zuschreiben. Als Beispiel.
einer dhnlichen Determinante 8. Ordnung kann eine Determinante aller
Horizontalreihen, die erste ausgenommen, und der Vertikalreihen 2, 3,
4, 5, 6, 7, 8, 10. dienen., Endlich muss man auch bemerken, dass die
Nullgleichheit der Involutionsbedingungen der Null-
ungleichheit cines entsprechend gew#dahlten Minors
nicht widersprechen darf Z. B. fiihrt die Nullungleichheit jeder
Determinante 8. Ordnung von den Elementen aller Horizontalreihen,
eine von drei letzten ausgenommen, und der Vertikalreihen Nr. 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8 10 zu den drei verschiedenen Gestalten der Systeme von 5
linearen Gleichungen 1. Ordnung, von denen je zwei der Nullungleichheit
des entsprechenden Minors 8. Ordnung widersprechen werden. Diese
Gesetzmiassigkeiten kann man fir die Systeme von
nichtlinearen Gleichungen mit zwei und mehr unbe-
kannten Funktionen von drei und mehr unabhingigen
Variabeln beniitzen.

(8)
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Eine von Null verschiedene Determinante 8. Ordnung der Elemente
aller Horizontalreilien der Matrix (7), die letzte ausgenommen, und der

Vertikalreihen Nr. 2, 3, 4, b, 8, ]0 12, 13 fiihrt zu den folgenden
Beschrinkungen fiir die Glelchungen F =0, Fy=0, &=C:

F, P @ (FvFa;@
F,F, 2'1,Pe:p"/] P1,p
1 D 12 ‘2) 0; 2 &2 2 2) 1 1 0 12
) (P3’P3 + ) (EJF2)@) D F, F,, @) + a2
Py D P's \Pes 1. D1

und erlaubt folgende 5 lineare Gleichungen 1. Ordnung zur Bestimmung
der partiellen Integrale @, =C,... autzuschrelben

0 ad
(PsPs)a. +(P3P2) "f‘(Ps 3)

o0
(1’31’3) + (1’31’2) + @’21’3)0 =0
o0 o0
(}73}"3) +@3P1)—+@1P3)a; =0 13)

aa‘)
(pap‘a) + (v’ pl) — + (p: 1’3) =0

(p3 Pla) dixs + (2 xa] + [ Ps]

wobei: (l@ o0 8@ D ,

d—%=a+— s + P

so dass das letzte System nur 4 unteremander unabhingige Integrale
0,=C,,.. 0,=C, geben kann.

Indem wir in den Ungleichheiten (12) p, und p‘y mit p, und p’,
und umgekehrt vertauschen, und p, und p‘, unverindert lassen,
oder indem wir in dieser neuen Vertauschung p, und p’y mit p, und p*,
und umgekehrt tauschen und p, und p’; unverindert lassen, kann man
statt (13) folgende 2 Systeme von lmealen Glelchungen niederschreiben.

(?’2 plg) a,; + (P‘g 271) 0 (Pl Pz) 1
D 0D ,
(s 2's) (,,—, + (p’zpl)— + (0" 2s) a_p‘, =0
. oD
(P2 p 2) + (»* 21’3) + (s ps) Py =01
Ve

oD
: PRI ‘ —
(p: 2'9) 5—‘}"3 + (9% s) op, + (p's 23) 3__1"2 0

, . 4D . o0 oD
(sz’z)’d—% +[P2%]0_P; +[x2Ps]E =0
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oder

8D Qj
(P p 1) + @' P:) + (ps P1) =0
@
(plpl) +(191P2)_+(1’2P1) =0
¢ ')—‘Zj @ 2) 2+ pp) 22 =0
P ¥y 3P3+ P11 Ps op, Ps P1 apll——
., 00 , .00 . o0
(P1P1)F+@1Pa)“+@sp1)—‘7=0

Cpl.pl)dw +[p1901] +[1 1]

Das System von linearen Gleichungen zur Bestim-
mung von partiellen Integralen @, =C,,... so wie auch die
Beschrinkungen fiir die Gleichungen F, =0, F,=0,0=C
werden bedeutend einfacher, wenn das gegebene System
eine oder mehrere Ableitungen p,, p,,... p; nicht enthilt.

Z. B. enthilt das- gegebene System die Ableitung p’; nicht, so
bekommen wir die Bestimmung der partiellen Integrale, welche die
Variable p’; nicht enthalten, bei folgenden Ungleichheiten :

FUF)#:O 2

(PL Py )y (P P2 Pla)| 0
P’y Py

1
) D (P, 1 P's)s (7'y P2 D)

b

vom System von nur 4 linearen Gleichungen

@21’3) + (ps Pz) + (1721’2)

@
(Pﬂps) +(P3P1) +(P1 2)——=0

Qj
(v Ps) ap, + (s ]’1) + (P p 2)

. dﬁ .
@EPS)‘ES + [ps xs]ﬁ-i-[xsps]@zo,

und bei den Ungleichheiten:
F,, F,

1) D
Pes P

)=i='0: 2) (ppps) 05 3) P peps) F 0,

oder

F,F , ) ,
1>D(—‘ ,")*0; 2) (py P's o) 05 3) (' ps #4) F 0,
PP
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vom System

(py 2) + (p’ 9?3 + (Ps Pz) =0
( + + a‘p —0‘
Psz)a 7 Papl) (I’sf’z)ap‘ =
oD
(I’z?s) + (172171) '|' (» ps) 6? =0

@2pz)dx + (¢’ 2] +[2P2]64=0J

oder

o0 6(15
2 Z’x)?"‘(}’lpz) +(P2 'P1) =0

oD o0
(1’1]’1)3 ’ +(P1P2)—+(192P1)ap‘ =0

,,00 . 00 adﬁ
@1?1)6_""(1’1173)6 +(1’sP1) =0

(PxPl)dx +[’P1x1] +[1P1]64 =OJ.

Um das System von 2 nichtlinearen Gleichungen
mit 2 unbekannten Funktionen £z mit 4 unabhingigen
Variablen x, x,, x5, 2,

Fi (2, @y, 2, 2 pro 94 97 P)=0 (=12
zu integrieren, bilden wir eine entsprechende Matrix mit 12 horizon-
talen und 21 vertikalen Reihen und nehmen die der Null gleiche Deter-
minante 12 Ordnung. Indem wir eine von Null verschiedene Determi-
nante 11. Ordnung, die zu den Beschrinkungen vom Typus:
Fy, F F,F,, D
) + ) P2:D 2, P3 +
(Pz Peps)s (D'apsp'y)
(P2 2's Ps)y (22595

fithrt, bilden, bekommen wir das folgende System von nur 7 linearen
Gleichungen zur Bestimmung von @, = (...

(14)
40

Y APV JNU T B
(P4P4)@+(P4Ps)a—'+@5?4)a_t— (15)

Y] oD
(P;P';)a_ + @4?3)_+ (ps 2s) op . =0
'Ps
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oD

(pgm) +(p4ps)—+(pzp4)6pl=0
00

@4?4)—‘1‘(2"4’?3 +(P2P4)a. =0

6 [ a 4
(74 P‘4)5}7‘ +(P‘4P1)a_"+(1711’4)a—4 =

oD 8@
(py 2') 71— o, + (p's Pl) + (24 1’4) =0

@41)4)dm +[P4 1] +[1 4]64"'_'

Man kann analog Systeme bllden, in welchen die letzte Gleichung
totale Ableitungen in x,, Z;, :c4 enthalten wird. Die Ungleichheiten (14)
kann man durch andere nur 2 Ungleichheiten, z. B. von der Form:

1) D(FI’F>4:0 2) D(ﬁ F’” Qj):#
Py Ps

tauschen ; dann bekommen wir ein System von 10 nichtlinearen Glei-
chungen, von denen 3 von anderen 7 abhingig werden; es eriibrigt
dann diese nichtlineare Gleichungen auf ein System 'von linearen
Gleichungen mittelst algebraischer Gleichungen zu iiberfithren, so wie es
schon frither fiir den Fall der Systeme von zwei Funktionen mit 2
und 3 Argumenten gewesen,

Um das System der Gleichungen mit 3 unbekannten
Funktionen 222 der 8 unabhingigen Variablen =, a,, @,

Fi(xy, 2y, 5. 2,2',2", py, pe Dby 2'1,0%,9%, 0", p's, 2Y) =0 (:=1,2,3)
zu integrieren, nehmen wir 8 nullgleiche Determinanten 12 Ordnung
von einer Matrix mit 12 horizontalen und 19 vertikalen Reihen. Indem

wir eine von Null verschiedene Determinante 11. Ordnung wihlen,
welche z. B. zur Ungleichheit

K, F,
1 Ly Py, £ )
) D D3, 0's; P +0
(@' 0" 059’5 )s (P2 050”5 0y) +0
(Pe 0" s 13 2's)y (P20's P"'s P3)
fithrt, so sind wir dann sicher, dass eine von 8 entsprechenden Deter-
minanten der Null identisch gleich ist, wihrend di¢ anderen zur Be-
rechnung von partiellen Integralen @, = C,,... eines folgenden Systems
von 7 linearen Gleichungen mit einer unbekannten Funktion @ :

2) (9% s ') (py 2 2" ") +

. 0D 80
(@5 p"s p*3) 5173 + (p; 2": "'y) “r +

0D
+(p8 PaP 2)6 u +(P3p sPs)a 7] =0
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(1’31’3?2) +(p3p‘ap +

ap ls

i Fi aQ a4 [ ?9‘__
‘l'(ps_PsPs)@"’@sPaPs)ap,g*-o
Y Y
(Pspai”z) +(P31’2P 3)6‘ +

¢ a@ 4 4 a@
+(P32’3P2)m’ +(P3P'3Ps)% =0

u 00 ad
(P’s 2% p") ‘E + (s p"1 p"s) 6_' +

=0

1] a0
+ (95 25 2 1)0 z + (ps p' sPs)a )

20 . oD
(Psl’ 31’1) +(I"31’1Psa—f +
P 3
¢ 4 6® 44 4 @_
+-(p3.p3_p1)apus +(.p3p SP}})apl] _O
o0 w. 09
(r's p' 31’1) +(P3P1.‘P 3)6‘ -+
i a@ 4 ¢ a¢__._
+ (03 p's 1) E'F(Psp ”’3)617,_0

00 . o0
[Psl’sxl] +[P'3P3m1]ap: +

4 d dQ
+ [Pspswl]a @ t (psp aPs)%l‘—— 0
fithren.
Analog bekommt man Systeme, vo ‘die letzte Gleichung totale
Ableltungen in z; oder wx, enthalten wird.
Wihlen wir eine andere von Null verschiedene Determinante 11
Ordnung, z, B. gleich dem Produkt:
(1 11 "1 - (01 9’1 91 28,
wobei es :

1) (p, 2,20 F 05 2) (p, 9"y 2”1 2) F 0,

sein muss, dann bekommen wir ein System von 8 nichtlinearen Glei-
chungen von der Form:

@ A+p, B+y, C=0
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oM+ N+ 3, Ftow, Q=0 a, M+ N+e¢, P+ d, Q+e B=0
M+ Y, N+ 4, P40, Q=0 ag Mt by N4 cyg P+ dy Q+ey ¢ =0
s M+ Y, N+ 2 P+ o, Q=0 ayM+ b N+oeg P+dy Q+e; T=0

WO Oy @;yee Gypeee A, T die funktionellen Determinanten 4. Ordnung
bedeuten. Diese Gleichungen muss man auf das System von 7 linearen
Gleichungen mit partiellen Ableitungen 1. Ordnung einer unbekannten
Funktion @ reduzieren.

Das Gleichungssystem:
fi@yzp e oy, 2, 0,¢)=0, (=1,2) (16)

wo die unbekannte Funktion z von zwei Argumenten x,
y abhingt und die andere unbekannte 2’ eine Funktion
der zwel anderen unbekannten variablen 2z, y ist,
kann man analog betrachten wie jenen Teilfall des Systems:

Fi(z, y, «, .’9‘, %0 m 9 s ql; n, #, ', ') = 0 17

mit zwei unbekannten Funktionen z und §, jede von 4
unabhingigen variablen z,y,« y' abhingig, wenn wir

9o o _or_ . oF_0F_oF _oF_
ox' oy ox oy ' ap' 08¢ om  dx '
WO :

0z . 0z g . 0

?— %,,.. q = -a?, n = ax,... n = 7

Die Matrix des Systems (16) bildet jenen speziellen Fall der

Matrix fiir das schon behandelte System (17), wenn wir entsprechende
Elemente gleich Null setzen.

bedeuten.

Als Resultat, wenn wir z. B.
1 D .fl) f2 0; 9 .D (fl)fg) tp) O t:
) (pl, pl ) :#: ) P, Pl, ql :i: 2 s€ Zen)

bekommen wir zur Integration der Gleichungen (16) folgendes System
von 3 linearen Gleichungen mit einer unbekannten Funktion ¢, indem
wir zum System (16) die Gleichungen zurechnen:

® (29,20 ¢ =y, 0 ¢) = Const.
9 4 o2 o _

(29 w T (r ) 3 +@Gw el
.09 0P 9 _

@95, + @) ag T 1P 55=0

‘o a9, . 09 . 200 N nap
('] + [g'yD 5, + [ pln+ [y ol 5.+ 08) g+ (9) =10
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Fiir die Beschrinkungen

2 ()s0n 00 () vo

bekommen wir:
. 099 (g0 09 _

4 a_(p_ la;p llai=
(q q)ap.+(qp)aq,+(p ‘”ag 0

3 3. « 0 , . d , d
(lew] =las) 50+ o915+ 9150+ @D g, + @ 0g =0

Analog kénnen wir andere Systeme von Gleichuugen
mit unbekannten Funktionen 2z 2z, u. s. w. mit verschie-
h 3 . ot 4 ;
denen unbekannten Fanktionen:a,, x,, x;,..; °,, o'y, 2, W.5. W.
betrachten.

XVII. Die ersten Arbeiten iiber das Integrieren der Gleichungen

mit partiellen Ableitungen 1. Ordnung einer uubekannten Funktion z
stammen von Euler, welcher die Bedingung:

w0, 0 0 ae)

9y = oz ox 02 ¥
aufgestellt hat, damit der Ausdruck:
dz=pdax +g¢dy (19)

ein totales Differentiale sei, wenn p und ¢ als Funktionen von z, y, 2,
durch die zum Integrieren gegebene Gleichung

F (z, D g = O) (20)

gebunden sind, und stellte die Aufgabe auf, die Integration einer Glei-
chung mit partiellen Ableitungen (20) auf die Integration eines Systems
von gewdhnlichen Differentialgleichungen zu tiberfilbren. Lagrange hat
das umgekehrte Theorem bewiesen, dass die Formel (19) eine Glei-
chung mit totalen Differentialen bestimmt, falls die Variable ¢ (x,y, 2)
die Eulersche Bedingung (18) erfiillt, Charpit hat als erster die
Methode zur Bestimmung einer zweiten Gleichung

@ (x,y,2 p,q) = 0 angegeben, (21)

um aus dem System (20), (21), zwei Funktionen p (x,y,2) und ¢ (z,y,2)
zu bestimmen, und zwar: man muss ein partielles Integral @, =
einer linearen Gleichung mit partiellen Ableitungen erster Ordnung

(22)
11 8D 09 o0 o0
PE“I' Q@‘f‘(PP"FQQ)a—Z_ (X +PZ),@“(Y+ QZ)ﬁ:O

1

bekommen, oder anders — ein Integral des Systemes von entsprechenden
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gowthnlichen Ditferentialgleichungen finden, wobei X, ¥,.. @ partiells
Ableitungen der gegebenen Funktion F in =z, y,... ¢ bedeuten. Die
Charpitsche Methode, die Gleichung (22) zu bekommen,
erfordert die Ungleichheit: iy
F, 0
p(Z%) %o
»q *

Jacobi hat zwei, fiir die Strenge der Charpit'schen Methode nétige
Umkehrungstheoreme bewiesen. Lagrange hat dann spezielle Fille der
Gleichung {20) untersucht, die Resultate der noch nichtgedruckten Char-
pit'schen Arbeit wiederholt uud ist mittelst einer mehr komplizierten
Weise zum Auffinden der Charpit'schen Gleichung (22) gelangt. Diese
Gleichung (22) bleibt auch in allen spiteren Integra-
tionsmethoden der nichtlinearen Gleichungen (20): in
der Cauchy'schen, Jacobi'schen u. a. Methoden dieselbe.
Die Charpit'sche Methode kann auch fiir das System von
nichtlinearen Gleichungen mit zwei und mehreren un-
bekannten Funktionen 2z 2. verallgemeinert werden,
falls die gegebenen Gleichungen nicht'alle Ableitungen
der unbekannten Funktionen 2, z/,... in unabhingigen Va-
riablen z, y besitzen. Schliesslich bekommt man eine
Verallgemeinerung der Charpit'schen Gleichung (22) fiir
einige unbekannte Funktionen; diese verallgemeinerten
Gleichungen werden eben die Gleichungen, welche wir
in fritheren Abschnitten als Resultat der Verallgemei-
nerung der Jacobi'schen Methode fiir die Gleichungen
mit mehreren unbekannten Funktionen bekommen haben.

Es geniigt, wenn wir das System von nichtlinearen Gleichungen

Fi (=, Y, % 2, 29, p,9) = 0 (t=1, 2) (23)
untersuchen, Um 4 Funktionen
?(x,9,%2), ¢ (x,y,272), p' (2,¥,22), ¢ (x,y,2 2), z2u finden, (24)

welche das Bestimmen der unbekannten Funktionen z, 2/ mittelst der
Quadratur von 3 Gleichheiten

dz=pda+qdy; dz'=p'dx + ¢’ dy, gestatten werden, (25)

indem wir die Verallgemeinerung der Eulerschen Bedingungen

o o 0 , 9% 09 . 09 . (26)
FIA =R Sir =L Sl e e L
o o 0w of o
oy Tl T ot T T Pl
oder anders:
dp _dq  dp' -dg’ .. (26%)
@——%, d—y*— e élf‘ullen,

zu finden,
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muss man zwei neue Gleichungen von der Form:
D (x,y,2 Z.',p, 9 »*,99=0 finden, @7
welche zusammen mit den Gleichungen (23) die Funktionen (24), die

die Bedingungen (26) erfiillen, bestimmen.

Bei Behaltung unserer gewdhnlichen Bezeichnungen gibt das
Differenzieren der Gleichungen (23), (27) in Bezug auf (26):

. 4 ! d_g. dl ,4dp' :d,pl
Xl+le+ Zl_P +Rdw+Qldy+R%+QlEy_= 0

80 ,, 80 dp

oD oD , o0dp | aBdp' | o dp'
5;+%p+_‘p+§dx bl S g =

= — 2 —
og dy ~ Op'dx  9¢'dy (28)

- . 4ot A _‘izl d_q _ld.pl ] dgl

o0 b o0 , o0 dp  oBdp , 3D dp' aBdg’
gt Rl Tl Y ay e ay Yapay Yagay =

Enthilt das System (23) z.B. die Ableitung ¢’ nicht, dann miissen
wir auch die Gleichung (27) suchen, welche diese Ableitung ¢, g—g =0
q

nicht enthilt, um einer von den ersten verallgemeinerten Euler'schen
Bedingungen (25) geniige zu leisten und mittelst der Quadratur die
unbekannte Funktion z von der ersten Gleichheit (25) zu bestimmen.
Wird die Ungleichheit
F,F, @
D —1’—2—;*) 0 erfiillt
g o /O ST

welche die Charpit’sche Ungleichheit verallgemeinert, dann bekommt
man auf Grund von Elimination von 5 unbekannten dﬁ, dﬁ, dl, d_fi, ﬂ

da’ dy’ da’ dy’ dy
in 6 linearen Gleichungen eine solche lineare Gleichung 1. Ordnung
zur Bestimmung der Fuuktion @, welche die lineare Charpit'sche

Gleichung (22):
o0 @ 80 o, ira 0D
@' oy @) 5 p @D+ ) H P DT+

] oD 29)

0D 8 , .
+[xp]@+{[pw]+[qy]} @F+[yp]5=0 verallgemeinert. (

Es ist eben die Gleichung, welche wir im Abschnitt IIT des Teiles
I durch die Verallgemeinerung der Jacobi’schen Integrationsmethode
bekommen haben. Analog bekominen wir auch andere, im angetfithrten
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Abschnitte erhaltene “lineare Gleichungen, wenn das System (23) eine:
von anderen Ableitungen p‘, ¢, p') nicht enthilt.

Nachdem wir ein partietllles Integral @, = C, gefunden und auf
Grund. des gegebenen Systems F, = 0, F; =0 die Variable p‘ eliminiert
haben, finden wir p (x, y, 2, 2’» und ¢’ (z, ¥, z, 2’} und gelangen mittelst
einer Quadratur zur Relation

z2= @ (x, Y 2!, 01! 02)’

dapn fiuhrt die Substitution des Gliedes fiir z in eine von den Glei-
chungen F, =0; F, = 0 zur Integration ‘der Gleichung 1. Ordnung mit
einer unbekannten Funktion z. Nachdem wir zwei Integrale @, = (|,
@, = C; gefunden und die Ableitungen p,q, p’ mit der Hilfe der
Gleichungen. ¥, =0, F, =0, eliminiert haben, bekommen wir

P (®,y, %2, Cp, Co) = 0.

Man kénute die Gleichung (29) und analoge andere Gleichungen
auch auf einem anderen Wege bekommen, indem wir p,q,p’ ¢' als
Funktionen von 4 von einander unabhingigen Variablen «, y, 2z, 2/
betrachten, Dann bekommen wir mittelst der Differentiation in ux,y,z,2*
statt des Systemes (28):

. ?ﬂ QSL ,:% .,a_g‘_ ?_(_D ?ggl‘__
Xit Ry + Qg B+ QG =0 gt ¥ ghigy = 0
. pop g ,0p’ Oy _ . 09 o9 oq’
i+ P-4+ Q-+ A+ Q' =0 —+ ..+ ==
9y By oy oy oy 0g' oy (30)
Zit Bl 4 QoL+ Bl Qg =0 L r =0

LR 0% gD .00 . 00 0Pog" _
Zx + anz; + Qlazd +F1 6Z‘+ Ql ‘*01 62‘+ 39‘32‘_

8z’

Ist Q‘=0Q,'= g-?, =0, dann fiihrt die Substitution der Ausdriicke
g op !
%,.“ a_z‘,
den Bedingungen (26) zur linearen Gleichung (29).

Man kann das System von linearen Gleichungen

asp+big+ai'p'+ g+ =0 (f=12) “(31)

wo ai.. ¢ die Funktionen von a,7,2,2 sind, manchmal
auf das System von linearen Gleichungen iiberfiihren,
welche eine von den Ableitungen p,q,p, ¢’ nicht ent-

0.

die vom System (30) gefunden wurden, in die erste von

1) Die Bezeichnungen z, y, 2, 2’ statt x;, ay, 2, z, habe ich in den
Abschnitten III, IV des I. Teiles eingefiihrt, sowie auch entsprechende
Gleichungen in § 81 Ch. X meines Buches ,Equations différentielles,
livre 2, Leningrad, 193+ aufgeschrieben,
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halten, und auf ‘eine in diesem Abschnitte dargestellte
Weise integrieren. Zu diesem Zwecke fithren wir neue Funktio-
nen { und {‘ ein, welche mit den fritheren durch die Transformations-

formeln
z=f(xy,5); &' =Ff (2,9, §) gebunden sind.

Dann ist: af af af o 8f af*
A T A LR Sl vt Sl T A

wobet : o, __of, ,HB_C’_ 3@'
iy o' Tt Ty

Dann bekommt die Gleichung (31) die Gestalt:
( f+alaf n+( +“‘a§') +(l Y45 )x+

0%
07‘ L AL S L/ S
+(60§‘ ) +a 1 + 4 by law+bl ay+"1—0.

Sollte die Gleichung z B, die Ableitung #' nicht enthalten, so muss

of ;.0 . (32)
0§'+b 8{." =0 sein,
und das gibt

byt by =b,' by (33)

das fiihrt zur algebraischen Relation, welche die Transformationsformeln
J und f* mit einander verbindet:

Q [w) yaf(x; Y, é', g))f’ (x, Y, g,- l)] =0, (34)

Eine Funktion f* driickt sich durch die andere f mittelst von (34)
aus, und die zweite wird mittelst der Integration der homogenen Glei-
chung (32) mit einer unbekannten f gefunden.

Beispiel.
Fi=xq+tap'—2'=0; F=xp+ 2yq—2=0
Die Gleichung (29) hat die Gestalt:

204 22 y6—+ @ p+ 20y

8P o0 0P
+ @' + 21‘1/1)?—’-395?*- 2 ’2—~0

Wir haben zwei partielle Integrale, die die Ableitung ¢/ nicht
enthalten:

1 =xq=0y; O, =g
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Mit Hilfe der Gleichung F, = 0 finden wir xz = (] y + C, z* und
die Gleichung F, =0 gibt mit Hilfe von @, = (|, 7' = xp’+ C,; dann

bekommen wir das totale Integral:
xz=Cy+ Cya?; 2’=C, + Cyx+ C, zy.

Man kkonnte die zweite gegebene Gleichung abgesondert integrieren
und auf diese Weise dieses totale Integral bekommen.

XVIII, In frilberen Abschnitten wurde die Verallgemeinerung der
Jacobi’schen Integrationsmethode der nichtlinearen Gleichungen 1. Ord-
nung, der Darboux’schen Methode filr die nichtlinearen Gleichungen
2. Ordnuung, und zuletzt der Charpit-Lagrange’schen Methode fiir die
nichtlinearen Gleichungen 1. Ordnung dargestellt. Wir gehen nun
zur Integration der linearen Gleichungen 1. Ordnung
iiber,

Die einzige Integrationsmethode solcher Gleichungen ist die Ham-
burger'sche Methode. Im Abschnitt I. des I, Teiles wurde das System
der linearen Gleichungen 1. Ordnung mit einer unbekannten Funktion
tiir den Fall, wenn gegebene Gleichungen homogen sind und wenn die
Hamburger’schen Formeln nicht angewandt werden konnen, vorgefiihrt,
Im Abschnitt I. des I. Teiles meiner Arbeit: ,Die Grundformeln
der Integrationsmethode..* Kyjiv, 1931 habe ich die algebra-
ischen Bedingungen, die die Hamburger'schen Bedingungen fiir homo-
gene Gleichungen vertraten, angefithrt und eine Methode dargestellt zum
Finden von partiellen und totalen Integralen fiir die in Jacobi'schen
Determinanten linearen Gleichungen mit 2 und 3 Funktionen und einer
beliebigen Zahl unabhingiger Variablen, wenn die algebraischen Ham-
burger'schen Bedingungen keinen Platz finden.

Die Hamburger'sche Methode beschrinkt die gegebenen Gleichun-
gen miltelst einer Reihe von algebraischen und differentiellen Bedin-
gungen fiir die Koeftizienten, so wie auch die Gestalt des Integrales,
welches die Form:

@ (Uy, Uy wetim) = 0; WY (V,,Vp. V) = 03 ...,
haben muss,

wo @, ,.. beliebige Funktionen von wu;,.. um; ¥y. ¥m, welche
ausgerechnete Funktionen der abhingigen Variablen 2z, #.. und
unabhingigen x,, x,,... zn sind, bedeuten. Die Hamburger'sche Methode.
griindet sich auf das Erlernen von Relationen zwischen den Gleichungs-
koeffizienten, welche bei der Differentiation der Gleichungen (34) in
24,00 2 Buftreten. Wir behandeln weiter eine Methode der
Integration von linearen Gleichungen, fir welche die
Form des Integrales lediglich dureh die Moglichkeit
der Autlosung imBezug auf die unbekannten Funktionen
z,2'... beschrankt wird. Diese Methode erfordert dieselbe
Zahl (n—1)(m—2) der algebraischen Bedingungen fiir 2
unbekannte Funktionen der m Argumente, wie die Ham-
burgersche Methode, doch sind jene Bedingungen andere
als die Hamburgerschen und werden dann angewendet,
wenn diec Hamburger'sche Methode zur Integration un-
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tauglich ist Diese Methode erlaubt allgemeine totale und partielle
Integrale aufzufinden, ist ebenso giiltig fiir homogene, wie auch fiir
nichthomogene Gleichungen, anders wie bei der Hamburger'schen Me-
thode, welche fiir die homogenen Gleichungen versagt. Diese Methode
ist auch dann giiltig, wenn eine Gleichung solche Ableitungen, die in
der anderen Gleichung vorkommen, nicht enthilt d. b. auch fiir solche
Gleichungen, fiir welche unméglich ist, die charakteristische Hambur-
ger'sche Gleichung zn bilden und seine Integrationsmethode zu ge-
brauchen, Diese Methode erheischt keine algebraischen Bedingungen
fir die Kosffizienten der Gleichungen mit n unbekannten Funktionen
von nur zwei Argumenten wie in der Hamburger'schen Methode.

Fiir ein System von Gleichungen mit 2 Funktionen
z,2" von 2 Argumenten x,y:

aip+lig+a’p’ + 8¢ + =0, (=1,2) (35)
muss man das Integral in der Gestalt von endlichen Gleichungen
F (z,4,2,2) =0} Fy(x,y,272) =0, (36)

welche die unbekannten Funktionen z(x,y) und 2‘(x,y) bestimmen,
tinden, Wird eine von den Gleichungen (36) z. B. in 2z’ aufgeldst, dann
schreiben wir:

2= w(x,y,2) 87y

und die Einfithrung des Ausdruckes (37) in die Gleichung (36} gibt
Ji(x,y,2) =0 und f, (x,y,2) =0 zur Berechnung von z= ¢, (z,9),
2 == @, (x, y). Nehmen wir an, dass die Funktion @ (x,y,2z) bekannt ist,
so bekommen wir:

=0 to;p; =0, + a9,
wo
dw dw dw

1 = o Y2 T B’ Ws = 2.
Die Substitution in die gegebenen Gleichungen (35) gibt:
(a, + a'y wy)p + (b, + 8, w3)q + (0, 0, + V', w3 +¢,) =0 (38)
(as + a's ) p+(by + V5 05) ¢ + (a'y 0, + Vywy +¢,)=0

Die Gleichungen (38) miissen dquivalent unter einander sein und
sie bestimmen die Funktion z(z,y) mit Hilfe der Integrierung einer
linearen Gleichung mit einer unbekannten Funktion z. Wir bekommen:

a+aywg b+ 0, oo, +b o+ ¢ (39)
a, + a'y wy; by + Wy  ayw + byt

Indem wir die Bezeichungen
é
a’y ¥y

4
a'y b
al bl 4

P

. 07 . o gt
; (a'b)= ay by 770 einfithren,

(a'b) =
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bekommen wir aus der Gleichheit der ersten zwei Beziehungen (39):
Y] dw\® ‘ o 0@
@ 89 (Z2) 4 @) + @191 22 4 (aty =0, (40)

und aus der Gleichheit der letzten und ersten Beziehung, oder der
letzten und der zweiten :

(1) 22 4 [(a¥) + (@' V) a]%’ Flao+@ga]=0 #1)

tij
[(ba?) +(ba )a]%%-{- (564 é’ F b+ M) =0, (414
wobei o eine von den Autldsungen der Gleichung (40):
88—;0=q(x, ¥, 2, @) darstellt, (409

Ist das System der linearen Gleichung (40°) und einer der Glei-
chungen (41%, (41*) integrierbar, dann konnen wir die Funktion @
finden. Die Substitution der Ausdriicke w, w,, w,, @, in die Gleichung
(38) ftithrt zur linearen Gleichung 1. Ordnung von der Form:

42 % L o—o
ox oy
zur Bestimmung der Funktion z (x, y).
Beispiel:
2qg—9'=0; @y+Pp—yp'+yz=0

Die Hamburger'sche Methode findet hier keine Anwendung. Die qua-
dratische Gleichung (40) ist:

(ac - —(Zg) (acy + I—ya(,)—(:) = 0.

Die erste Auflgsung gibt mit den Gleichungen (41¢), (41*):
bo__ .. 00
oz oy

wobel @ (x) eine beliebige Funktion ist, Die Einfiihrung der Funktiou
#' = w(x,y,2) in die Gleichungen des gegebenen Systems gibt

=0; w=xzz+9¢(x),

% fd—q) = (0 und fiilhrt zum alloemeinen Integral des gegebenen
Systems :

=y p@)+Y@); =@y + Do +zv@),
wo ¥ (y) auch eine beliebige Funktion ist. Die zweite Auflosung gibt
‘mit den Gleichungen (41‘), (41%)
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dw __
9z

L a—w=2; 0=z +f7+ W(y)

und fithrt zu einer anderen Gestalt des allgemeinen Integrales:

e=ylp@)+TW); =@y + Do —zyT(y),

welches in die erste Gestalt iibergeht, wenn wir die beliebige Funktion
des y mittelst der Formel

Wy) = —y T(y) bestimmen,

Fiir das System der Gleichungen mit zwei Funktio-
nen 2,z der 3 unabhingigen Variablen x,,x,,x,,
Qi Py + agi Py + agips + a'iip'y +dbipy +abips +5i=0, (=12
bei der’Bezeichnung
® fe 0, = e
T’ Tt s

(k=1,2,3),

bekommen wir analog

i & [
tyy + o'y @ _ %21 + a'y; @, _ % + a0,
7 — 7 VI -
o+ @'y Wy gy + @9 By dgg 1 Al 0y (42)

4 i L

_ @1 0y a0 +als, @ + b
4 ¢ ¢
a'yg Wy F 'y @y + 0’y 5 + by

Auf Grund von Bezeichnungen

4 4 :
Ayy Tgy

4 al
A1y Qo

4
ayy gy |,

. 73 .a’ —
(@ 05) ayp tlag |’

(a'y d’y) =

bekommen wir aus ersten zwei Beziehungen (42):

(a'ya'y) 2 + [(a, a'y) + (a'y a,) J o, + (ag0,) =0
(e’ als) w2+ [(a, a‘s) A (') ag)] 0y + (24 tg) = 0,
und das fithrt zur algebraischen Bedingung fiir die Koéffizienten
fa’y a'y), (a, a’y) + (a"l as), (a1.02 )f'. 0
0, ‘ (a’y a’y), (ag a'y),+(a"1dy), (a) ag)
(a’y a'y); (a a'y) T (a aa)z; (ay ag), 0
0 (a'y a's), (a; a's)+ (a'y ay), (a, ag)

=0 (43)

und zur ersten linearen .Gleichung zur Bestimmung der Funktion
© (x5, 2y, X9y 2)
dw (44)

a_z= a (xl‘a Ly, Ly 2, w),
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WO
l (a, ay), (o' a'y)
(ay a3), (a') a'y)

= .

(a’y a',), (ay a’y) +- (a'y ay)
(a'y a'y), (ay a'y) + (a'; ag)

Die Gleichheit der letzten Beziehung (42) mit einer vorangehen-
den fithrt zur zweiten linearen Gleichung zur Bestimmung der Funktion w:

, 0w , . dw
(“1“1)371+[(“1“2)+“1“’)“]a?2+ (45%)
[l a'y) + (0 @'y @] 5o + 0y )+ (a4 ) @ =0
3

9 L\ 0 45
[(a, a'y) + (a'; a')) @] 6_:(;)1 1 (az a'y) 6‘_::, + (5%

)
+ [(aya'y) + (ay a'y) @] 6_:,,—,_ (a3 b) +(¢'y D) a=0

[(ay @) + (@' a') @] 2 + [(ay a'y) + (@' ) o] 3 + (45)
1 2

+ (ay a'y) f,% + (a5 8) + (a%y by a =0,

Auf Grund der Bestimmung der Funktion @ aus der Gleichung
(44) und einer von den Gleichungen (45%), (456*), (45“‘), kommen wir
nach der Durchtiihrung der Substitution z= @ in eine beliebige von
den gegebenen Gleichungen zur Integration der Gleichung von der Form

9z gz 0z
A1E+AS{E+A3M+A—-O

zwecks Bestimmung der Funktion z (z;, x,, ;).

Beispiel:
@y 2 Py + By Py — 4y Py — 2 2 Py =0
@y (05 — Ty Xg) Py — (%5 — 3 X)) p'y + Ty (w2 —2) =10
Die erste der quadratischen Gleichungen fir w, wird identisch

erfiillt; es gibt also auch .die algebraische Bedingung fiir die Koéfti-
zienten. Die zweite G]eich&ng wird ;

Zy 0, — (2 23 + 25} 0, + 2y 2 =0,
Fir die Losung w, =2z, aus den Gleichungen (45‘) — (45), von
welchen die ersten zwei identisch erfiillt werdsn, haben wir:
dw

0w ’
= % (x4 @, wxs)ﬂl—:mz (0 — x,2)
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W=ay2z + (x5 — &y Ty) P(Xg,33),

wo ¢ eine beliebige Funktion ist. Das Einfilhren von 2= w in die
erste gegebene Gleichung gibt

0z dp
N “ dacy

und — indem wir mit ¢ die zweite beliehige Funktion bezeichnen —
bekommen wir das allgemeine Integral:

Z =&y @ (Lg,205) + W (g, @) 7 20 = xy Y (), Xy) + X5 P (T, T5).
Fiir das System von zwei unbekannten Funktionen
mit m Argumenten
m m m m
Baypit Saly p's+ 5, =05 Zoay pi+-2ayyp'i+ b, =0,
i=1 i=1 i=1 i=1
bekommen wir nach der Elimination von wgpyy aus m—1 quadratischen

Gleichheiten m—2 algebraische Bedingungen fiir die Koéffizienten:

(a’ a‘y), (a, a'y) + (@) ag)? |(ay ay), (a*; a’y)
(a’y @'y, (ag ay) -+ (a’y 03)| T |(ay a3), (a’) a’y)

(a'y a's), (aya’y) + (a'yas)| |(4ya,), (a'ya’y)
(a'y a%s), (a, a%5) + (a’y a3)| * |(ay a5), (a’y a’5)

G=34...m

+

2

(a, ;) o’ a')+

[(a;a%) +(a*ya;)]=0,

so wie auch ein System von zwei linearen Gleichungen 1. Ordnung
fir die Bestimmung der Funktion w:
(a’y a'y), (a; a'y) + (a’y a3)
(a'y a’y), (a, a’x) +(a’; ax)

i (a, a*) (a’s a’y), (a; a'y) + (a’y ay)
1 (a’y a’y)y (ay ') + (a’; ax)

(a’y a'y), (@) a'y) + (a’; ay)

(a'y a’y); (ay a'y) + (a'y ax)

. a_"—’ — (a, a,), (a‘y a’y)
0z (@, o), (a'; a’y)

(ay a3), (@' a'y) | 0w +
(a, ax), (¢, a'y) |0

(o az), (‘1/1 a"g)
(ay av), (a'y a’x)

- +(all a%

i=1

+ (a, 1) + (a'; b) =0,

wo k& eine von den Zahlen j =3, 4,.. m bedentet. Die Funktion
z (... ¥w) finden wir durch das Integrieren der linearen Gleichung 1.
Ordnung, indem wir die gefundene Funktion 2= @ in eine von gege-
benen Gleichungen einsetzen.

Das System von n Gleichungen mit » unbekannten Funktionen
Zy e Zzn der m unabhidngigen @,.. xn reduziert sich zum System von
n—1 linearen Glelchungen mit n— 1 unbekannten Funktionen z,...
251 der m unabhingigen, falls entsprechende m — 2 Bedingungen fir
die Koéffizienten .erfiillt werden. Wir gehen nun zum System n — 2

3
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unbekannten Funktionen z,.. z,—2 bei neuen m — 2 Bedingungen fiir
-die Koéftizienten iiber und haben im allen

(n—1)(m—2)

Bedingungen fiir die Ko&ftizienten, um zur Integration einer linearen
‘Gleichung mit einer unbekannten Funktion z, zu gelangen, Die Inte-
grationsmethode erfordert keine algebraischen Bedingungen im Falle
von n Funktionen und 2 unabhéngigen Variablen x, .

Es geniigt die Detailformeln fiir das System von 3
Gleichungen mit 3 Funktionen gz 2,2 der zwei Argu-
mente x,¥:

aip + bi q + l.'{i‘-"p’ + bi‘ QI -+ ai“p“ + b.i” 9” + ¢ = 0 (i= 1, 2, 3)
-anzufithren,

Hitten wir eine von den .notwendigen Gleichungen des totalen
oder allgemeinen Integrals F(xz,y,z2 2/,2)=10 z: B, auf Bezug von 2“
aufgeldst, so dass " '
2=w (r,y,272),

-dann hitten wir
D=0+ ogp+ 0, p; gt =0y F w5 g+ 0.,
‘wobei : dw dw i 9w
w1=a?’ wﬁ___a’ ws =—6-;.’ Wy = %:.

Das Einsetzen der Funktion @ und der AB]eitungen p* ¢" in
-das gegebene System fiihrt dann zu den linearen Gleichungen mit zwei
unbekannten Funktionen z, z*:
(ait+ai"wg) p+ (b + & wg) ¢+ (0 + ai’ w,) p'
+ 4+ w,) ¢+ a0 + 5wy k=0,
Eine von diesen Gleichungen muss aus zwei anderen Gleichungen
folgen, und das fiihrt zur Nullgleichheit aller Determinanten 3. Ordnung
der Matrix:
‘alytatioy, Ve, o tatiey, b+bY e, atie + 0" o, +°1‘
a'y +asy, U+, aytatywg, bytb05, a0 0w,k .
aytatywy, by 180, a3+ atyoy, by, a%o, Hb Y0yt
Fiit die Nullgleichheit aller Determinanten -8, Ordnung ist es not-

wendig und geniigend, dass nur 3 Determinanten, der Unterdetermi-
nante 2, Ordnung zugeschrieben, null seien, Z. B wir bekommen aus den

Elementen der ersten zwei Vertikalreiben — bei der Bezeichnung:
i i i 74
a', b a, a’, ) a,
('l a) =|a'y Uy a,l|; (@'l a) = |a’y by ay |5..., —

‘ ‘ LR
|a's Vg ag aly Uy ay
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zuerst
(W'l @) + [(a'V" @) 4+ (@ ¥ )] 0, + (@b @) 0, + [(a' b a*') +

(@ 1a") 0,] @y =0
@V + [@V0) + (@ VO] w, + (0“4 ) P, + [(a'V 1) +

+ (30 a") 0] wg =0,
was eine Gleichung 3. Grades fir o,:
(a“ba), (a' D)

8
(a5 at), (@i by | @ T (46)
(@b a), (a*") (@' @) + (a* b a), (a" b o) | .
-+ { (CL' a’’ b‘), (al FRL b:) + [al bt Z)) + (au Xl b)’ (au b Ll) }("24 +

L @YD+ (@), (ot a b))

(@' 6“b) + (a” V' b), (o' b &)
(@' b a), (a' ¥ b)
(al au l)l), (a‘b“bl)

N (o' b a)’ (a: b b)
(a* " a’), (au b”b’)

s

..l_

=0

und eine lineare Gleichung 1. Ordnung

L@V a") + (o' a*) a] %—‘z" + (a'b' @) +[(a' b a) + (a" ¥ )] a +
+(a“la)a?=0

gibt, wo @ eine Liosung der kubischen Gleichung (46):

47

a .
37((4): @ (@, 2 2, @) Ist, (48)

und zweitens wir bekommen noch eine folgende lineare Gleichung zur
Bestimmung der Funktion w:

3w dw
Jat Ll “ll + a’ bll all = + (‘blb(‘ _|_ bl bllall al —
AtV att) 4 ¢ 2L e (G Va] 5t “9)
(@ )+ [(@ 1 Q) + (@b )] at (a5 c) a* =0,
Ist fiir eine von den Liosungen der Gleichung (46) das System
von 3 linearen Gleichungen (47), (48), (49) integrierbar, dann fithrt das
Einsetzen der gefundenen Fuunktion @ in das gegebene System zur

Integration ven zwei linearen Gleichungen mit zwei unbekannten Funktio-
qen z, z, von der Form:

A,ip‘l' Big—[—A‘jp‘-}-Bliq'-’r Ci=0. (1:=1, 2) (50)
Beispiel:
—yp Y g =g+ #=0; 2azp—I+yp' + p" +22=0;
Crz+ 32 g9g—2yp’' —o' + 2p'=0,
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Die kubische Gleichung (46) wird dann:
20% —32y+ N +(6y*+6y+ N, —y Ryt +3y+ =0
Fitr die Auflosung @ =y haben wir lineare Gleichungen (47), (48),(49)-

ow , o 0w

- g0 o
=Y s oy TP0

und finden w=yz+4+y(x+y), wo 2z eine beliebige Funkt?éim von
u =+ y ist. Das Finsetzen der Ausdriicke fiir z*, p“, ¢* in das ge-
gebene System gibt zwei lineare Gleichungen (50) mit 2 unbekannten
Funktionen z, z‘:

2mzp——p‘+z2+§—z=0; (2ez+32%)q9g—q' + 2%-: 0.

Indem wir z' = Q (x,y, z) bezeichnen, bekommen wir quadratische
Gleichung (40):
2% —z(da + 32) 2y + 2222 (22 + 32)=0,
Fiir die Auflosung ¢ =2wxz geben die Gleichungen (40‘) und
41%), (41
d
—=2sn =2+ 2k Q0w b y@ry +yy),

wo 3 eine neue beliebige Funktion ist. Das Einsetzen der Ausdriicke
2', p%, ¢* in das System (50) gibt eine lineare Gleichung zam Bestimmen

der Funktion zu, z. 3 2% g—; = j—;’j — %, und wir bekommen

B=p@)+H) —x+y); =+ +r@+y);
=zylt+yp@)+T+ yxe+y),
wo @ die dritte beliebige Funktion ist.

Leningrad, 2. X. 1935,
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Nachtrag.

Die Integrationsmethode der linearen Gleichungen, wie sie im
letzten Abschnitte dargestellt wurde, bleibt richtig auch fiir die in Jaco-
bi'schen Determinanten linearen Gleichungen; die Koéffizienten der
algebraischen und Differential-hilfsgleichungen werden lediglich mit
neuen Kosffizienten, die leicht zu bestimmen sind, vertauscht.

Der Verfasser hat heuer in ,Comptes Rendus de ’Academie des
Sc. de I'URSS“ eine zweite Methode der Integrierung der in Jacobi’schen
Deterininanten linearen Gleichungen entwickelt, wobei es nicht nbtig
ist, ein System der linearen Hilfsgleichungen mit einer unbekannten
Funktion zu integrieren, sondern es geniige eine spezielle lineare Glei-
chung 1. Ordnung mit einer Funktion zu integrieren. Folgend, man
kann der Reihe nach jede von n Gleichungen des gegebenen Systems
mit den n unbekannten Funktionen z,..z, integrieren, Zuletzt es ist
nicht nitig die algebraischen Hilfsgleichungen n. Grades bei n unbe-
kannten Fuunktionen, wie in der letzten Methode und auch in der
Methode von Hamburger, aufzuldsen.

Um die Gleichung:

Ap+Bg+ O+ Ap'+ B¢ + D(py'—9p) =0, @
welche bei der Bedingung 4 B‘ — BA'=C(C'D ein allgemeines Integral
von der Form

uy (2,952, 2) = @ [ug (2. y, 2,29)] In
wo @ eine beliebige Funktion ist, besitzt, zu integrieren, filhven wir
die Bezeichnungen '

d (ugug) (uy, ug) 0 (u, 1),
g " s P G — €

ein, Dann bekommt man durch die Differentiation der Gleichheiten
u, (0, 1,22)=1¢,, u(x,y,22)=c
(z2)p+(x2)) =0, 299+ @2)=0,... (22)0(p¢'—qp)—(xy) =0
and statt (I) die Gleichung:
(x2)A + (yz)B—(22)C+ ) A’ + 2y B' —(xy) D =0. (III)

Andererseits bekommen wir durch die Elimination dz‘ aus den totalen
Differentialen

%&%4-%‘@ + ‘%dzq- %dz'= 0 (i~1,2)
(xz)dax + (yz')dy + (z2))dz =0, avy
Wenn wir also eine solche Funktion w, (#,y,2, 2*) finden, dass:
dz _dy  dz

4 B —C
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ist, dann ist fiir jede Funktion wug(x;y,22°) die Gleichheit (IV) der
Gleichheit:
(x2') A4-(y2)B—(22') C=10

dquivalent und statt (III) bekommt man:
() A4 (zy) B — (ey) D=0,

Wenn wir also die Funk§on wu, als ein partielles Iutegral einer
folgenden linearen Gleichung 1. Ordnung mit einer ubekannten Funktion

of of o _ (V}
Agy tB g —00=0

bestimmen, so bekommen wir w; als ein partielles Integral der linearen
Gleichung mit einer Funktion:

Y
du o ou
(A uy + Dum);ﬁ_— + (B, — Dun)a—;- — 4y, + B u”)a-z:O’
wobei :
du ou o
6_.7;’ Uy == a—y‘, Uy = 6—; bedeuten,
Die Variable 2/ wird in den Gleichungen (V) und (VI) parametrisch.
Man konnte auch w’, aus einer analogen Gleichung (V) bestimmen,
wobei A und B mit 4, B‘ vertauscht werden, und z in der Ableitung
bei C'in 2’ tibergeht; dann wird Glg. (VI) zur Bestimmung von wufy
entsprechend umgearbeitet,
Fiir die Gleichung mit zwei Funktionen 2, 2 von drei Argumen-
ten Lyy X9, X3 *
A;py+ Aypy + Agpy + O+ Ay py + A ply + Al p's + (VID)
+ Dy (s P's = PsPY) + Dy (py 0’y —p1 %) + Dy (i 0"y — o p') =0
geht die Gleichung (V), wenn wir das allgemeine Integral von der Form:

Uy (g, Xy, Xy, 2,27) == P [1g (1),...2°) 7 U (@1y0e 2]
suchen, in die Gleichung:

A,?i+A23—{+A I _ ¥ (VIILy

8 dxg 8z

iiber, und wir bekommen statt (VI):

‘ du du
(“11’““‘-_'1)2”1.“:’i"Dé’.""12)6E‘{"(A'z“14._D.*3“11‘|'D1"013)8—5732 + IX)

4 6"6 4 I 4 au
+ (4% vy — D, wyy +D2u“)0_903 — Ay + A2“12+A3U13)E =0,

wobei ou ou
U =1, ... u, = — bedeuten,
iz 9z
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Analog schreibt man lineare Hilfsgleichungen fiir zwei unbekannte
Funktionen mit beliebigen Argumenten z;.. au.
Fiir 3 unbekannte Funktionen z 2’2" — fiir z, B.zwei Argumente-
®,y — wenn wir
wg (eyz2'z)=c« (k=12,38)

betrachten und die Jacobi'schen Determinanten 3. Ordnung einfithren,.
geht die Gleichung:

AP_{_ BQ + O"I“ A'p"-l- qul -|-'A“p“ +-B'“?""+‘
+ D (00" =P )+ D (p 4= 29V + Dy (g’ — ' =0
in die Gleichung:
(wz'2") A +(yz'2*) B + zxz') A + (zy 2*) B!~ (z2' ) A +
+ (z2'yY B — (22'2") C — (zey) D, — (y2'x) Dy — (xy2') D, =0
iiber.

Drei totale Differentiale du, =0, duy=0, duy, =0 fithren zur
Bestimmung eines partiellen Integrals %, der Gleichung von der Form.
(V) mit den Parametern z‘z“ so wie auch zur Bestimmung eines
partiellen Integrals v, einer in den Jacobi’schen Determinanten linearen
Gleichung mit zwei unbekannten Funktionen wu, u, der Argumente
x4, 27,2 . Analog werden die Gleichungen mit 3 Funktionen der
3,... m Argumente integriert u. s, w.

Spezielle Falle: 1) Sind die Koéffizienten D gleich Null, dann
hat man den Fall der Integration der linearen Gleichungen 1, Ordnung,
einer unbekannten Funktion 2.

Beispiele. Fiir das im letaten Abschnitt untersuchte System

29—q¢'=0, (xy+)p—yp'+yz=0,
wenn man die Hamburger'sche Methode nicht antwenden kann, gibt die-
Glg. (V) v, =2 —ax2, und die Glg. (VI) v, =2 und wir bekommen :
2 —xz=0q )
Die zweite Gleichung fithrt zu den Integralen
ug = (y + Dz —yz', u,=y
und gibt die zweite Abhingigkeit des allgemeinen Integrals des Systemes :
(xy+Dz—y2’ =P (y).
Fiir das zweite Beispiel:
— @ @, Py oy Xy Py 0y 2% — Xy 2P’y + X, 2y (9 Py — P2 YY)+
+ @, 03 (py Py — 21 p'y) =0
gibt die Gleichung (VIII): w;, =2, + 2/, und die Glg. (IX) wu,= o, x,.
Ausserdem. gibt noch die Glg. (VIII) uy = o, 25, u; =, 2; diese Inte-
grale gentigen der Glg. (IX). Das allgemeine Integral ist:
X2 =@ (x, +2; x,2).
Leningrad, am 25, Mdrz 1937.



