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Отримано необхiднi й достатнi умови еквiвалентностi деяких
операторiв узагальненого диференцiювання першого порядку в
просторах функцiй, аналiтичних у кругових областях.

1. Нехай AR – це простiр усiх аналiтичних у крузi |z| < R функцiй,
що надiлений топологiєю компактної збiжностi (0 < R ≤ +∞). Для
послiдовностi вiдмiнних вiд нуля комплексних чисел (αk)∞k=0 через Dα

позначимо оператор узагальненого диференцiювання, який на довiльну

функцiю f(z) =
∞∑

k=0

fk zk ∈ AR дiє за правилом

(Dαf)(z) =
∞∑

k=1

fk
αk−1

αk
zk−1.

Якщо αk = 1
k! , k ∈ {0, 1, 2, ...}, то вiдповiдний оператор Dα збiгається з

оператором звичайного диференцiювання D в AR.
Нагадаємо, що два лiнiйнi неперервнi оператори A та B, якi дiють в

AR, називаються еквiвалентними, якщо iснує такий iзоморфiзм T про-
стору AR на себе, для якого

T A = B T.

При цьому оператор T називають оператором перетворення A в B.

Зафiксуємо n ∈ N та функцiю a(z) =
∞∑

k=0

ak zk ∈ AR. Позначимо

через E тотожний оператор в AR i розглянемо в AR оператори
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Ã = znD + a(z)E, A = znD +

(
n−1∑
k=0

ak zk

)
E та B = znD.

У роботi [1] дослiджувались умови еквiвалентностi в AR операторiв Ã
та B. Як було зазначено в [1], оператори Ã та A завжди еквiвалентнi
в AR, адже в цьому випадку за оператор перетворення Ã в A можна
взяти, наприклад, iзоморфiзм T , який на довiльну функцiю f ∈ AR дiє
за правилом

(Tf)(z) = f(z) exp

( ∞∑
k=n

ak
zk−n+1

k − n + 1

)
.

Тому задача зводилася до встановлення умов еквiвалентностi операторiв
A та B. А саме, в [1] доведено, що оператори A та B (а тому й оператори
Ã та B) еквiвалентнi в AR тодi й лише тодi, коли

a0 = 0 при n = 1
або

a0 = a1 = ... = an−2 = 0 i an−1 = −m (m ∈ {0, 1, ..., n− 2}) при n ≥ 2.

Аналогiчна задача про еквiвалентнiсть операторiв Ã та B у просторах
функцiй, аналiтичних у 2π

n -iнварiантних областях, розв’язана в [2]. Вiд-
значимо, що в [2] отриманi такi ж необхiднi й достатнi умови еквiвален-
тностi операторiв Ã та B, що i в [1].

У данiй роботi, використовуючи мiркування, подiбнi до запропонова-
них в [1], дослiджується задача про еквiвалентнiсть у просторi AR опе-
раторiв виду A та B iз оператором Dα замiсть оператора D. Спочатку
розглядається випадок n = 1, а потiм – випадок n ≥ 2.
2. Вважатимемо надалi, що послiдовнiсть (αk)∞k=0 задовольняє умову

lim
k→∞

k

√∣∣∣∣αk−1

αk

∣∣∣∣ ≤ 1 при 0 < R < +∞

або
lim

k→∞
k

√∣∣∣∣αk−1

αk

∣∣∣∣ <∞ при R = +∞,

яка забезпечує неперервнiсть в AR оператора Dα.
Зафiксуємо сталу a ∈ C \ {0} i розглянемо в AR оператори

A = zDα + aE та B = zDα.

Припустимо, що оператори A та B еквiвалентнi в AR. Оскiльки фун-
кцiя f0(z) ≡ 1 є нетривiальним нулем оператора B в AR, то й оператор
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A має в AR нетривiальний нуль, тобто iснує така функцiя ϕ(z) �≡ 0 iз
AR, що

z (Dαϕ)(z) + a ϕ(z) = 0, |z| < R. (1)

Лема 1. Якщо a �= 0 i функцiя ϕ(z) �≡ 0 iз AR є розв’язком рiвняння
(1), то

∃m ∈ N : a = −αm−1

αm
.

Доведення. Нехай ϕ(z) =
∞∑

k=0

ϕk zk. Тодi з (1) отримаємо, що

a ϕ0 +
∞∑

k=1

ϕk

(
αk−1

αk
+ a

)
zk = 0, |z| < R.

Оскiльки a �= 0 i не всi ϕk рiвнi нулевi, то звiдси одержуємо, що iснує
таке m ∈ N, для якого ϕm �= 0, а тому a = −αm−1

αm
. �

Отже, якщо оператори A та B еквiвалентнi в AR, то iснує таке m ∈ N,
що a = −αm−1

αm
, тобто

A = zDα −
αm−1

αm
E.

Нехай T – iзоморфiзм простору AR на себе, для якого TA = BT .
Якщо подiяти обома частинами останньої рiвностi на функцiю f0(z) ≡ 1,
то одержимо, що функцiя ψ = Tf0 задовольняє рiвняння

z(Dαψ)(z) +
αm−1

αm
ψ(z) = 0, |z| < R.

Припустимо, що послiдовнiсть (αk)∞k=0 задовольняє умову
αk−1

αk
+

αm−1

αm
�= 0, k, m ∈ N. (2)

Тодi з леми 1 випливає, що ψ(z) ≡ 0. Отримали суперечнiсть, бо ψ = Tf0,
а T – iзоморфiзм i тому вiн не має нетривiальних нулiв у AR.

Таким чином, встановлена наступна теорема.
Теорема 1. Нехай послiдовнiсть (αk)∞k=0 задовольняє умову (2).

Оператори A = zDα + aE, де a ∈ C, та B = zDα еквiвалентнi в AR

тодi й лише тодi, коли a = 0.
Зауваження. Якщо послiдовнiсть (αk)∞k=0 умову (2) не задовольняє,

то твердження теореми 1 може бути як правильним, так i неправильним.
Наведемо вiдповiднi приклади.
Приклад 1. Нехай

αk = (−1)
(k−1)k

2 , k ∈ {0, 1, 2, ...}.
Тодi αk−1

αk
= (−1)k−1, а тому

αk−1

αk
+

αk

αk+1
= 0, k ∈ N.
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Отже, умова (2) у цьому випадку не виконується, але оператори A =
zDα +aE, де a ∈ C, та B = zDα еквiвалентнi в AR тодi й лише тодi, коли
a = 0, оскiльки множини власних значень операторiв A та B вiдповiдно
рiвнi {−a, −a± 1} та {0, ±1}.
Приклад 2. Нехай

αk =
(−1)[

k
2
][

k
2

]
!
[

k+1
2

]
!
, k ∈ {0, 1, 2, ...}.

Тодi αk−1

αk
= (−1)k−1[k+1

2 ], а тому

α2i−2

α2i−1
+

α2i−1

α2i
= 0, i ∈ N.

Отже, умова (2) знову не виконується. Разом з цим, оператори A =
zDα−E та B = zDα еквiвалентнi в AR, оскiльки в цьому випадку в ролi
оператора перетворення A в B можна взяти iзоморфiзм T простору AR

на себе, матриця [tjk]∞j,k=0 якого визначається спiввiдношеннями

tjk =

⎧⎨⎩
1, j = 0, k = 1;
1, j = 2i, k = 2i− 2 або j = 2i− 1, k = 2i + 1 (i ∈ N);
0, у всiх iнших випадках;

(оператор T є iзоморфiзмом в AR, бо для нього iснує обернений оператор
T−1, який задається транспонованою матрицею оператора T ).
3. Зафiксуємо натуральне число n ≥ 2 i такi комплекснi числа a0, a1,

... , an−1, що |a0|+ |a1|+ ... + |an−1| �= 0.

Розглянемо в AR оператори

A = znDα +

(
n−1∑
k=0

ak zk

)
E та B = znDα

i встановимо спочатку деякi необхiднi умови, а потiм i певнi достатнi
умови еквiвалентностi цих операторiв.

Припустимо, що оператори A та B еквiвалентнi в AR. Як i в по-
передньому пунктi, оскiльки функцiя f0(z) ≡ 1 є нетривiальним нулем
оператора B в AR, то й оператор A має в AR нетривiальний нуль, тобто
iснує така функцiя ϕ(z) �≡ 0 iз AR, що

zn (Dαϕ)(z) +

(
n−1∑
k=0

ak zk

)
ϕ(z) = 0, |z| < R. (3)

Нехай ϕ(z) =
∞∑

k=0

ϕk zk. Тодi з (3) одержимо, що послiдовнiсть (ϕk)∞k=0

задовольняє спiввiдношення
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i∑
k=0

ak ϕi−k = 0, i ∈ {0, 1, ..., n− 1},

αi−n

αi−n+1
ϕi−n+1 +

n−1∑
k=0

ak ϕi−k = 0, i ∈ {n, n + 1, ...}.

Припустимо, що a0 �= 0. Тодi звiдси послiдовно отримаємо, що ϕi = 0
для всiх i ∈ {0, 1, ...}, тобто ϕ(z) ≡ 0, що не так. Тому a0 = 0. Враховуючи
це, рiвнiсть (3) можна записати так:

zn−1 (Dαϕ)(z) +

(
n−2∑
k=0

ak+1 zk

)
ϕ(z) = 0, |z| < R.

Звiдси, як i вище, будемо мати, що послiдовнiсть (ϕk)∞k=0 задовольняє
спiввiдношення

i∑
k=0

ak+1 ϕi−k = 0, i ∈ {0, 1, ..., n− 2},

αi−n+1

αi−n+2
ϕi−n+2 +

n−2∑
k=0

ak+1 ϕi−k = 0, i ∈ {n− 1, n, ...}.

Припустивши, що a1 �= 0, знову одержимо неправильну рiвнiсть
ϕ(z) ≡ 0. Тому a1 = 0.

Продовжуючи аналогiчнi мiркування далi, отримаємо, що a0 = a1 =
... = an−2 = 0, а тому рiвнiсть (3) набуде такого ж вигляду, що й (1):

z (Dαϕ)(z) + an−1 ϕ(z) = 0, |z| < R.

Тодi за лемою 1 будемо мати, що an−1 = −αm−1

αm
для деякого m ∈ N.

Отже, якщо оператори A та B еквiвалентнi в AR, то iснує таке m ∈ N,
що

A = znDα −
αm−1

αm
zn−1 E.

Вiдзначимо, що таке число m єдине, як випливає з наступної леми.
Лема 2. Якщо оператори A = znDα − αm−1

αm
zn−1E та B = znDα

еквiвалентнi в AR, то

∀ k ∈ N \ {m} :
αk−1

αk
�= αm−1

αm
.

Доведення. Припустимо, що

∃ k ∈ N \ {m} :
αk−1

αk
=

αm−1

αm
.

Оскiльки оператори A та B еквiвалентнi в AR, то iснує такий iзомор-
фiзм T простору AR на себе, що TA = BT . Позначимо f1(z) = zm i
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f2(z) = zk. Тодi, враховуючи, що Af1(z) ≡ 0 i Af2(z) ≡ 0, отримає-
мо, що B(Tf1)(z) = T (Af1)(z) ≡ 0 i B(Tf2)(z) = T (Af2)(z) ≡ 0, тобто
Tf1(z) ≡ const i Tf2(z) ≡ const. А це суперечить тому, що T є iзоморфi-
змом простору AR. �

Нехай T – такий iзоморфiзм простору AR на себе, що
TA = BT. (4)

Подiявши обома частинами цiєї рiвностi на функцiю f1(z) = zm i враху-
вавши, що Af1(z) ≡ 0, одержимо, що B(Tf1)(z) ≡ 0, тобто Tf1(z) ≡ C,
де C – деяке ненульове комплексне число. Крiм цього, з рiвностi (4) ви-
пливає, що образи Im A та Im B операторiв A та B пов’язанi спiввiдноше-
нням T (Im A) = Im B. Якщо m ≥ n− 1, то для функцiї f2(z) = zm−n+1

маємо, що
Af2(z) = zn (Dαf2)(z)− αm−1

αm
zm = γ zm,

де γ = −αm−1

αm
�= 0 (коли m = n − 1) або γ = αm−n

αm−n+1
− αm−1

αm
�= 0 (коли

m > n − 1), тобто функцiя f1 ∈ Im A. Але тодi Tf1(z) ≡ C ∈ Im B, що
неможливо. Отже, m < n− 1.

Таким чином, встановлено наступнi теореми.
Теорема 2. Оператори A = z2Dα + (a0 + a1z) E, де a0, a1 ∈ C, та

B = z2Dα еквiвалентнi в AR тодi й лише тодi, коли a0 = a1 = 0.

Теорема 3. Нехай n ≥ 3. Якщо оператори A = znDα+
(

n−1∑
k=0

akz
k

)
E,

де a0, a1, ..., an−1 ∈ C, та B = znDα еквiвалентнi в AR, то

a0 = a1 = ... = an−2 = 0, а an−1 = 0 або an−1 = −αm−1

αm

для деякого m ∈ {1, 2, ..., n− 2}, причому
αk−1

αk
�= αm−1

αm
, k ∈ N \ {m}. (5)

4. Зафiксуємо натуральнi числа n ≥ 3 та m ≤ n− 2 i розглянемо по-
слiдовнiсть (αk)∞k=0, яка породжує лiнiйний неперервний в AR оператор
Dα i задовольняє умову (5). Знайдемо деякi додатковi умови на послi-
довнiсть (αk)∞k=0, за яких оператори

A = znDα −
αm−1

αm
zn−1E та B = znDα

будуть еквiвалентними в AR.
Щоб довести еквiвалентнiсть в AR операторiв A та B, побудуємо

такий iзоморфiзм T простору AR на себе, який задовольняє рiвнiсть (4).
Для цього скористаємося матричним зображенням лiнiйних неперервних
операторiв, що дiють у просторi AR [3].

Якщо позначити через [aj,k]∞j,k=0 та [bj,k]∞j,k=0 вiдповiдно матрицi опе-
раторiв A та B i вважати, що α−1 = 0, то
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aj,k = bj,k = 0 при j �= k + n− 1

i
aj,k =

αk−1

αk
− αm−1

αm
, bj,k =

αk−1

αk
при j = k + n− 1.

Тому елементи матрицi [tj,k]∞j,k=0 оператора T повиннi задовольняти спiв-
вiдношення(

αk−1

αk
− αm−1

αm

)
tj,k+n−1 = 0, якщо j ≤ n− 1,(

αk−1

αk
− αm−1

αm

)
tj,k+n−1 = αj−n

αj−n+1
tj−n+1,k, якщо j ≥ n.

(6)

Для i ∈ {0, 1, ...} та s ∈ {0, 1, ..., n− 2} позначимо

βi,s =
αi(n−1)+s−1

αi(n−1)+s
,

причому вважатимемо, що β0,0 = 0.
Лема 3. Нехай матрицi [tj,k]∞j,k=0 та [τj,k]∞j,k=0 визначаються на-

ступними спiввiдношеннями:
t0,m = tn−1,m+n−1 = tm+n−1,n−1 = 1, tm,0 = −1;

ti(n−1),i(n−1)+m = βi−1,0·...·β1,0

(βi−1,m−β0,m)·...·(β1,m−β0,m) ,

ti(n−1)+m,i(n−1) = βi−1,m·...·β1,m

(βi−1,0−β0,m)·...·(β1,0−β0,m) , i ∈ {2, 3, ...};

ti(n−1)+s,i(n−1)+s = βi−1,s·...·β0,s

(βi−1,s−β0,m)·...·(β0,s−β0,m) ,

ts,s = 1, s ∈ {1, 2, ..., n− 2} \ {m}, i ∈ N;

tj,k = 0, у всiх iнших випадках;

τj,k =

{ 1
tk,j

, tk,j �= 0,

0, tk,j = 0.

Тодi вони задовольняють такi матричнi рiвностi:

[tj,k] · [aj,k] = [bj,k] · [tj,k], (7)

[tj,k] · [τj,k] = [τj,k] · [tj,k] = [δj,k], (8)

де δj,k – символ Кронекера.
Доведення. Рiвнiсть (7) виконується, оскiльки елементи матрицi

[tj,k]∞j,k=0 задовольняють спiввiдношення (6).
Рiвностi (8) рiвносильнi тому, що для j, k ∈ {0, 1, ...}

∞∑
i=0

tj,iτi,k =
∞∑
i=0

τj,iti,k = δj,k.
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А цi рiвностi вiдразу випливають з означення матрицi [τj,k]∞j,k=0, якщо
лише зауважити, що в кожному рядку i кожному стовпчику матрицi
[tj,k]∞j,k=0 (а тому i матрицi [τj,k]∞j,k=0) є рiвно по одному вiдмiнному вiд
нуля елементу. �

Теорема 4. Нехай n ≥ 3, B = znDα, а A = znDα − αm−1

αm
zn−1E,

де m ∈ {1, 2, ..., n − 2}. Тодi оператори A та B будуть еквiвалентни-
ми в AR, якщо послiдовнiсть (αk)∞k=0 задовольняє умову (5), а також
наступнi умови:

lim
i→∞

∣∣∣∣(αi(n−1)+m−1

αi(n−1)+m
− αm−1

αm

)
αi(n−1)

αi(n−1)−1

∣∣∣∣ =

= lim
i→∞

∣∣∣∣(αi(n−1)−1

αi(n−1)
− αm−1

αm

)
αi(n−1)+m

αi(n−1)+m−1

∣∣∣∣ = 1;
(9)

lim
i→∞

αi(n−1)+s

αi(n−1)+s−1
= 0, s ∈ {1, 2, ..., n− 2} \ {m}. (10)

Доведення. Перевiримо спочатку, що умови (9) i (10) забезпечують
неперервнiсть в AR операторiв T i T1, якi визначаються вiдповiдно ма-
трицями [tj,k]∞j,k=0 та [τj,k]∞j,k=0 iз леми 3. Для цього доведемо, що

∀ � ∈ (0; R) ∃ r ∈ (0; R) ∃C > 0 ∀ j, k ∈ {0, 1, 2, ...} :

|tj,k| ≤ C
rk

�j
i |τj,k| ≤ C

rk

�j
.

(11)

Зафiксуємо числа � ∈ (0; R) та r ∈ (�; R). Вiдзначимо, що умови (9)
i (10) можна записати так:

lim
i→∞

∣∣∣∣ βi,0

βi,m − β0,m

∣∣∣∣ = lim
i→∞

∣∣∣∣ βi,m

βi,0 − β0,m

∣∣∣∣ = 1

i
lim
i→∞

1
βi,s

= 0, s ∈ {1, 2, ..., n− 2} \ {m}.

Тодi для числа ε = ( r
�)n−1 − 1 > 0 одержимо, що iснує таке i0 ∈ N, що

для всiх i > i0 ∣∣∣∣ βi,0

βi,m − β0,m

∣∣∣∣ < 1 + ε,

∣∣∣∣ βi,m

βi,0 − β0,m

∣∣∣∣ < 1 + ε

i ∣∣∣∣β0,m

βi,s

∣∣∣∣ <
ε

1 + ε
, s ∈ {1, 2, ..., n− 2} \ {m}.

Тому для i > i0 + 1 будемо мати, що
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|ti(n−1),i(n−1)+m| ≤ (1 + ε)i−i0−1

∣∣∣∣ βi0,0 · ... · β1,0

(βi0,m − β0,m) · ... · (β1,m − β0,m)

∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣ βi0,0 · ... · β1,0

(βi0,m − β0,m) · ... · (β1,m − β0,m)

∣∣∣∣ (�

r

)(i0+1)(n−1) 1
rm

ri(n−1)+m

�i(n−1)
;

|ti(n−1)+m,i(n−1)| ≤ (1 + ε)i−i0−1

∣∣∣∣ βi0,m · ... · β1,m

(βi0,0 − β0,m) · ... · (β1,0 − β0,m)

∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣ βi0,m · ... · β1,m

(βi0,0 − β0,m) · ... · (β1,0 − β0,m)

∣∣∣∣ (�

r

)(i0+1)(n−1)
�m ri(n−1)

�i(n−1)+m
;

|ti(n−1)+s,i(n−1)+s| ≤

≤ 1(
1−

∣∣∣ β0,m

βi−1,s

∣∣∣) · ... · (1−
∣∣∣ β0,m

βi0+1,s

∣∣∣)
∣∣∣∣ βi0,s · ... · β0,s

(βi0,s − β0,m) · ... · (β0,s − β0,m)

∣∣∣∣ ≤
≤ (1 + ε)i−i0−1

∣∣∣∣ βi0,s · ... · β0,s

(βi0,s − β0,m) · ... · (β0,s − β0,m)

∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣ βi0,s · ... · β0,s

(βi0,s − β0,m) · ... · (β0,s − β0,m)

∣∣∣∣ (�

r

)(i0+1)(n−1)+s
(

r

�

)i(n−1)+s

,

де s ∈ {1, 2, ..., n− 2} \ {m}. Нехай

C1 = max
{

1
rm

, �m,
�

r

}
;

C2 = max
i

{∣∣∣∣ βi−1,0 · ... · β1,0

(βi−1,m − β0,m) · ... · (β1,m − β0,m)

∣∣∣∣ (�

r

)i(n−1) 1
rm

}
,

C3 = max
i

{∣∣∣∣ βi−1,m · ... · β1,m

(βi−1,0 − β0,m) · ... · (β1,0 − β0,m)

∣∣∣∣ (�

r

)i(n−1)
�m

}
,

де i ∈ {2, 3, ..., i0 + 1};

C4 = max
i,s

{∣∣∣∣ βi−1,s · ... · β0,s

(βi−1,s − β0,m) · ... · (β0,s − β0,m)

∣∣∣∣ (�

r

)i(n−1)+s
}
,

де i ∈ {1, 2, ..., i0 + 1}, s ∈ {1, 2, ..., n− 2} \ {m};
Ct = max

1≤ i≤4
Ci.

Тодi отримаємо, що

∀ j, k ∈ {0, 1, 2, ...} : |tj,k| ≤ Ct
rk

�j
.
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Враховуючи означення матрицi [τj,k]∞j,k=0, аналогiчно можна знайти
сталу Cτ > 0 таку, що

∀ j, k ∈ {0, 1, 2, ...} : |τj,k| ≤ Cτ
rk

�j
.

Якщо покласти тепер C = max{Ct, Cτ}, то одержимо, що умова (11)
справдi має мiсце.

Таким чином, оператори T i T1 неперервно дiють у просторi AR. То-
му, враховуючи лему 3, маємо, що оператор T є iзоморфiзмом простору
AR на себе, який задовольняє рiвнiсть (4). Отже, оператори A та B еквi-
валентнi в AR. �

5. Нагадаємо, що коли послiдовнiсть (αk)∞k=0 задовольняє умову

lim
k→∞

k
1
� k
√
|αk| = (σe�)

1
� , �, σ > 0,

то вiдповiдний оператор Dα називають оператором узагальненого дифе-
ренцiювання Гельфонда-Леонтьєва [4].

Наведемо приклади послiдовностей (αk)∞k=0, якi породжують певнi
класи операторiв узагальненого диференцiювання Гельфонда-Леонтьєва
i задовольняють умови (5), (9) i (10).

Нехай послiдовнiсть (αk)∞k=0 визначається спiввiдношеннями

α0 = 1, αk =
(a

k

) k
�

, k ∈ N, a, � > 0. (12)

Оскiльки lim
k→∞

k
√
|αk| k

1
� = a

1
� , то ця послiдовнiсть породжує оператор

узагальненого диференцiювання Гельфонда-Леонтьєва.
Лема 4. Послiдовнiсть (αk)∞k=0, що задається рiвностями (12), за-

довольняє умови (5), (9) i (10).
Доведення. Вiдзначимо, що

αk−1

αk
=

⎧⎨⎩
(

1
a

) 1
� , k = 1,(

k
a

) 1
�

(
1 + 1

k−1

) k−1
�

, k ≥ 2.

Звiдси, враховуючи, що послiдовнiсть (xk)∞k=2, де xk = k
(
1 + 1

k−1

)k−1
,

є строго зростаючою, маємо, що
αk−1

αk
�= αm−1

αm
, k, m ∈ N, k �= m.

Тому виконується умова (5). А умови (9) i (10) випливають з того, що

lim
k→∞

αk

αk−1
= 0
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i для фiксованого s ∈ N

lim
k→∞

αk

αk−1

αk+s−1

αk+s
= lim

k→∞

⎛⎜⎝(k + s)
(
1 + 1

k+s−1

)k+s−1

k
(
1 + 1

k−1

)k−1

⎞⎟⎠
1
�

= 1. �

Iз теорем 3, 4 i леми 4 отримуємо наступну теорему.
Теорема 5. Нехай послiдовнiсть (αk)∞k=0 визначається спiввiдноше-

ннями (12), Dα – вiдповiдний оператор узагальненого диференцiювання

Гельфонда-Леонтьєва, n ≥ 3, B = znDα i A = znDα +
(

n−1∑
k=0

akz
k

)
E, де

a0, a1, ..., an−1 ∈ C. Оператори A та B еквiвалентнi в AR тодi й лише
тодi, коли

a0 = a1 = ... = an−2 = 0, а an−1 = 0 або an−1 = −αm−1

αm

для деякого m ∈ {1, 2, ..., n− 2}.
Розглянемо послiдовнiсть (αk)∞k=0, для якої

αk =
1

Γ
(

k
� + μ

) , k ∈ {0, 1, 2, ...}, �, μ > 0. (13)

Оскiльки
lim

k→∞
k

1
�

k

√∣∣∣Γ(
k
� + μ

)∣∣∣ = (e�)
1
� ,

то вiдповiдний оператор Dα є оператором узагальненого диференцiюван-
ня Гельфонда-Леонтьєва. Позначається вiн у цьому випадку через D�,μ.
Зауважимо, що при � = μ = 1 оператор D�,μ збiгається з оператором
звичайного диференцiювання D.
Лема 5. Послiдовнiсть (αk)∞k=0, що визначається рiвностями (13),

задовольняє умови (5), (9) i (10).
Доведення. Припустимо, що для деяких k,m ∈ N, k < m,

Γ
(

k−1
� + μ

)
Γ
(

m
� + μ

)
= Γ

(
k
� + μ

)
Γ
(

m−1
� + μ

)
.

Подiливши обидвi частини цiєї рiвностi на Γ
(

k+m−1
� + 2μ

)
, одержимо,

що
1∫

0

t
k−1

�
+μ−1(1− t)

m
�

+μ−1
dt =

1∫
0

t
k
�
+μ−1(1− t)

m−1
�

+μ−1
dt;

1∫
0

t
k−1

�
+μ−1(1− t)

m−1
�

+μ−1
(
(1− t)

1
� − t

1
�

)
dt = 0;
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1
2∫

0

t
k−1

�
+μ−1(1− t)

m−1
�

+μ−1
(
(1− t)

1
� − t

1
�

)
dt =

=

1∫
1
2

t
k−1

�
+μ−1(1− t)

m−1
�

+μ−1
(
t

1
� − (1− t)

1
�

)
dt.

Зробивши замiну τ = 1−t в iнтегралi з правої частини останньої рiвностi,
отримаємо, що

1
2∫

0

t
k−1

�
+μ−1(1− t)

m−1
�

+μ−1
(
(1− t)

1
� − t

1
�

)
dt =

=

1
2∫

0

(1− τ)
k−1

�
+μ−1

τ
m−1

�
+μ−1

(
(1− τ)

1
� − τ

1
�

)
dτ ;

1
2∫

0

t
k−1

�
+μ−1(1− t)

k−1
�

+μ−1
(
(1− t)

1
� − t

1
�

) (
(1− t)

m−k
� − t

m−k
�

)
dt = 0.

А це неможливо, бо пiдiнтегральна функцiя в останньому iнтегралi є
неперервною i додатною на iнтервалi (0; 1

2) функцiєю.
Отже, для даної послiдовностi (αk)∞k=0 виконується умова (5). Крiм

цього, оскiльки

Γ
(

k−1
� + μ

)
∼
√

2π
(

k
�

) k
�
+μ− 1

2
e
− k

� , k →∞,

то, як i при доведеннi леми 4, можна одержати, що (αk)∞k=0 задовольняє
умови (9) i (10). �

Безпосереднiм наслiдком теорем 3, 4 i леми 5 є наступна теорема.

Теорема 6. Нехай n ≥ 3, B = znD�,μ i A = znD�,μ+
(

n−1∑
k=0

akz
k

)
E, де

a0, a1, ..., an−1 ∈ C. Оператори A та B еквiвалентнi в AR тодi й лише
тодi, коли

a0 = a1 = ... = an−2 = 0, а an−1 = 0 або an−1 = −
Γ
(

m
�

+μ
)

Γ
(

m−1
�

+μ
)

для деякого m ∈ {1, 2, ..., n− 2}.
Вiдзначимо, що при � = μ = 1 теорема 6 збiгається з вiдповiдною

теоремою з [1].
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SIMILARITY OF SOME GENERALIZED DIFFERENTIATION
OPERATORS OF THE FIRST ORDER IN THE SPACES OF

ANALYTIC FUNCTIONS

Taras ZVOZDETSKYI

Yuriy Fed’kovych Chernivtsi National University,
2 Kotsjubynskyi Str., Chernivtsi 58012, Ukraine

We obtain some necessary and sufficient conditions for the similarity of
some generalized differentiation operators of the first order in the spaces of
functions which are analytic in disk domains.




