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BERICHTE.

Die Konstruktion des aligemeinen Operators der line-

aren homogenen partiellen Ditferentialgleichung erster

Ordnung, die in Bezug auf einen von Differentialquo-
tienten aufgelést ist,

(von G. Pfeiffer).

Ist:
_: of of _
X(f)“_gla_x,'*'&EjL ----+§n5£—0 1)
eine lineare homogene partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit
den Integralen: @, @;, @, ®a-1, und schreibt man ferner die Glei-
chung 1) in der Form,
. 1
X(j)=;K(f) =0,
wobei :
_ D gy eens Pu—1)
i Dryag....... %)
und :
w=D(q11 Pg oevenns @n-1)
Dy g oivns o)

bedeuten, so hat der allgemeine Operator der Gleichung 1) die Form:

n-1 n—1
Y ) =211fj Yiif)+eX(f)= %{2 u; Li(f) + e K(f)},

j=1 =t

wobei W, W, ... W, willkiirliche Funktionen der Integrale @, @, ... @n—y,
o willkiirliche Funktion der unabhingigen Variablen bedeuten. Dabei ist:

nm=%um=a

Sur une généralisation delavariation du Lagrange dans
l'équation différentielle ordinaire linéaire du 2 ordre.

(par M. Kourenseky).

L’auteur donne quelques quadratures nouvelles pour la variation
des constantes arbitraires de 1'équation différentielle ordinaire linéaire
du deuxiéme ordre.

Die Schitzung der Storungen éiniger Asteroiden seitens
Mars, Erde, Venus und Merkaur.

(von M. Michalékyj).

Der Vertasser untersucht solche Asteroiden, fiir welche die Exzen-

r

trizitit ¢ und die Neigung ¢’ klein, das Verhiltnis % == @ ungefihr
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Sammtliche Driisenzellen sind acidophil und treten entweder als
helle, schwach gefarbte, oder als dunkle, stark sich firbende, Zellen
auf. Das Protoplasma der beiden Driisenzellen ist vacuolisiert und weist
in einem optischen Profile ein deutliches Netz von grioSeren Maschen in
der hellen und von kleineren in der dunklen Zelle auf. Die beiden
Driisenzellen sind mit einer groBen Menge winziger Kornchen gefiillt,
die #uBerst reichlich und dicht in der dunklen Zelle angehiuft sind.
Der Kern der hellen Zelle ist fleckig, beinahe strukturlos, schr oft an
seinen Iicken ausgezogen, wihrend die dunkle Driisenzelle einen kuge-
ligen, oder ovalen Kern umschlieSt, der cine deutlichere, kornige Struktur
mit einem glinzenden, kugeligen Kernchen aufzuweisen hat,

Eine sehr charakteristische Eigentiimlichkeit der dunklen Driisen-
zolle ist ihre basilare, basophile Streifung, betreffs derer sich der Ver-
fasser nur auf die Anfithrung einiger Ansichten an der Hand der dies-
beziiglichen neuesten Literatur (Lutz, Roskin) beschrénkt.

Beide Driisenzellen, die helle und die dunkle, bilden wahrschein-
lich nur Funktionsstadien eines und desselben Driisenelementes.

Das bindre System Harnstoff-p-Toluidin
(vom Fil. A. M. Koreneé).

Dag obige System hat die Verfasserin mit thermischen pund mi-
kroskopischen Methoden untersucht, und zwar 14 Proben mit den Mi-
schungen von vérschieden prozentigen Zusammensetzungen durchgefithxt.
Aut Grund von Kristallisationstemperaturen einzelner Mischungen wurde
cin Diagramm des obigen binéiren Systemes gezeichnet; einzelne Mi-
schungen und Zustinde, die bei der Kristallisation vorgekommen sind,
sowie vor allem der Verlauf der Kristallisationskurve haben gezeigt,
dass wir im biniren Systeme Harnstoff-p-Toluidin eine Mischung mit
gemischten Kristallen vor uns haben. Dasselbe stelli (nach Rozenboom)
cinen solchen Typus der Mischung dar, in welchem die Komponenten
eine kontinuelle Reibe der gemischten Kristalle nicht bilden, und wobei
die Kristallisationskurve einen Wendepunkt der Veridnderung besitzt.

Sur les courbures des ordres supérieurs des
courbes planes

(par D. M. Boltovékyj).

L'aateur démontre le théordme suivant:

Rayon de courbure R = const, est la seule famille des courbes
dépendantes de deux paramétres telle que chaque courbe de la famille
peut &tre vaménée & la coincidence avec chaque autre courbe de la
méme famille.

Q (3, B) =0 — 3 étant V'angle entre l'axe do la déviation et la
normale de la courbe — est la seule famille des cowbes dépendantes
de trois paraméires avec telle propriété et chaque courbe.entre dans
une telle famille définié par P'équation absolument naturelle,
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CLXXV. Sitzung am 26. September 1931
Vorsitzender Hr. Levyékyj.

1. Hr. G. Polangkyj berichtet {iber vorliufige Ergebnisse
seiner Sommerexkursionen im Gebiete von Polissje (Gouv. Pinsk).

2. Hr. R. Jendyk referiert seine Aufsitze: 1) eine Rezen-
sion auf die Arbeit vom Fiirst ,griechische Schédel“. 2) Uber die
Wolga-Finnen auf Grund von kranologischen Untersuchungen.

3, Es wurde beschlossen, dem Hrn. Stefan Polan$kyj
(Buenos Aires) fiir seine groBartigen Spenden fiir das naturhist.
Museum, aus einer Sammlung der Coleoptera und einer Bibliothek
bestehend, den tiefsten Dank auszudriicken.

CLXXVL Sitzung am 13. Oktober 1931,
Vorsitzender Hr. Levyékyj.

1. Der Vorsitzende legt die Arbeit des Hrn. A. Smohor-
schevsky (Kyjiv) u. T. ,Note sur les polynomes orto-
gonaux“ (franz.) vor.

Dieselbe erscheint in laufenden Sitzungsberichten.

2. Hr. Polans§ky]j berichtet iiber die von ihm wihrend sei-
ner Sommerexkursionen im Polissje gesammelten Landes- und
Siisswasser-Mollusken. '

Die Arbeit erscheint in der Sammelschrift der physiographi-
schen Kommission.

Note sur les polynomes orthogonaux,
(par A. Smohorshewsky).

Soient
0 1,2 v,n — 1
les valeurs de la variable indépendante z et
Yos Y15 Y2 y Yo

les valeurs correspondantes de la fonction y.
Pour déterminer approximativement y sous la forme d’une fonction
entiére rationnelle de «:

y=4K@ + 4K@ +  + AK@)  @<n-1),
posons
D1 .
1% = 2 Pi [yi — A K@) — 4,K,() — — AlKl(i):l = min.,
i=0
ol
K (z), K,(x), y Ki(z)

sont les polynomes respectivement des degrés

O, 1’ )l1
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satisfaisant aux conditions suivantes d’orthogonalité ct de normalité:

2 pi Kk, () K, () ={ 5 8;3

1=0

(=P p>09¢>0p+¢=1),
On en tire, comme I'a démontré M. Krawtchouk,*) I'égalité suivante:

= V() eor e [T e ]
1) [(n; 1) p* qn—l—x]
=V @ 2.5(— ("W D (e

Dans cette note 1'auteur démontre quelques propriétés des polyno-
mes de M. Krawtchouk.

). En introduisant la notation
_ n—1y
Co = Y (") e
et en posant dans (1) ¢ = 1 — p on obtient:
Ky@) =1,

K@) = a[p—-2 ],

e(e—1
K@) = G pt ~ 2p 2o+ EEZD

(n—1n—2)J’
wz—1)  a@—1)(x-—2)
(n—1)n—2) (n—1)(n—2)(n—3)7F

P z
Kyfa) = Cy| p*— 3p* =2 +3p

*) M. Krawtchouk. Sur une généralisation des polynomes d'Her-
mite. Comptes rendus, t. 189, p. 620.

M. Krawtchouk. Sur linterpolation au moyen des polynomes
orthogonaux. 3amnekn Kniscrkoro Cizscrko-Tocmoaaperkoro
Iucrrryry T. IV. 1929

Dans cette derniére note M. Krawtchouk démontre la relation
suivante :

41 Km-}»l (1') + an ((L'—-' bm) Ky (:B) + dn— Ku-1 (.’l!) == 0;
oWl @pt1, Qu, @o—1 S0nt les nombres positifs; on en conclut que la suite
Iﬁu(w), “"I(m—l(w); Km—ﬂ(w)) """Km—s(m)’ (—1)‘".[(0(.’1')
est celle de Sturm.
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= O“‘[P“' (D 2t (3) o Y

n—1 (n—D(n—2) -
" a(e—1) ... (z—m+1) "
L S A s o v (n—'m)J
(m < n-1)
Analogiquement on a
Ky = 1,

K@) =G| ="

K (@) = 02[q2_21'n x—1 + (n-z Dn x-2)

n—1 n-1)(n-2)
_ gmu-1, ., -z-)n-z'2) (n-z-Dn-¢ DH « 3)
Ky@)=-C qu 315 - 1 T (n 1)(n ) R Oy T 2)(n 3) '
n n n—ax—1 n—x—‘z
o= O () 5D () DD
+ (—1)"'(n z—1)(n—x—2) . . . (n—ax—m)

(n—D(n—2) .(n—m)
(m < a--1)

2. En introduisant encore les notations

k() = Jom, n () = km op (@) = gmgz

m m afo-1) oo @(@-1) .. (@emt1)
( )p(n—l) (2) pin-1)(n-2) L (D) p®(n-1)(n-2)...(n-m)
Sm < n-1),
on obtlent les propriétés smvantes 'des polynomes de M. Krawtchouk:

b = = (F) = 1)ty -

Tn—n.n—3(x) ko, nm ()
o 21(3 )pa(u--1)(n—2)(n—3) e =D p'(n —D(n—=2)...(n—m)

(’")/cm wnsi (1)
= g ip (7!—1)

(ﬂ 1) kn 1.n~ 1({[‘) (A$=l)

NI Ko (@) = k- 1,0 (&) —

I Aky, () =

ku-l n- l(x 1)

( —1) 1)
= Jo 2,0 (w) (1 1) e 2, n—1{T— 1) + mkm- 2, n—2 (:r—-2)
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= Fearn () + é (=1 )pm((f_ 11))@1—2) = l) — 3 Fe-ton—i ().

IV. 2z=[1— k(x)]pr-1), ‘
a(e—1) = [1 — 2k,(x) + ky(x)] pin—1)(n—2),
wle—1)a 2) = [1 — 3k, (x) + 3ky(z) — Iy(@)] pP(n—1}n—2)(n—38) etc.,

(5)=[1- (Dm0 + () -+ vt ] (57

V. Dane le cas particulier p = % on a

(55 9) = e (52 - ),

—1
2 o1, n-1, ,}(n ) ) = 0.
VI Pour m et I entiers (m < n—1;1 < n—1) on a
®) Fou () = ki (m).

On déduit de (3) que tous les polynomes Km n(@) pour lesquels
m < (n - 1) ont les zéros duns l'intervalle [0; 1

En comparant (3) avec (2) on voit que pour p f et n—1=2m
on

ku(l) = ka(8) = ku(®) = ... = ku(n—2).
Par conséquent
(e—1)x—3)z=5) . .. (@—2m+1) = (=1)" 1.3.5...(2m —1) ku, om, § ().
VII. Tous les zéros du polynome ki , (x) ou XKy , (x) sont situds
dans lintervalle [0; n—1].
Cela résulte de l'alternance des zéros de deux polynomes voisins
m(-b), - 1.1(.’.'(. et d@ légallté

t

koot n(l) = (—%) 1=0,1,2 ..., a1,
montrant que dans chaque des intervalles
@ [0; 11, [1; 2], .., [n—2; n—1]

est situé un des zéros du polynome K,_; . ().

VIII. Dans chacun des intervalles (4) est situé au plus un des
zéros du polynome 7, 5 Sx)

En notant par 7 le nombre des changements de signe dans la
suite (/ est un nombre entier < n—1)

6) knctn D) kome. 0 (D), <5 T n () Ko n (0),
on déduit facilement (cf. VIL et la note de la page 1) que #14, = n + 1.
De (3) on tire que la suite
ki, o(m=1), ki, n(n—2), .., &, n(1), Bs, n(0)
est identique avec (B). Si la fonction %, o(x) aurait deux zéros dans
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quelqu'un des intervalles (4), alors il devrait étre < ! et par con-
séquent 74y < I + 1. Par I'induction mathématique on démontre que
dans ce cas le nombre des changements de signe dans la suite

koot n{n=1) k1, n(n—2), ., Joamr, n (1), %y, n (0)
serait < n—1, ce qui contredit au VIL

Kyiv, 15, X. 1931.

CLXXVIL Sitzung am 30. November 1931
Vorsitzender Hr. Levy¢kyj.

1. Hr. Zaryckyj berichtet iiber seine u. T. ,Einige
Reihen und ihre Anwendungen® (ukrain.) in den Annalen
der Akad. der Wissensch, in Kyjiv ershienene Arbeit.

2. Der Vorsitzende legt hiemit die Einladung zum interna-
tionalen Mathematiker-KongreB in Ziirich (September 1932) vor.

3. Derselbe bekommt zum Gutachten die Arbeit des Hrn. N.
Cajkowskyj (Odessa) u. T. ,Uber systematische Ent.
wickelung der Irrationalzahlen® (deutsch).

4, Hr. Kuder hélt einen Vortrag aus AnlaB der 100-jihrigen
Feier der Entdeckungen des M. Faraday.

5. Hr. Tysovskyj erstattet einen kurzen Bericht {iber di¢ un-
lingst publizierten Anschauungen von Schrammen — betreffend
das Hervortreten von morphologischen Eigenschaften bei den Tieren.

6. Hr. Zaryélkyj stellt den Antrag, die Sektion solle wo-
moglich bald zur Herausgabe von populir-wissenschaftlichen Publi-
kationen schreiten.

CLXXVIIL Sitzung am 5. Februar 1932
Vorsitzender Hr. Levyéky].

1. Der Vorsitzende gibt die Ubersicht der Titigkeit der Sek-
tion, sowie einzelner Kommissionen im J. 1931,

2. Hr. Muzyka berichtet iiber seine neuesten Verdffentli-
chungen in ,Medizipischen Berichten* 1931 Heft 12. (polnisch)
u. zw.: a) die Blutgruppen in der Pathologie, b) (mit Dr. Kordiuk)
Beitrag zur sg. Agranulozitose.

3. Hr, Polanékyj legt seine Arbeit u. T. ,Einige Bemer-
kungen iiber die chronologische Stellung der jungpaliolitischen
Station von Zurawka (Poltawa) und der Jungpleistozinischen Ter-
rassen des Mittleren Dnipro“ vor.

Dieselbe erscheint in der Sammelsch. der physiogr. Kom-
.mission Heft IV—V.
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CLXXIX. Sitzung am 1. April 1932,
Vorsitzender Hr. Levy¢kyj.

1. Die Sektion hat beschlossen, an der Goethe-Feier, die
niichstens die Sevéenko-Gesellschaft veranstalten wird, mit einem
Referat iiber Goethe als Naturhistoriker teil zu nehmen.

2, Der Vorsitzende legt eine Note des Hrn. Jaremkevyé
u T. ,Zwei spezielle Sextiken“ vor (sieh unten).

3. Hr. Kubijovyé berichtet {iber den Verlauf des IL ukra-
inischen wissenschaftlichen Tages in Prag.

4. Derselbe legt seine Arbeit u. T. ,Die obere dkomenische
Grenzé in der Bukowina“ vor.

BERICHT.
Zweispesielle Sextiken.
(von J. Jaremkevy&).

Die beiden speziellen Sexiiken, deren Konstiuktion ich in dieser
Note angebe, eignen sich sehr fiir Beispiele zur Kurvendiskussion und
mdgen sich ihrer die Herren Autoren der betreffenden Lehrbiicher
annehmen.

1. Die Falterkurve. Es sei ein Kreis O(r = 1) gegeben, durch
dessen Mittelpunkt das Achsenkreuz gelegt werden miige. Sind 4 und B

zwei sich zu OX symmetrisch bewegende Punkte des Kreises, so soll
die Projektion von B auf die in A errichtete Tangente D heifen. s
sei noch ein Punkt € gegeben, so, daB <x XOC = 2X0A ist. Zieht
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man nun CP|j OX, DFP| OY, dann ist der Schnittpunkt P der beiden
Geraden ein Punkt der Kurve. Ist < X0OA4 = w, dann sind ihre Glei-
chungen :
z=-cosw(l+2sinw), y=sin2w
bzw.
yS + da¥at—y?) + byt + (9y'—4a") = O
und in Linienkoordinaten:
(u? — 40v%)% = T20u’.
Es ist duferst interessant, nach den Singularititen und Brennpunkten
dieser ganz speziellen Sextik zu forschen, Nur noch die Tangentenkon-
struktion sei hier mitgeteilt: Man filrt AV | OX, Vv | 04, vT'] OX,
dann ist TP die Tangente der Kurve in P,

2, Die Wieleitnersche Kurve. Die Kurve hat im Reellen
zwei Doppelpunkte, eine gewthnliche Spitze und zwei Schnabelspitzen.
Es sei ein Kreis wie im vorigen Fall gegeben, A wieder ein sich auf
dem Kreise bewegender Punkt; auBerdem sei noch der Punkt M (0, - 1)
fixiert. Ist £ die Projektion von M auf die in A errichtete Tangente,
ist weiter <x XO@ = 3X04, und macht man EP| 0Y, GP| OX,

!

\

=

dann ist P ein Punkt der Kurve. Wegen ihrer W-shnlichen Gestalt sei
sie zur Ehren des Verfassers der ,Speziellen ebenen Kurven® die Wie-
leitnersche benanat. Thre Gleichungen sind:

z=cosw(l +8inw), y=-sin3dw.

Die Koordinaten der Schnabelspitzen ergeben sich zn x = 4- ?%ZS, y =1



