MIRON ZARYCKI, (Lemberg).

Uber eine mathematische Unterhaltung

Die Unterhaltungsmathematik erfreut sich in neuester Zeit
groBer Beliebtheit sowohl in weiten Kreisen der Gebildeten, als auch
bei den hervorragenden Mathematikern. Es werden sogar Univer-
sitatsvortrige iiber mathematische Spiele gehalten.*)

Ich gebe im Folgenden die mathematische Theorie einer mir
von Frau Marie Hubert mitgeteilten Kartenunterhaltung.
1.
Wir betrachten zwei Mengen von Elementen :
an=4, 5, 6,7, 89, 10
bn=1, 2, 8, 4
und bilden alle Paare von diesen Elemente so, daB in jedem Paare
an erster Stelle ein Hlement a» und an der zweiten Stelle ein Ele-
ment b» steht. Hs ist leicht zu sehen, da8 wir auf diese Weise 28
verschiedene Symbole (a» bx) erhalten. Wir nennen das Symbol
(an bn) eine , Karte“,die Zahl a» den , Wert“ und die Zahl bx die
SFarbe* dieser Karte.
2.

Wir ordnen jetzt die 28 Karten unseres Systems, indem wir
die Formeln angeben, welche den Wert a» und die Farbe b» der
Karte (an, bn) in Abhingigkeit von der Ordnungszahl » bestimmen.

Es bedeute R %) den Rest, welchen man beim Dividiren von
2z durch y erhilt.
Es sei:
bn =R (g) fir n4dm+ds 1)

bn =4 n=4mis 2)
wo m=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Die Farben bx erhalten also der Reihe nach die Werte 1, 2,
3,4, 1,2 3,4, 1,2 3,4,.

*) Solche Vortrige wurden z. B. gelegentlich vom Prof. Gerhard Kowa-
lewski gehalten. Im J. 1930 erschien bei B. G.. Teubnér das von ihm verfafite
sehr interessante Biichlein iiber ,Alte und neue mathematische Spiele.
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Man beweist leicht, daB der Ausdrucky%b*"- fir jedes 7=
eine ganze Zahl ist.

Es ist ndmlich :
n+3 bn _4m+143

=m+1

flir n = 4m+1 T = I
‘n = 4m—+2 '———i‘—ﬂ%z-iﬁ‘: m—+2
n=4m+3 :_—4L‘-'"'f’_‘*f.§=m+3.

Wir bestimimen jetzt die Werte a» durch folgende zwei For-
meln-: , i
"
wenn der, nach dieser Formel berechnete ,Wert* a» einen der
Werte 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 annimmt, und
n-+3 bn + 7, 4)

'n=—*—4

einen der Werte 1, 2, 3 bekommt.

, 3)

n+3 bn

Es ist leicht zu sehen, daB die nach den Formeln 3) und 4)
berechnete Zahl anflirn=1,2,3. . . . . 27, 28 einen der Werte.
4,5, 6, 7,8,9, 10 annehmen muB. Fiir jedes » erhalten wir dabei
ein anderes Paar (an, bn).

Die Formeln 1), 2), 3), 4) bestimmen eine Ordnung im System
der Amben (ans, b») und wir konnen.jetzt folgende Tabelle der ge-
ordneten Karten aufschreiben:

wenn der Ausdruck

n—|1]23]4 5|6 7189 10111213141516171819202199?22425262728E
H

Van=|8|9010[4(9|10{4]510/4]5(6{4]5 6|7 5(6]7|8 67'89789'105
4

bn=|1]2|8lal1]2]3|411|2]8lal1]2]8]e|1l2|3]al1]|2]8|4]|1]2]|3]4}

{an, b} = (8,1), 9,2),.(10.3), (4,4), (9,1), (10,2), (4,3), (54), (10,1),
(412)) (5)3)) (674)) (4s1)» ‘5~2)s (6'3)’ (7~4)v (5:1)7 (6-2)$ L7;3}r

(8:4), (6,1), (1,2), (8,3), (9.4), (T.1), 8,2), (9,3), (10,4).
Wir wollen nun naher betrachten, fiir welche Nummern %
man beim Berechnen von as die Formel 4) anwenden mu8, d. h=

fiir welche # man die Ungleichheit _n—:ﬂ < 4 bekommt.
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Aus der letzten Ungleichheit bekommt man die Bedingung’
7 < 16—3 ba und fiir besondeére Werte von b~ erhilt man:

fiir bn=1 ist » < 13 also n=1, 5, 9
bn=2 n < 10 , n=2,6
bn==3 n <7 » =3
brn=4 n < 4 was der Bedingung b&n=4
widerspricht.

Die sechs Paare (an, b») mit- den Nummern n=1, 2, 3,5, 6, 9,
nehmen also eine gewiBe Sonderstellung in unserem System der
Karten ein. Wir beweisen jetzt, daB in diesen und nur in diesen
Fillen die Ungleichheit an—bn > 7 gilt.

Wir hekommen nimlich -aus der Formel 4):

4 bn — 8 by = n+-28
4 an — 4 bn = n+28 — ba

an — bn = T+ n-;bn

Es ist aber fiir n=1, 2, 3, 5, 6, 9: n > bn; also:
an — bn > T

Firn+#1,2 3,5,6,9 bekomxfen wir aus der Formel 3):
4 an — 3 bn = n
4an—-—4bn=ﬂ—~bn
n,’;b" < 6 fiir # < 24 und auch
fiir #=25, 26, 27, 28, weil fiir die 4 letzten Werte von % bn = 1,
2, 3, 4 ist.

an ——bn=‘

3.

Das Endziel unserer ,Theorie“ ist die Angabe der Formel, die
Jedem Paare (ax, bn) eine bestimmte Nummer zuordnet. Wir miifien
zuerst beweisen, daB eine solche Zuordnung eindeutig sein mus,
daB also m 4+ n ist, wenn wenigstens eine der Bedingungen am =
an, bm :H: bn erfiillt iSt.

Man bekommt entweder beide Werte am und a» aus einer
und derselben. der beiden Formeln 3) und 4), oder aber am aus der
Formel 3) und ax aus der Formel 4).

Im ersten Falle erhielten wir aus der Formel 3) oder aus der
Formel 4) (wenn wir m=n annehmen):

4 (Am—an) = 3 (bm-—bn).

Wire bm H ba, 80 miiBte die Differenz bm—bndurch 4 teilbar
sein, was aber nicht moglich ist. Wire bm = ba, so miiBte auch
Am=0an sein.

Im zweiten Falle erhielten wir aus.der Formel 3)und aus der
Formel 4):

m =4 an—3 bm == 4' an—3 bn—28 = n,
4 (am— an)=3 (bm—bn) — 28,
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was auch nicht moglich ist, weil dbm—bn durch 4 nieht teilbar ist
und im Falle b»="b~ wir annehmen miiBten: am — an=="T, was
den Voransetzungen an < 10, an> 4 widerspricht.

Es kann also jeder_Karte nur eine Ordnungsnummer zuge-:
ordnet werden. o

Die Zuordnung selbst bekommt man leicht aus den Formeln
3) und 4). .

Ist nimlich an—bn < 6,80 bekommen wir aus der Formel 3):

n=4 an—3 bn ) I)
Ist aber an—bs> 7, so erhalten wir aus der Formel 4):
n=4 an— 3 ba—28 ]I).

Wir kénnen die beiden Formeln I) und II) in eine Vorschrift.
zusammenfaben.

Zu diesem Zwecke bemerken wir Folgendes:
Ist an—bn < 6, s0 ist:

n=4 an— 3 bn=4 an—4 bn + bn=4 (an — bn) -+ bn < 24 + bn < 28.
Ist aber an—bn > 7, so erhalten wir: o -
n+98 =4 @n—3 bn=4 (dn—bn)+bn > 28+bn > 29
Wir konnen jetzt folgende allgemeine ﬁe—gel angeﬁén :

Die Ordnungsnummer einer Karte ist gleich der Differenz des
Vierfachen von ihrem Werte und des Dreifachen von ihrer Farbe,
oder derselben um 28 verminderten Differenz, wenn sie mehr als
28 betrigt.

4.

"Wir wollen schlieBlich unser System von geordneten Amben

auf die anfangs erwihnte Kartenunterhaltung anwenden.

Man halte in der Hand 28 mit dem Bildern nach unten ge--
kehrte Spielkarten in solcher Anordnung, daB die oberste Karte As.
Treff ist, diec zweite darunter Konig Treff, dann Dame Treff, Bube
Treff, 10 Treff 9 Treff nnd 8 Treff. Dann kommen: As Karo, Konig
Kérou.s.w. 8 Karo, As Herz, bis 8 Herz und As Pik bis 8 Pik.
Jede von 28 Karten hat jetzt von oben nach unter gezihlt eine
gIP‘Tu-mmer, z. B, 10 Herz hat die Nummer 19, 9 Pik die; Nummer-

. 8. W.

Wir stellen jetzt die Karten auf den Tisch in vier Teilreinhen:
in felgerider Anordnung :
1, 2, 3, 4, 5 6, 7
14, 8, 9, 10, 11, 12, 13
20, 21, 15, 16, 17, 18, 19
26, 7, 28, 22, 23, 24, 25

In der ersten Reihe liegen also sieben Karten von As Treff
bis 8 Treff. In zweiter Reihe liegen alle Karo, eber jede Karte ume
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einen Platz nach rechts verschoben und 8 Karo kommt nach links
an den Anfang. Weiter kommtin der dritten Reihe As Herz iinter-
Konig Karo, Konig Hertz unter die Dame Karo u.s.w., am Anfang
der dritten Reihe liegen 9 Herz und 8 Herz. In der vierten Reihe
liegen alle Pik in der Reihenfolge 10, 9, 8, As, Konig, Dame, Bube..

Jetzt legen wir wiederum alle Karten aufeinander und zwar
in folgender Anordnung:

Unten kommt 26 (d. h. 10 Pik), darauf 20 (9 Herz), darauf
14 (8 Karo), dann 1, 27, 31, 8, 2, 28, 15, 9, 3,22, 16,10, 4, 23, 17,
11, 5, 24, 18, 12, 6, 25, 19, 13, 7, so daB die oberste karte 7 d. h.
8 Treff ist.

Endlich legen wir die oberste Karte d.h. 8 Treff auf den
Tisch, rechts davon die zweite von oben d. h. 13 (9 Karo), .rechts.
davon die dritte (10 Herz) u.s.w. in einer Reihe bis zu der 28-ten
Karte. Die letzte Karte am rechten Ende der Reihe ist jetzt 10-
Pik. die vorletzte 9 Herz u. s. w. Alle 28 Karten liegen jetzt .in
einer Reihe und ihre Anordnungsweise ist nicht leicht zu bestim-
men. Man achte darauf, daB die Karten wahrend des ganzen Spie--
les mit den Bildern nach unten gekehrt sein sollen,

Das Spiel beruht nun darauf, dag wir jede beliebige verlang--
te Karte aufdecken konnen. Weil die Karten auf verschiedene
Weise zerlegt und zusammengenommen wurden und ihre einreihige
Anordnuug schwer zu iibersehen ist, erscheint das ,Erraten“ der-
Stelle der verlangten Karte sehr merkwiirdig fiir denjenigen, der-
die Theorie das Spieles nicht erlernt hat.

Wir ordnen den Karten -folgende ,,Werte“ zu:

A=T7, Kbonig =6, Dame=>5, Bube=4, 10=10, 9=9, 8=8.
Die Farben bekommen folgende Nummern :

Treff =1, Karo = 2, Herz=3, Pik=4.

Jeder Karte entspricht jetzt eineindeutig ein Paar von Zahlen

aus dem von uns betrachteten System {ar, bn}. Z. B. ist: 9 Herz:
= (9,3), As Pik=(74), Bube Treff = (4,1) u. s. w.

Man iiberzeugt sich leicht, daB8 die letzte einreihige Anord-
nung der Spielkarten auf dem Tische mit der Anordnung entspre~
chender Symbole (an, b») im oben behandelten System 1identisch
ist.

Es gilt also auch hier dasselbe allgemeine Gesetz, welches.
jeder Karte ihre Nummer eindeutig zuordnet.

Will z. B. jemand, da8 man Dame Karo d. h. (5,2) aufdecke,
8o berechnen wir leicht im Kopfe » = 46 —32 = 14, ziéhlen in
der Reihe der zugedeckten Karten von links nach rechts bis 14 und.
decken die 14-te Karte auf.
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Verlangt jemand 10 Treff d. h. (10,1) so berechnen wir n =
410 —3'1 — 28=9 und decken die' 9-te Karte auf.

Dem Uneingeweihten wird es immer wunderbar erscheinen,
wenn jemand jede verlangte Karte ohne viel nachzudenken aufde-
.ke}t}'t _ll{ta,nn, ja sogar dann, wenn man ihm die betreffende Regel
mitteilf.



