VLADIMIR P. DOBROVOLSKY. (Kiev).

Intégration de I'équation de Laplace.

Soit proposé d’intégrer I'équation de Laplace
v__fﬂ] U 92U
~bx® oyt ' 02t 1y
U étant dans I'électromécanique et hydrodynamique une fonc-

tion potentielle. Donc sil’on désigne au dedans duchamp newtonien
une surface de niveau I/ = const., on en déduit que.
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en supposant
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Dans le cas ol les directions des axes de coordonnées sont,

de mémelesdirections des tensions principales audedans du champ
on a, d’aprés transformation de coordonnées que

U U _ a*U
oxdy ~ dydz  ozow
Donc dans le cas présent les équations (2) prennent la forme

2l , 02U . U 02U 92U axU aU
aor g PP G T Ogyy + g 10 g Pt

< 8=0

9z 3y

#U 2V, U
En éliminant les  ax® gy® 827

entre les équations (1) et (3) on aura cetfe équation -différentielle
aux dérivées partielles suivante:
1,1,1,0

2
0.3 507 = pg e+ —s @3 +g*~1)= 0

0,0,pq,s 9
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On sait bien que par chaque point d'une surface U= const
il passe deux lignes de courbure représentées par 1'équation. diffé-
rentielle

£Pqt—('1+p*)8 ](%)2 + [(1.+p2)i—(1+92)~" _ Z_Z

4+ [:(1'+;p?)s ——,pqr] =0.

_ Comme les deux séries de ligne de courbure se coupent "h
Iangle droit sur la surface donnée, on a selon la nature des raci-
nes del’équation du second degré que

dy, dy,_ pgr—(L+p*)s _ o
de, dx, (1+p?)s—pgt
D’une autre maniére

ls,—r,q
(£8P =pq (r~t)~s(p*—¢°)=0 . (3)
q,—p ;0]

1l est aisé & controler que les équations différentielles (4) et
(5) expriment la méme ligne de courbure sur la surface de niveau
U=const. quand cette ligne prend la forme
s . 7 4 r4+i+s
2pq 2p2—1" 2¢%=1 2(p*+qi+pg-l)
En ayant égard a l’équation (1) sous la forme
®U, 2U__ 02U
ax: ' ayr 922
on aura, d’aprés 1'addition des (3), que

ot oU
-az—,(p*+q’+pq—l)=——67(r+t+s).

D’une autre maniére

»U
& __r t r+i+s _ 022 @
2pq 2p°—1  2¢°—1 2@ +g+pg—1) 00 ° )
0z

Suivant le théoréme que la somme des courbures de deux
sections normales, perpendiculaires entre elles, est constante, a
I'aide de I'équation
[tr——s?] R2— [(1>+p*)t+(1-+q2)r— 2pqs] Vp+gt + LR 4

. 2

qui donne le rayon de courbure Rd'une section normale faite dans
une surface de niveau U=consf, on aura
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1 1 (1+p?)i+(1+¢22)rp—gs’

4 =const=C
_le— Rg I-pi +q +1] /2
Done en raison des (7) on a ,
U
p+gt—2 c 0z
=—==2C
. / U
o™ o 5 @
Mais )
ou ou
__ 0 __ by
P=m%u T
oz 0z ('9)

les x et y étant des variables independantes. Done

Cowu_[(@)+(5) <G ]

R G R s LA R

Dans le cas des variables independantes y et z ou z et @ on
aura analogiquement pour chaque systéme des axes de coordonnées

ctangulaires, comme L —1» const:
Te gu ) B Rs = :

oo_[(5) +(5 ) ( )]3”,
()& )

o o0 _ [( )+ G "

-,

L’addition des (10) et (11) étant opérée, on aura d’aprés sim-
plifications, que

(— Ty X @
Ty ) ("’U‘~=0 (2)

Ce—qui sous la forme de I'invariant suivant

3 T
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G+ G -2 TG () ]+
(L)« (L) -2 (2] [(—)+( 2(5)*]+
+G2)+ (5 -2 () G + (G =) ]~
qui d’aprés les réductions, prend la forme
(Ge)+ @)+ @) =G %)+ & %)+ (& &)
représent un premier des intégrales del’ equatlon(l(dg
V=0de Laplace, quil'auteur a découvert ici pour la pre-
miére fois, Selon la nature des trois nombres quadratiques réels

on a toujours
a*+-bitet > atb24-b2ect+ctal, ¢'est—a dire
U dUN*__ (81l oU aU oU aU aU
( ( ) (az) (aw 0z) (ay az) (az 690)
C’est pourquoi seulement les grandeurs imaginaires ou com-
?pletes des x, y et z satisfont & I'invariant (14) excepté le cas quand
aU_oU_ oU
o 6y 0z
et le cas des integrales singulaires

)+ () -2 () =0, ()" () -2
( ) ( (_ =0 (15)

Done la surface de niveau U=const. d01t étre une surface
& deux nappes, conformément & partieréelle et a partieima-
ginaire de la fonction U, sous la forme U=U, +1i U,. Soit
?.g—-—a, Ef— b ﬂj— e
ox oy 9z
Selon la nature des trois nombres quadratiques on a iden-
tiquement
(@ 4-b2+c®)?—(a+b+c) (a+b—c)(a+c—b) (b+ec—a) =
=2 (a*+b*+cY
(a2 +b2+¢2)2+{(a+b-c)(a+b—c) (a+c—b) (b+c—a) =
=4(a? b24-brc?+-c? a?)
 En outre cela on a en raison de (14) que )
a*+bi4-et=abt+ b2+t al.

(13}

Done
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oU aU aU aU  aU 83U

et l'invariant _
aUN2 | (aU\? aU\®: aU  oU K 8U
l/ ﬁ«) +(@) + (5‘5) =%ty % 17
.Ainsi la (16) apparut sous la forme d’une équation différentielle
Pq+p+9=0 (16 bis)

qui, d’aprés la différentiation tour & tour par rapport & « et y, prend
la forme

st—pt=0, (a)
Donc on peut en déduwre que chaque surface de niveau
au dedans du champ laplacien doit &tre une sur-

face développable & deux nappes.
En vertu des conditions précédentes

s _r
2pg  2pi-1 2¢°—1 (6 bis)
P’équation (18) prend la forme immédiatement suivante _
2p*+2¢°—1=0 ou p*+gi—1=—(p*+g?) (6)

et les équations (4) et (5), dans le cas présent, sont
pq (r+t)+s(p*+q*)=0 et pg (r—f)—s (p*—¢*)=0  (18)
Pour avoir les équations (18)-aux dérivées partielles des sur-

faces de niveau en quantités finies on différentiera la fonction
arbitraire

e=@[Az% i, By?i) (19)
A et B étant des constantes, par rapport 4 « et 4. Comme dans ce
cas
oz . . B2 . 9%z 9%z 2y
'63*‘=pz,‘—a—y‘= O ooz =1 672= —tet 6273?; =
on aura telles les équations différentielles suiivan!;es‘ :
Agquo—Bpy=0,—Asx—Bry+4qi=0,—Atz—Bsy—Bpi=0
qui peuvent subsister simultanément ‘a condition que

—8

q ,—-Q’,‘"—'p,o ] " Y
— @ |=8,—r, Agi| = pg(Br+ At)+-s (Bp* +4¢?)=0
—t,—s, Bpi (20)

_ En posant 4=1+44¢ et B=1-—i, oll-i= + y=T, oh aura 'équa-
tion (20) en forme

ARAD = pg (r+1)+5 (p* +¢*) —i[pg (r—1)—3)*] =
— 7 —8, =7, @‘l‘l i pq r - P q [pq ]
Tf.—s,((t'—¥l));%i = U417 U;=0 21

De cette manidre 'équation’ (19) -doit étre, pour les équations
(18), en quantités finies,

#=0[(1+3)a®, (1-1)y2t] oug [(T+d) a2, (1—d)y2¢, 2] =0 (22)
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comme une expression des équations (18). Ainsi donc détermine
la surface de niveau au dedans du champ laplacien cette
équation suivante:
U=U, +i Uy=g [(1-+3) 224, (1—i)y*3,2] = const (23)

Remarque. On peut en déduire que a I'oeuvre la fonction
U, d’aprés la transformation des coordonnées suivant les formules.
d’Euler aux trois angles arbitraires, au tournant les axes des
coordonnées, prend la forme &=

U=f (w+yi)+F (x-+21)+ O (y +21)

les fonctions 7, F ot @ étant arbitraires. En effet, dans le cas pre-
sent, on aura ’

2 2 s
6——U:=f"(w+?/i)+F“(w+zi),gy—Er=—— fu(x_}_yi)_[_@u(y_'_zi)’z_z_lj —

dw®
= — F(x+21)— D" (y +21)
Done, d’aprés 'addition, on aura </=0.
Dans le cas général par rapport aux trois axes des coordon-
nées on obtiendra -
¢y [ +9) 2, (L—i)y*i,2] =0, @, [(1+9) 5%, (1—~1%) 2%,] =0,
@5 [(1+1) 2%,(1—t)wt,y] =0 (28 bis)
Donc les trois fonctions arbitraires déterminent la surface
de niveau au dedans du champ laplacien, & savoir
U=U, +iUy =g, [(L+9) @%,(1—0)y% 2]+ 9, [ (L Dy, (L— 2% 2] +
+ o, [(1 +i)z’i,_(1—i)w%’,y] = const (24)
Pour déterminer seulement la réelle nappe d’'une surface de
niveau (23) on doit appliquer cette méthode suivante.- Prenant en
considération que l'équation
§,—17,9

b, — 8=P|=pg (r—t)—s (p’—g)=0 (5 bis)

s i

est la suite de 1’élimination des x et ¥ entre les trois équatlons
suivantes:

sx—ry+q=0, {z—sy—p=0 et ge—pg=0
on peut en déduire que la surface U, doit &tre une surface de
révolution.

En effet,en différentiant 1’équation différentieile des surfaces
de révolution gx —py=0 tour & tour par rapport & z et &4 ¥ on
aura sz—ry+q=0 et fx—sy—p=0. Donc l'équation (5 bis) en
quantités finies doit &tre

z=T (z2+y?) ou ¢ (x*+y?,2)=0 {25)
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La partie imaginaire de la fonction U=U; +<U, prend la forme
U,=vy (@®+y*,2) = const (26)
dans le cas d'une surface de niveau. En effet les équations
1+p* pg 1+¢q*
— T s T ¢ @

qui servent & déterminer les ombilics de la surface (26), démen-

tent les conditions (6 bis) pour la surface U=U,+¢U; en total et

sz?tast%ntta la surface U;. Ainsi une partie réelle U, de Aa fonction
oit étre

U=¢p [(1—1—2'):»973,.(1-—7:')@]%’,2]—izp [z2+y°7] 27)
Done on aura réelle nappe sous la forme
Uy=op[(1+1) 224, A=) y*i, 2] — i [ @ +y?, 2] = const  (28)

pour la surface de niveau. Dans le cas général on a la réelle
partie d’'une surface de niveau sous la forme

U=, [A+9) @4, (1—9)y 23, 2]+ g, (1+2) y 22, (1—3) 2%, 7] +
+ s [(LH9)22,(1—)eti,y | —i [9y(@ +y2, )+ ¥, (P + 22, @) (P +
2%, )+ Py (2% + 2%, y)]| = const  (29)
Ainsi done les six fonctions arbitraires déterminent chaque
réelle nappe d’'une surface de niveau au dedans du champ lapla-
cien,
Comme la formules (29) et (24) découlent de les invariants
(16) ou (17), on peut encore a démontrer cet invariant suivant:

)(OU ﬁ)’ 8U 6U aUu 6U)(6U U 0U
2

=

=(5)+ &)+ ( @)
d’une aufre maniere

aU 9 )(@U oU 60)(00 oU )( LU aU

611 oy 0z 8:1:
()ag GU) (U 3U) (aU U (31)

Il est aisé a vérifier, d’aprés la différentiation des (16) et
a7, que
alU~ 92U  oU 82U  aU 82U
% ity o T e 0 (32

Kiev, mars 1933.




