
100 Математичний вiсник НТШ, т. 6, 2009 p.

РЕГУЛЯРНЕ ЗРОСТАННЯ КОЕФIЦIЄНТIВ ФУР’Є
ЛОГАРИФМУ ЦIЛОЇ ФУНКЦIЇ НУЛЬОВОГО

ПОРЯДКУ

c©2009 р.

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,
вул. Унiверситетська, 1, Львiв 79000

Редакцiя отримала статтю 11 червня 2009 р.

Встановлено еквiвалентнiсть мiж регулярним зростанням кое-
фiцiєнтiв Фур’є ln f та сильно регулярним зростанням цiлої фун-
кцiї f нульового порядку, якщо нулi f розташованi на скiнченнiй
системi променiв.

1. Вступ. Нехай f — цiла трансцендентна (надалi цiла) функцiя
порядку ρ, 0 < ρ <∞, f(0) = 1, ρ(r) — її уточнений порядок, тобто ρ(r)
задовольняє умови:

а) ρ(r) — неперервно диференцiйовна на [0,+∞) функцiя;
б) ρ(r) → ρ при r →∞;
в) rρ

′
(r) ln r → 0 при r →∞;

г) 0 < lim
r→∞

T (r,f)
V (r) < ∞, де V (r) = rρ(r), T (r, f) = 1

2π

∫ 2π
0 ln+ |f(reiθ|)dθ.

Клас таких функцiй позначимо H+(ρ(r)). Однiєю з головних подiй в
теорiї цiлих функцiй стало створення в 30-их роках минулого столiття
Б.Я.Левiним та А.Пфлюгером теорiї цiлих функцiй цiлком регулярного
зростання (ц.р.зр.) у випадку додатного порядку ρ. Нагадаємо вiдповiд-
не означення. Множину на комплекснiй площинi назвемо C0-множиною,
якщо її можна покрити злiченною послiдовнiстю кругiв {z : |z−zj | < rj},
таких, що ∑

j:|zj |≤r

rj = o(r), r →∞.
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Функцiю f ∈ H+(ρ(r)) будемо називати функцiєю ц.р.зр. [1, c. 183], якщо
iснує границя

lim
r→∞

∗ ln |f(reiθ)|/V (r) = hf (θ),

де lim∗ означає, що reiθ /∈ E, а E — деяка C0-множина. Те, що деяку
множину E слiд виключати з розгляду, випливає з наявностi нулiв у
функцiї f .

Клас цiлих функцiй ц.р.зр. позначимо H�
+(ρ(r)). У працi [1, розд.

2,3] знайдено необхiдну i достатню умову на асимптотичну поведiнку
нулiв функцiї f з класу H+(ρ(r)) для того, щоб f ∈ H�

+(ρ(r)). У випадку
нецiлого ρ ця умова рiвносильна умовi iснування кутової щiльностi нулiв
f , тобто iснуванню границi

Δ(α, β) = lim
r→∞n(r, α, β)/V (r), (1)

коли α i β не належать деякiй, не бiльш нiж злiченнiй множинi з [0, 2π],
де n(r, α, β) — кiлькiсть нулiв aj функцiї f ∈ H+(ρ(r)), якi лежать в
секторi {z : |z| ≤ r, α < arg z ≤ β}, 0 ≤ α < β < 2π.

Якщо для цiлих функцiй нульового порядку аналогiчно ввести поня-
ття ц.р.зр., то згiдно з [2, c. 72], функцiя f буде функцiєю ц.р.зр. тодi
i лише тодi, коли f має ц.р.зр. хоча б на одному променi. Бiльше того,
тодi

hf (θ) = lim
r→∞

∗ ln |f(reiθ)|/V (r) = lim
r→∞N(r)/V (r) = K,

де 0 < K < +∞, N(r) =
∫ r
1

n(t, 0, 2π)
t

dt. Звiдси бачимо, що ц.р.зр. цiлої
функцiї нульового порядку не залежить вiд аргументiв її коренiв, а тiль-
ки вiд їхнiх модулiв. Зауважимо [3, c. 228], що тодi величина Δ(α, β) = 0
для всiх α i β, 0 ≤ α < β < 2π.

У [4] введено нове поняття регулярностi зростання для цiлих функцiй
нульового порядку, яке володiє властивостями, подiбними до тих, якими
володiє поняття ц.р.зр. цiлих функцiй додатного порядку.

Нехай f — цiла функцiя нульового порядку, f(0) = 1. Через λ(r)
позначимо нульовий уточнений порядок функцiї n(r) = n(r, 0, 2π), тобто
функцiя λ(r) задовольняє умови а)–в) уточненого порядку з ρ = 0, i,
крiм того

г) rv′(r)/v(r) = rλ′(r) ln r + λ(r) ↘ 0 при r → +∞;
д) 0 < lim

r→∞n(r)/v(r) < +∞.
Клас таких цiлих функцiй нульового порядку позначимо H0(λ(r)). Не
зменшуючи загальностi, будемо вважати, що v(r) = 0 i n(r) = 0 для
0 ≤ r ≤ 1.
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Зауваження 1. Iз доведення теореми 16 у [1, с. 52–54] про побудо-
ву уточненого порядку випливає, що такий нульовий уточнений поря-
док λ(r) iснує для довiльної лiчильної функцiї n(r) нульового порядку.
Справдi, за побудовою λ(r) = ψ(ln r)/ln r, де ψ — додатна, неперерв-
но диференцiйовна функцiя, ψ(x)/x → 0, ψ(x) ↗ +∞, ψ ′(x) ↘ 0 при
x → +∞. Тодi v(r) = rλ(r) = eψ(ln r) i rv′(r)/v(r) = rλ′(r) ln r + λ(r) =
ψ ′(ln r) ↘ 0 при r → +∞.

Означення кутової щiльностi коренiв цiлої функцiї запроваджуємо
так само, як в (1), покладаючи υ(r) замiсть V (r). Рiвнiсть Δ(θ)−Δ(β) =
Δ(θ, β) визначає при фiксованому β, з точнiстю до сталого доданку, не-
спадну функцiю Δ(θ).

Будемо називати звичайними тi променi arg z = θ, якi задовольняють
умову

lim
h→0+

{
lim

r→∞n(r, θ − h, θ + h)/v(r)
}

= 0.

Всi iншi променi називатимемо особливими. З монотонностi функцiї Δ(θ)
випливає, що якщо коренi функцiї f мають кутову щiльнiсть, то множи-
на особливих променiв не бiльш, нiж злiченна.

Будемо говорити, що цiла функцiя f ∈ H0(λ(r)) має сильно регуляр-
не зростання на звичайному променi arg z = θ, якщо iснує границя

lim
r→∞

∗ ln f(reiθ)−N(r)
v(r)

= Hf (θ),

де ln f — однозначна гiлка Lnf в областi D, де D = C \ ⋃∞
j=1{z : |z| ≥

|aj |, arg z = arg aj}, aj — нулi f , ln f(0) = 0.
Легко бачити, що

ln f(z) =
∫ z

0

f ′(w)
f(w)

dw, z ∈ D,

де iнтеграл береться вздовж довiльної кривої з областi D з початком в
точцi 0 i кiнцем в точцi z (зокрема, вздовж вiдрiзка [0, z]), якщо дови-
значити функцiю ln f на берегах розрiзiв областi D за неперервнiстю.

Якщо цiла функцiя f ∈ H0(λ(r)) має сильно регулярне зростання на
всiх звичайних променях arg z = θ, 0 ≤ θ < 2π, то f будемо називати
функцiєю сильно регулярного зростання i клас таких функцiй позначимо
H�

0 (λ(r)).

Теорема A ([5]). Якщо f ∈ H0(λ(r)) i множина нулiв функцiї f
має кутову щiльнiсть вiдносно функцiї v(r), то f ∈ H�

0 (λ(r)). Навпаки,
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якщо f ∈ H�
0 (λ(r)) i нулi f розмiщенi на скiнченнiй системi променiв,

то множина цих нулiв має кутову щiльнiсть.

Умова розташування коренiв на скiнченнiй системi променiв в остан-
ньому твердженнi теореми А є iстотною. В загальному випадку (див. [5])
iз факту сильно регулярного зростання цiлої функцiї, взагалi кажучи,
не випливає факт iснування кутової щiльностi її коренiв.

Нехай ck(r, Φ), k ∈ Z, — коефiцiєнти Фур’є функцiї Φ(reiϕ) як функцiї
вiд ϕ, тобто

ck(r, Φ) =
1
2π

∫ 2π

0
Φ(reiϕ)e−ikϕdϕ, k ∈ Z, r > 0.

Теорема B ([6]). Для того, щоб f ∈ H�
+(ρ(r)) необхiдно i досить,

щоб iснували границi

lim
r→∞

ck(r, ln |f |)
V (r)

= ck, k ∈ Z.

Метою цiєї статтi є встановлення аналогу теореми В для функцiй з
класу H�

0 (λ(r)) (див. нижче формулювання i доведення теореми 3).

2. Формулювання результатiв. Нехай Γm =
⋃m

j=1 lθj
, де lθj

= {z :
arg z = θj}, 0 ≤ θ1 < θ2 < . . . < θm < 2π, — скiнченна система променiв,
an — нулi функцiї f ∈ H0(λ(r)), αn = arg an. Позначимо [7]

nk(r, f) =
∑

|an|≤r

e−ikαn , Nk(r, f) =
∫ r

0

nk(r, f)
t

dt, k ∈ Z,

n(r, θ; f) =
∑

|an|≤r,αn=θ

1, тобто n(r, θ; f) — лiчильна функцiя нулiв функцiї

f , якi розташованi на променi lθ = {z : arg z = θ}.
Теорема 1. Нехай f ∈ H0(λ(r)) i нулi функцiї f розташованi на

скiнченнiй системi променiв Γm. Для того, щоб f ∈ H�
0 (λ(r)) необхiдно

i досить, щоб для довiльного k ∈ {k0, k0 + 1, . . . , k0 + m − 1}, k0 ∈ Z,
iснували границi

lim
r→∞

nk(r, f)
v(r)

= δk. (2)

Теорема 2. Нехай f ∈ H�
0 (λ(r)) i нулi f розташованi на Γm. Тодi

Hf (r, θ) =
ln f(reiθ)−N(r)

v(r)



104 М.Заболоцький

рiвномiрно вiдносно θ прямує до Hf (θ) на кожному вiдрiзку [θj , θj+1], j =
1, m, θm+1 = θ1 + 2π, при r →∞, r /∈ E, де E — деяка C0-множина.

Теорема 3. Нехай f ∈ H0(λ(r)) i нулi f розташованi на Γm. Для
того, щоб f ∈ H�

0 (λ(r)) необхiдно i досить, щоб iснували границi

lim
r→∞

ck(r, ln f)
v(r)

= ck, k ∈ Z \ {0}, (3)

lim
r→∞

c0(r, ln f)∫ r
0 v(r)t−1dt

= c0. (4)

3. Допомiжнi результати i доведення теорем 1–3. Для доведе-
ння теореми 2 будемо використовувати наступну лему.

Лема. Нехай α, τ — неперервнi на [0, +∞) функцiї, такi, що α(r) —
додатна, зростаюча до +∞, τ(r) → 0, α(r)r−γ → 0 при r → +∞ для
деякого 0 < γ < 1. Тодi

1
α(r)

r sin θ

+∞∫
0

α(t)τ(t)
t2 + r2 + 2tr cos θ

dt ⇒ 0

при r →∞ i θ ∈ [−π, π].

Доведення. Нехай ε — довiльне додатне число. Тодi iснує r0 > 0
таке, що |τ(r)| < ε для всiх r ≥ r0. Покладемо r1 = 4Kr0/ε, де K > 1 —
така стала, що |τ(t)| ≤ K для t ∈ [0, r0]. Тодi при r > r1 > 2r0 маємо∣∣∣∣r sin θ

∫ +∞

0

α(t)τ(t)
t2 + r2 + 2tr cos θ

dt

∣∣∣∣ ≤
≤ r| sin θ|

∣∣∣∣
r0∫

0

+

r/2∫
r0

+

2r∫
r/2

+

+∞∫
2r

∣∣∣∣ α(t)|τ(t)|
t2 + r2 + 2tr cos θ

dt ≤

≤ Krα(r0)
∫ r0

0

dt

(r − t)2
+ εrα(r/2)

∫ r/2

r0

dt

(r − t)2
+

+εr| sin θ|α(2r)

2r∫
r/2

dt

(t + r cos θ)2 + (r sin θ)2
+ εr

α(r)
rγ

+∞∫
2r

dt

t2−γ(1− r/t)2
≤
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≤ Krα(r0)
r0

(r − r0)2
+ εrα(r/2)

1
(r − t)

∣∣∣∣r/2

r0

+ εα(2r) arctg
t + r cos θ

|r sin θ|

∣∣∣∣2r

r/2

+

+4εr
α(r)
rγ

tγ−1

γ − 1

∣∣∣∣+∞

2r

≤ 4Kr0α(r0)
r

+ 2εα(r/2) + εα(2r)
(

arctg
2 + cos θ

| sin θ| −

− arctg
1/2 + cos θ

| sin θ|

)
+

4εα(r)
(1− γ)21−γ

≤ εα(r) + 2εα(r) + 2γπεα(r)+

+
4εα(r)

(1− γ)21−γ
= Cεα(r),

де C > 0 — деяка стала. Лему доведено.

Доведення теореми 1. Якщо f ∈ H�
0 (λ(r)), то за теоремою А нулi

цiлої функцiї f мають кутову щiльнiсть. Тому для довiльного lθj
∈ Γm

iснує границя

lim
r→∞

n(r, θj ; f)
v(r)

= Δj ,

бо для майже всiх α ∈ (θj−1, θj) та β ∈ (θj , θj+1) (де θm+1 = θ1 +2π) iснує
границя

lim
k→∞

n(r, α, β)
v(r)

= Δ(α, β).

Оскiльки nk(r, f) = e−ikθ1n(r, θ1; f) + . . . + e−ikθmn(r, θm; f), то

δk =
m∑

j=1

Δj e−ikθj , k ∈ Z.

Навпаки, нехай виконуються спiввiдношення (2). Не зменшуючи загаль-
ностi мiркувань, вважаємо, що k0 = 0. Тодi⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

n0(r, f) = n(r, θ1; f) + . . . + n(r, θm; f),
n1(r, f) = e−iθ1n(r, θ1; f) + . . . + e−iθmn(r, θm; f),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

nm−1(r, f) = e−i(m−1)θ1n(r, θ1; f) + . . . + e−i(m−1)θmn(r, θm; f).

Головний визначник A цiєї системи, яка є лiнiйною вiдносно величин
n(r, θj , f), j = 1, m, дорiвнює

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 . . . 1

eiθ1 . . . e−iθm

. . . . . . . . .
eikθ1 . . . eikθm

∣∣∣∣∣∣∣∣ �= 0.
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Тому величини n(r, θj , f), j = 1, m, можна зобразити як лiнiйнi комбiна-
цiї величин nk(r, f), k = 0, m− 1, а, отже, iснують границi

lim
r→∞

n(r, θj , f)
v(r)

= Δj .

За правилом Крамера Δj = Aj/A, де Aj — визначник, що отримується
з визначника A замiною j-го стовпця на стовпець (δ0, δ1, . . . , δm−1). Толi
за теоремою А f ∈ H�

0 (λ(r)), що й доводить теорему 1.

Зауваження 2. Умови iснування границь lim
r→∞nk(r, f)/v(r) для m

послiдовних натуральних чисел k у формулюваннi достатнiх умов тео-
реми 1 є iстотними. Справдi, нехай g ∈ H0(λ(r)) i нулi функцiї g лежать
на вiд’ємному lπ та додатному l0 променях так, що n(r, 0, g)+n(r, π, g) =
(1 + o(1))v(r), r → ∞, n(rn, 0, g) = (1 + o(1))v(rn), n(rn+1, π, g) =
(1 + o(1))v(rn+1), n → +∞, де (rn) — зростаюча послiдовнiсть додатних
чисел, rn+1/rn → +∞ при n → +∞. Тодi m = 2, n0(r, g) = n2(r, g) =
(1 + o(1))v(r), а кутової щiльностi нулiв функцiї g не iснує, оскiльки
lim

r→∞n(r, α, β)/v(r) не iснує для всiх α i β, 0 < α < π < β ≤ 2π.

Доведення теореми 2. Нехай f ∈ H�
0 (λ(r)), нулi функцiї f є вiд’-

ємними, n(r) = (1 + o(1))v(r), r → ∞. Тодi для z = reiθ, −π < θ < π,
виконується [4, c. 205] рiвнiсть

ln f(z)−N(r) = iθv(r)−
r∫

0

n(t)− v(t)
t + z

dt + z

∞∫
r

n(t)− v(t)
t(t + z)

dt + ε(z), (5)

де ε(z) = o(1) при r → ∞ рiвномiрно вiдносно θ ∈ [−π, π]. За лемою 1 з
[4, c. 199] рiвномiрно вiдносно θ ∈ [−π + δ, π − δ], δ > 0, справджується
спiввiдношення

ln |f(z)| −N(r) = o(v(r)), r →∞.

Враховуючи мiркування з [1, c. 131–133], отримуємо, що рiвномiрно вiд-
носно θ ∈ [−π, π] виконується рiвнiсть

ln |f(z)| −N(r)
v(r)

= o(1), r →∞, z /∈ E, (6)

де E — деяка C0-множина. Оскiльки

Im
−1

t + z
= Im

z

t(t + z)
=

r sin θ

t2 + 2tr cos θ + r2
,
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то з (5) отримуємо, що

arg f(z)
v(r)

= θ +
r sin θ

v(r)

∫ +∞

0

n(t)− v(t)
t2 + 2tr cos θ + r2

dt + Im ε(z).

З цього спiввiдношення та з леми дiстаємо, що

arg f(z)
v(r)

= θ + o(1), r →∞, (7)

рiвномiрно вiдносно θ ∈ [−π, π]. З рiвностей (6), (7) випливає твердження
теореми 2 для випадку, коли нулi функцiї f є вiд’ємними.

Якщо нулi цiлої функцiї f лежать на скiнченнiй системi променiв Γm,
то функцiю f можна зобразити у виглядi добутку f = f1 · . . . ·fm, де fj ∈
H�

0 (λ(r)), а нулi функцiї fj є нулями функцiї f , якi лежать на променi
lθj
. Тодi Hfj

(θ, r) прямує рiвномiрно вiдносно θ ∈ [θj , θj + 2π] до Hfj
(θ)

при r → ∞. Отже, Hf (θ, r) прямує рiвномiрно вiдносно θ ∈ [θj , θj+1],
j = 1, m, (де θm+1 = θ1 + 2π) до Hf (θ) при r →∞. Теорему 2 доведено.

Доведення теореми 3. Нехай f ∈ H�
0 (λ(r)). Оскiльки для всiх k ∈

Z\{0} виконується рiвнiсть

1
2π

∫ 2π

0
N(r)e−ikθdθ = 0,

то
ck(r, ln f)

v(r)
=

1
2π

∫ 2π

0
Hf (r, θ)e−ikθdθ.

З теореми 2 i з теореми про iнтегрування рiвномiрно збiжної сiм’ї функ-
цiй отримуємо, що iснує границя

lim
r→∞

∗
∫ 2π

0
Hf (r, θ)e−ikθdθ =

∫ 2π

0
lim

r→∞
∗ Hf (r, θ)e−ikθdθ =

∫ 2π

0
Hf (θ)e−ikθdθ,

а, отже, iснують границi

lim
r→∞

∗ ck(r, ln f)
v(r)

=
1
2π

∫ 2π

0
Hf (θ)e−ikθdθ = ck, k ∈ Z\{0}.

Тодi, враховуючи лему 5 iз [6, с. 13], отримуємо (3). З теореми А, пра-
вила Лопiталя i спiввiдношення c0(r, ln f) = N(r) (див., наприклад, [7])
випливає факт iснування границь (v0(r) =

∫ r
0 v(t)t−1dt)

lim
r→∞

n(r)
v(r)

= lim
r→∞

N(r)
v0(r)

= lim
r→∞

c0(r, f)
v0(r)

= c0,
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що доводить необхiднiсть умов теореми 3.
Навпаки, нехай виконуються умови (3) i (4). Тодi з правила Лопiталя

отримуємо iснування границь

lim
r→∞

ck(r, ln f)
v(r)

= lim
r→∞

1
v0(r)

∫ r

0

ck(t, ln f)
t

dt, k ∈ Z. (8)

Враховуючи рiвностi [7]

Nk(r, f) = ck(r, ln f)− k

∫ r

0

ck(t, ln f)
t

dt (9)

i спiввiдношення v(r) = o(v0(r)), r →∞, з (8) i (9) одержуємо

lim
r→∞

Nk(r, f)
v0(r)

= −k lim
r→∞

1
v0(r)

∫ r

0

ck(t, ln f)
t

dt, k ∈ Z.

Оскiльки

v(r) =
∫ r

0

tv′(t)
v(t)

v(t)
t

dt ≥ rv′(r)
v(r)

∫ r

0

v(t)
t

dt =
rv′(r)
v(r)

v0(r)

i v′0(r)r = v(r), то
v′0(r)
v0(r)

≥ v′(r)
v(r)

, а, отже,

d2 ln v0(r)
d2 ln r

=
( v(r)

v0(r)

)′
ln r

=
rv(r)
v0(r)

(v′(r)
v(r)

− v′0(r)
v0(r)

)
≤ 0.

Таким чином, функцiя ln v0(r) вгнута вiдносно логарифма. Тодi згiдно з
теоремами 5, 6 працi [8] iснують границi

lim
r→∞

nk(r, f)
v(r)

= lim
r→∞

Nk(r, f)
v0(r)

, k ∈ Z,

i з теорем 1 та А випливає, що f ∈ H�
0 (λ(r)). Теорему 3 доведено.
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REGULAR GROWTH OF FOURIER COEFFICIENTS OF THE
LOGARITHM OF ENTIRE FUNCTIONS OF ORDER ZERO

Mykola ZABOLOTSKYY

Ivan Franko Lviv National University,
1 Universytetska Str., Lviv 79000, Ukraine

We establish the equivalency between regular growth of Fourier coeffici-
ents of ln f and strongly regular growth of entire function of order zero f in
the case when zeros of f are located on the finite system of rays.




