N. Kryloff et N. Bogoliouboff

(& Kiew, Ucraine).

ST quelques critéres: concernant I' existance des dérivées
(' une fonction d' une variable réelle".

Dans son article ,Sur la dérivée séconde géneralisée de Rie-
mann-Schwarz¢ (Comptes rendus du 4-me Congrés des Mathéma-
ticiens Seandinaves, 1920) Prof. Dr. Bendixson a démontré un théo-
.2me, qui donne un critére de 1’ existance de la dérivée et dont la
géneralisation aux dérivées d’ordre supérieur peut présenter, ce
semble, un certain intéret, vu les conséquences et les différentes
applications qui en découlent.

A cette question qui a été jadis I’ objet des savantes recher-
ches de Prof. Dr. P. Montel!) ont été consacrées aussi ce dernier
temps les importants articles de Prof. Dr. M. Krawtchouk?) et I’ un
d’ eux a paru récemment sur les pages de ce journal. Tout dérnie-
ement le probléme dont il ¢ agit a été traité avec une grande gé-

eralité dans un travail®) étendu soutenu par M. Marchaud comme
these de doctorat devant la Faculté des Sciences de Paris.

Ce que précede prouve déja I intéret du sujet qui, vu son
ampleur, est loin d’ étre épuisé.

L’ objet de cette note est de présenter quelques remarques ré-
latives au sujet considéré et faites au cours du séminaire mathé-
matique de Prof. Dr. N. Kryloff (Kiew). '

La démonstration du § 1. appartient & N. Kryloff, celle du
§ 2. a N. Bogoliouboff.

Le § 3 contient un théoréme qui a paru aux auteurs pas
depourvu de tout 1’ intéret.

1) Montel.” Notice sur ses travaux. Paris 1920.

3 t. XXVI. V. aussi M. Kpauyk. Jfo Teopii ¢ymxnifi mificmoro smimmoro.
Kais 1926. ]

3) M. Marchand. Sur les dérirées et sur les différences des fonctions
de variables réelles. Paris. G. Villars 1927.
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§ 1. Théoreme. Si la (k+1) diférence divisée d une
fonction y(x) est uniformément bornée, c. a d. si
A‘+17/ 1
Azt | i A
alors y(z) possé¢de la k-me dérivée, vérifiant la condi-
tion de Lipschitz
Ce téoreme connu encore a M. Montel et & M. Brouwer
et généralisant celui de M. Bendixson peut &tre démontré en peu
des mots de la maniére que voici.
Soit
x+h x+h
1 , o A¥tly
M) 9@ = pom fy@aas, @ on T2 — o

alors d"apreés (1) on aura indépendemmenﬁ de h
|9 @) — 9 @) | < Aot —a;

ceci prouve déja que la suite des fonctions

(k) k)

2) U Yo Y,

est également continue. Pour démontrer que cette suite (2) est aussi
uniformement bornée partons de 1’ identité

3) ] )
Yo (@) = S Syhk“) ..dH-lw + Chu + Cire + + Cin*;
0 ()

Or yhh(:v) ? y («), donc |yn(x)| << M, par conséquent
—

B Baf@) =Gt Opat  + Ot U+ gy,

d’ autre part on a évidemment

6o = B a8 (),

i=0
o o) ne dépendent que de 4, donc en vertu du (4) on s assure
que la suite (2) est uniformément bornée,
pela étant, d’ aprés le théoreme bien connu d’ Arzéla on peut
extralre de (2) des suites uniformément convergentes [ys,] telles

que ?/h — @(x) pour ¥— oo.
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En prenant done 1 identité

x

B Yn (@) = S S Yo da* + Coy + Crny @ + Cy—y 1y %2

0 0

et en remarquant que ¥, (@)—> ¥ (x) on s’assure comme précedem-

V—p OO
ment que Pk“~b”gm)_’0P‘_‘(m)’ ot Pi_y(®) est un polynome dun
dégré k—1. Le passage a la limite conduit donc & la rélation
v@={ (s@d+r @
v U

d’out I’ on voit entre autre que la fonction limite ¢(x) est unique:
De (5) on tire
| ") — @@} | L A" — 2’|,

ce que prouve le théoréme dont la démonstration peut encore &tre
simplifiée. 1l va sans dire.que le texte du théoréme peut étre énnoncé
comme il suit: ,L1a condition nécessaire et suffisante
pour que y(x) posséde la k-me dérivée satisfaisant
a la condition de Lipschitz est que la (44 1) dif-
férence divisée est uniformément bornée“).

§ 2. Pour obtenir les différentes géneralisations' du théoréme
précedent on peut procéder de bien de maniéres et entre autre on
peut raisonner comme il suit, en supposant, ce qui est toujours
possible, que ¥ (x) posséde la période égale a un dans (—d, 14-4),
ott 6>>0; alors pour 4« suffisamment petit [(k + 1)4x2L4] les diffé-
Ay '
m ’

D’ autre part on a:

rences divisées t==1,2... k+1 sont aussi périodiques.

k1,

n - (=) A y(m) . o
g?/(w,) stinmax; de = z %} - Akt Simmri Ax;
" (si (k+1) est pair)
n . _ (—1)7 s 4h+lyi Asin mn x; .
goy(ml) st o Ay = Z kTH s A Ar dx;

(81 (k+1) est impair)

) v. Krawtchouk. Zur Théorie der Funktionen der reellen Verdnderlichen. p. 99.
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P4t

(-1 2 Y1y,
go y(x) cosmna; Ax — - _tl 2 4 Az?*/ff‘) cosmax;dx ;
i l 2 =0

(si (£+1) est pair)

L

T 5§ Ay Acos mawm,
Zy(w) cos mmx Ax — (= L Am'f{ o n ;

I B i=0
(si (k+1) est impair)
1- cosmnA oy miomt
ol Tp = 2(—_ = mimr " gy
alors
m=Y

2
2 ZN [——k+l{(. y(x;) stnmn w.Am) (Ey(z;) COS MM X; Aao) } =
n=M n H
=9 Ak'Hyi . Az ) -
- Hgiir S ma, +

Ax+iy, = AHy(@)\ ?
Awkﬂcosmnm,dw gg( Aw“"("- )) A
(si (£+1) est pair)
m=M

2 n g
2§ l:——k+1 { ( = y(x) sinmax; Am) + (E (@) cos mn x; Aw) } =
N A+y(z) A sin mrx;
=2 21 {(2 Ax Az +

Mm=N

o ATy (@) A cos muw; ’ < A‘+‘y(w1)) *
+ (2 Ax Ax Aw)}é;ﬂ( Az Ay
i=0 i=
(si (k+1) est impair)

ol Net M sont deux nombres entiers positifs. D’ ici pour #—» oo,
M et N étant fixés, on tire

2 z[minl]k-}-l {(S y(x)ysinmnaed a:) + (S y(x) cosmnad a;) }é it
=N ]
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si I’ on suppose qu’ indépendemment de A on a

Ak-l-ly(mi))l 4
— 7} A A%
3 () s <
par conséquent la série

o0 1 3 1. 4
9 2 {(m3n2)+t { (S y(x) sinmux d.:v) + (S y(x)ecosmnaxd m) }

est convergente. Donc d’ aprés le théoreéme bien connu de Riesz-
Fischer il existe presque partout dans (0,1) une fonction ¢(x)
de carré sommable, dont les coéfficients de Fourier sont:
_ d
V2(—1) (mn)“+ls y(x) sinmuadx,
0
L .
V2(—1) ¢ (mn)*'HS y(x) cosmrxde,
0

(si (k+1) est pair)
k 1
V2(—D)¥(mn)+t, S y(x) cosmuaxdx;
’ ]

X 1

—V2(—1)*(mm)-+ S y(x) cosmaxdea,
0
(si (k+1) est impair).
Cela étant, soit F(x) 1’ integrale du systéme différentiel
ds+1 F ; . .
D) = g@); FO) = F1); FOQ) = FO@), i=12, &

en intégrant par parties on s’ assure que

1 1

SF(w)sin mrardr = Sy(m) sinmaxdx;
0 [

1

1
SF(a:) cosmnanrdr = Sy(:z:) cosmnxdx;
[} 0

donc en vertu de la fermeture des fonctions trigonométriques on
a y@) = Flz), c. q. £. d.
Ceci prouve le théoréme:
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»La condition necessaire est suffisante pour que
y(®) posséde (k+1)-me dérivée presque partout dans
0,1) est que M

n

Ak+1y(x')2 2 .
() w s
i=0
ou 4% = const.

§ 3. -Pour conclure établissons le théoréme suivant génera-
lisant le resultat de M. P. Montel?):
W1
Ay

Ax?
ol w(d) pour 6—»0 est une fonction positive non crois-
sante et telle que la.série
o0
2(x)
2m
m=1

est convergente, alors y(x) posséde la prémiére déri-
vée continue“?).
En effet, soit

< o (4w)

alors

5 ~h .
Fy@) — Fu(@) = ?/(m+h)—2yh(w+ D) +y @),
donce

IFh(w) — Fy () ‘éZw 3).
Envisageons la série
£ @)+ (Frl@)— F (@) + + (F1 (@) — Fl_(w)) +

gm+1 2w

ol

F, @-F @|<20(5);

g1 om

1) Notiee sur le travaux scientifiques de M. Paul Montel. 1920 p. 15 lignes
34—-36.
?) Comp. avec les resultats de M. Marchand. Thése. pp. 43—60.
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cette série, d’ aprés 1’ hypothése admise, converge absolument et
uniformément vers une fonction continue ¢(x), ¢. a d.:

F, @)— ¢, pour m — oo .
2lll
Or on a identiquement
i=t

y@) = X F, @A +y(©),

0 g

wi=2zﬁa i=1’2,"'2m; Aw‘—_-i

donc en passant & la limite on aura

X

y(x) = Stp(w)dw+y(0),

0

d’ob I'on tire ¢@(x)=7vy'(x), ce que démontre le théoréme.

D’ici découle comme cas particulier le théoréme de M. Montel :
2

si —lil; est bornée (0 <Ca£1l) on peul affirmer que la dérivée

Ax
prémiére existe partout.
Il est évident que le resultat de ce § se géneralise immé-
diatement pour les différences d’ ordre supérieur.
En explicitant la fonction w(4x) de différentes fagons on peut
obtenir du théoréme ci-dessus démontré bien de resultats assez
curieux.

12. V. 1928.
Kiew, Ucraine.



