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Знайдено явну формулу для числа νd(n) лiнiйно незалежних
однорiдних iнварiантiв степеня n тернарної форми порядку d.
Справедлива наступна формула

νd(n) = cd(n, 0, 0) + cd(n, 3, 0) + cd(n, 0, 3)− 2 cd(n, 1, 1)− cd(n, 2, 2),

тут cd(n, i, j) – число невiд’ємних цiлих розв’язкiв системи рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∑
0≤r+s≤d

r αr,s =
n d

3
− i− j

3
,∑

0≤r+s≤d

s αr,s =
n d

3
− i + 2 j

3
,∑

0≤r+s≤d

αr,s = n.

1. Розглянемо кiльце многочленiв C[Xd] := C[t, x1, x2, . . . , xd] над полем

комплексних чисел C. Породжуючi елементи
( 0, 0

1, 0

)
,
( 0, 1

0, 0

)
компле-

ксної алгебри Лi sl2 дiють на кiльцi C[Xd] вiдповiдно диференцiювання-
ми D1, D2 :

D1 := t
∂

∂x1
+ 2 x1

∂

∂x2
+ · · ·+ d xd−1

∂

∂xd
,

D2 := d x1
∂

∂t
+ (d− 1) x2

∂

∂x1
+ · · ·+ xd

∂

∂xd−1
.

Множина C[Xd]sl2 = {f ∈ C[Xd]|D1(f) = D2(f) = 0} утворює скiнченно
породжене кiльце, яке в термiнологiї класичної теорiї iнварiантiв назива-
ється кiльцем iнварiантiв бiнарної форми порядку d. Задачу явного опи-
су кiльця iнварiантiв C[Xd]sl2 було вперше поставлено ще Булем в 1843
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роцi, i в загальному випадку вона залишається нерозв’язаною до цього
часу. Зокрема, невiдома навiть кiлькiсть однорiдних породжуючих (по-
лiномiально незалежних) елементiв кiльця C[Xd]sl2 для d > 8. В зв’язку
з цим, гiдною уваги є формула Сильвестра-Келлi, яка виражає кiлькiсть
лiнiйно незалежних iнварiантiв степеня n для бiнарної форми довiльно-

го порядку d. Ця кiлькiсть рiвна рiзницi ωd(n,
d n

2
) − ωd(n,

d n

2
− 1), де

ωd(n, i) - кiлькiсть цiлих додатних розв’язкiв системи рiвнянь{
α1 + 2 α2 + · · ·+ d αd =

d n− i

2
,

α1 + α2 + · · ·+ αd = n.

Сильвестр у працi [3], узагальнюючи iдеї Келлi [2], вперше анонсу-
вав цю формулу, щоправда без доведення. Бiльше того, вiн вважав, що
цю формулу не доведуть ще довгий час – "I am about to demonstrate a
theorem which has been waiting proof for the last quarter of of a century
and upwards... and I accomplished with scarcely an effort a task which I
had believed lay outside the range of human power."Проте, доведення цiєї
формули можна знайти вже в лекцiях Гiльберта [4] з теорiї iнварiан-
тiв, якi вiн прочитав 1897 року в Ґеттiнґенi. Сильвестр, використовуючи
свою формулу, обчислив ряди Пуанкаре алгебр iнварiантiв бiнарної фор-
ми для d ≤ 8, а також дав оцiнку кiлькостi породжуючих елементiв цих
алгебр.

Тому виглядає доцiльним отримати узагальнення формули
Сильвестра-Келлi i на випадок iнварiантiв тернарних форм. Дамо
означення кiльця iнварiантiв тернарної форми. Розглянемо векторний
C-простiр Td тернарних форм степеня d :

u(x, y, z) =
∑

i+j≤d

d!
i!j!(d−(i + j))!

ai,j xd−(i+j)yizj ,

де ai,j ∈ C. Координатне кiльце C[Ad] простору Td ототожнимо з iзо-

морфним йому кiльцем многочленiв Ad вiд
1
2
(d + 1)(d + 2) змiнних

a0, 0, a1, 0, . . . , a0, d. Стандартна дiя групи SL3 пiдстановками на Td iн-
дукує дiю групи SL3 ( алгебри Лi sl3) i на кiльцi Ad. Вiдповiдне кiльце
iнварiантiв ASL3

d = A
sl3
d називається кiльцем iнварiантiв тернарної фор-

ми порядку d. Кiльце A
sl3
d є градуйованим кiльцем:

A
sl3
d = (Asl3

d )0 + (Asl3
d )1 + · · ·+ (Asl3

d )n + · · · ,
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тут (Asl3
d )n – векторний простiр породжений однорiдними iнварiантами

степеня n.
Про структуру кiльця A

sl3
d вiдомо дуже мало. Вiдомо, що воно є скiн-

ченно породженим i для невеликих d знайденi мiнiмальнi системи поро-
джуючих елементiв. Зокрема, для d ≤ 3 породжуючi кiльця iнварiантiв
були обчиcленi ще Ґорданом [5], а для d = 4 мiнiмальнa системa iз 331
породжуючих обчисленa в докторськiй дисертацiї Е. Нетер [6].

Метою даної роботи є обчислення вимiрностi простору (Rsl3
d )n, тоб-

то кiлькостi однорiдних лiнiйно незалежних iнварiантiв степеня n для
тернарної форми порядку d. Використовуючи апарат теорiї зображень
алгебри Лi sl3, ми отримуємо формулу, яка є узагальненням вiдомої кла-
сичної формули Сильвестра-Келлi на випадок тернарної форми. Також,
подаємо просте доведення класичної формули Сильвестра-Келлi.
2. На початку дамо коротке i елементарне доведення формули
Сильвестра-Келлi для iнварiантiв бiнарної форми. Iдею цього доведе-
ння ми використаємо пiзнiше для отримання аналогiчного результату
для iнварiантiв тернарної форми.

Нехай V ∼= C2 – стандартне двовимiрне зображення алгебри Лi sl2.
Всяке незвiдне зображення Vd = 〈v0, v1, ..., vd〉, dim Vd = d+1, є симетри-
чним d-степенем стандартного зображення V = V1, тобто Vd = Sd(V ),

V0
∼= C. Базиснi елементи

( 0 1
0 0

)
,
( 0 0

1 0

)
,
( 1 0

0 −1

)
алгебри sl2 дiють

на Vd диференцiюваннями D1, D2, E за правилом :

D1(vi) = i vi−1, D2(vi) = (d− i) vi+1, E(vi) = (d− 2 i) vi.

Дiя sl2 природним чином продовжується з Vd на симетричну алгебру
S(Vd). Алгебра Id,

Id = S(Vd)sl2 = {v ∈ S(Vd)|D1(v) = 0, D2(v) = 0},

називається алгеброю iнварiантiв бiнарної форми порядку d.
Алгебра S(Vd) є градуйованою:

S(Vd) = S0(Vd) + S1(Vd) + · · ·+ Sn(Vd) + · · · ,

причому, кожна компонента Sn(Vd) також є цiлком звiдним зображенням
алгебри sl2 i має мiсце розклад

Sn(Vd) ∼= γd(n, 0)V0 + γd(n, 1)V1 + · · ·+ γd(n, d n)Vd n, (∗)

тут γd(n, i) – кратнiсть, з якою компонента Vi входить у розклад Sn(Vd).
Зокрема, кратнiсть γd(n, 0) тривiального зображення V0 рiвна числу
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однорiдних лiнiйно незалежних iнварiантiв степеня n бiнарної форми
порядку d.

Власнe значення довiльного вагового вектора зображення W вiдно-
сно картанiвської пiдалгебри породженої елементом E називається ва-
гою зображення W. Множину всiх ваг зображення W позначимо ΛW ,
зокрема, ΛVd

= {−d,−d + 2, . . . , d}.
Характером Char(W ) зображення W називається формальна сума

Char(W ) =
∑

i∈ΛW

nW (i)qi,

де nW (i) позначає кратнiсть ваги i, тобто розмiрнiсть пiдпростору в W,
породженого векторами ваги i. Кратнiсть кожної ваги зображення Vd

рiвна одиницi, тому

Char(Vd) = q−d + q−d+2 + · · ·+ qd =
qd+1 − q−(d+1)

q − q−1
.

Характер Char(Sn(Vd)) зображення Sn(Vd) рiвний
Hd(q−d, q−d+2, . . . , qd), див. [7], де Hd(x0, x1, . . . , xd) є повним симе-
тричним многочленом

Hd(x0, x1, . . . , xd) =
∑
|α|=n

xα0
0 xα1

1 . . . xαd
d , |α| =

∑
i

αi.

Поклавши xi = pd−2 i, i = 0, . . . , d, i зiбравши коефiцiєнти при одна-
кових степенях, отримаємо вираз для характера Char(Sn(Vd)) :

Char(Sn(Vd)) =
∑
|α|=n

(pd)α0(pd−2·1)α1 . . . (pd−2 d)αd =

=
∑
|α|=n

pd n−2(α1+2α2+···+d αd) =
d n∑
i=0

ωd(n, i)pd n−2 i,

тут ωd(n, i) є числом цiлих невiд’ємних розв’язкiв рiвняння α1+2α2+· · ·+
d αd =

d n− i

2
при умовi |α| = n. Зокрема, коєфiцiєнт бiля q0 (кратнiсть

нульової ваги) рiвний ωd(n, d n
2 ), а коєфiцiєнт бiля q2 рiвний ωd(n, d n

2 −1).
З iншого боку, в силу розкладу (∗), має мiсце рiвнiсть характерiв

Char(Sn(Vd)) = γd(n, 0)Char(V0) + · · ·+ γd(n, d n)Char(Vd n).

Звiдси легко отримується доведення теореми Сильвестра-Келлi.



54 Л.Бедратюк

Теорема 1 (Сильвестр-Келлi).

γd(n, 0) = ωd(n,
d n

2
)− ωd(n,

d n

2
− 1).

Доведення. Нульова вага входить в кожне незвiдне зображення Vi, i =
0, . . . , d з одиничною кратнiстю, тому

ωd(n,
d n

2
) = γd(n, 0) + γd(n, 1) + · · ·+ γd(n, d n).

Вага 2 входить у кожне незвiдне зображення (крiм нульового) Vi, i =
1, . . . , d, також з одиничною кратнiстю, тому

ωd(n,
d n

2
− 1) = γd(n, 1) + γd(n, 2) + · · ·+ γd(n, d n).

Звiдси

ωd(n,
d n

2
)− ωd(n,

d n

2
− 1) = γd(n, 0),

що i потрiбно було довести.

Для довiльного многочлена f ∈ C[q, q−1] позначимо через [pi]f його
коефiцiєнт бiля pi. Можна показати, див. [4], що

γd(n, 0) =
[
q

n d
2

](
(1− q)

[
d
n

]
q

)
,

тут
[

d
n

]
q

– q-бiномiальний коєфiцiєнт (многочлен Ґаусса):

[
d
n

]
q

:=
(1− qd+1)(1− qd+2) . . . (1− qd+n)

(1− q)(1− q2) . . . (1− qn)
.

3. В комплекснiй алгебрi Лi sl3 позначимо через Ei j матричнi одини-
цi, тобто такi матрицi, у яких на перетинi i-го рядка i j-го стовпчика
знаходиться одиниця, а на всiх iнших мiсцях знаходяться нулi. Матрицi
H1 := E1 1−E2 2, H2 := E2 2−E3 3, породжують картанiвську пiдалгебру в
sl3. Можна показати, див. [8], що матрицi H1, H2 дiють на Ad як наступнi
лiнiйнi диференцiальнi оператори:

H1(ai,j) = (n− (2i + j))ai,j , H2(ai,j) = (i− j)ai,j .



Аналог формули Сильвестра-Келлi... 55

Пряма перевiрка показує, що кожен моном aα := a
α0,0

0,0 a
α1,0

1,0 · · · a
α0,d

0,d ,
степеня n є власним вектором лiнiйних операторiв H1, H2 iз власни-
ми значеннями вiдповiдно n d − (2ω1(α) + ω2(α)) та ω1(α) − ω2(α), де
ω1(α) =

∑
i i αi,j , ω2(α) =

∑
j j αi,j , |α| :=

∑
i,j αi,j = n. Набiр цiлих

чисел
(n d− (2ω1(α) + ω2(α)), ω1(α)− ω2(α)),

називається вагою зображення Ad. Добре вiдомо, див. [9], що множина
ваг довiльного зображення алгебри Лi є лiнiйно впорядкованою множи-
ною i максимальнi елементи вiдносно цього впорядкування (старшi ваги)
з точнiстю до iзоморфiзму визначають це зображення. Незвiдне зобра-
ження з старшою вагою λ = (m1, m2) позначимо через Γλ, множину його
ваг позначимо через Λλ, а множину його додатнiх ваг позначимо через
Λ+

λ . Легко бачити, що мають мiсце iзоморфiзми зображень C3 ∼= Γ1,0,
Ad
∼= (Sd(Γ1,0))∗ ∼= Γ0,d, деталi див. у [7].
Нагадаємо означення формального характеру зображення алгебри

Лi sl3. Нехай Λ – ґратка ваг всiх скiнченновимiрних зображень sl3, а
Z(Λ) ї ї групове кiльце. Z(Λ) є вiльним Z-модулем з базисними елементам
e(λ), λ = (λ1, λ2) ∈ Λ, причому e(λ)e(μ) = e(λ + μ), e(0) = 1. Нехай Λλ –
множина всiх ваг зображення Γλ. Тодi формальний характер Char(Γλ)
визначається, див. [9], як елемент

∑
μ∈Λλ

nλ(μ)e(μ) ∈ Z(Λ), тут nλ(μ) –
кратнiсть ваги μ в зображеннi Γλ. Наприклад, для старшої ваги λ = (1, 1)
маємо

Λ(1,1) = {(1, 1), (−1, 2), (1,−2), (0, 0), (−2, 1), (−1,−1)},

причому кратностi всiх ваг рiвнi одиницi, крiм нульової ваги, для якої
кратнiсть рiвна двiйцi. Тодi

Char(Γ(1,1)) = e(1, 1)+ e(−1, 2)+ e(1,−2)+2 e(0, 0)+ e(−2, 1)+ e(−1,−1).

Базиснi елементи ai,j простору Ad мають вагу (d − (2 i + j), i − j),
i + j ≤ d, кратностi 1, тому

Char(Γ0,d) =
∑

i+j≤d

e(d− (2 i + j), i− j).

Характер симетричного степеня Sn(Γ0, d) зображення Γ0, d є повним си-
метричним многочленом степеня n вiд e(d− (2 i+ j), i− j), i+ j ≤ d, див.
[7], тому

Char(Sn(Γ0,d)) =
∑
|α|=n

e(0, 0)α0,0e(1, 0)α1,0 · · · e(0, d)αd,0 , |α| =
∑
i,j

αi,j .
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Пiсля нескладних спрощень отримаємо

Char(Sn(Γ0,d)) =
∑
|α|=n

e(n d− 2 ω1(α)− ω2(α), ω1(α)− ω2(α)) =

=
∑

(i,j)∈Λ(nd,0)

cd(n, i, j)(n)e(i, j),

тут cd(n, i, j) є число невiд’ємних розвязкiв системи рiвнянь⎧⎨⎩
2ω1(α) + ω2(α) = d n− i,
ω1(α)− ω2(α) = j,
|α| = n,

або, пiсля спрощення⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ω1(α) =

d n

3
− i− j

3
,

ω2(α) =
d n

3
− i + 2j

3
,

|α| = n.

При i = j = 0 отримаємо ω1(α) = ω2(α) i n d = 3ω1(α), тобто має
мiсце спiввiдношеня n d = 0 mod 3. Додавши першi два рiвняння отри-
маємо, що i − j = 0 mod 3, звiдки i i + 2 j = 0 mod 3. Отже, d n

3 , i−j
3 ,

i+2j
3 – цiлi числа.
На кожному зображеннi Γλ визначимо число

Eλ = nλ(0, 0) + nλ(3, 0) + nλ(0, 3)− 2 nλ(1, 1)− nλ(2, 2).

При цьому будемо вважати nλ(i, j) = 0, якщо (i, j) /∈ Λλ. Наступна тео-
рема вiдiграє ключову роль в подальших обчисленнях.

Теорема 2.

Eλ =
{

1, λ = (0, 0),
0, λ �= (0, 0).

Доведення. Вагова дiаграма Γ(i,j), i, j �= 0 геометрично зображується на
площинi у виглядi концентричних опуклих шестикутникiв, якi вироджу-
ються у трикутник, або у точку, див. [7], [9]. На кожнiй з сторiн зовнi-
шнього шестикутника мiститься i ваг або j ваг. Вiдповiдно, кратностi ваг
зображення Γ(i,j) зростають на одиницю на кожному концентричному
шестикутнику вагової дiаграми i є константами на внутрiшньому трику-
тнику. Якщо i, або j рiвнi нулю, то вагова дiаграма утворює трикутник,
а кратнiсть кожної ваги рiвна одиницi.
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Для доведення теореми достатньо розглянути три випадки: i− j = 0,
|i − j| > 3 i |i − j| = 3. Для λ = (0, 0) твердження очевидне, оскiльки
кратностi всiх ваг з Λλ рiвнi нулю, крiм кратностi nλ(0, 0), яка рiвна 1.

Нехай λ = (m, m), m > 0. Тодi nλ(0, 0) = m + 1, i легко бачити, що
nλ(1, 1) = m, i nλ(3, 0) = nλ(2, 2) = nλ(0, 3) = m− 1. Звiдси

Eλ=m + 1 + m− 1 + m− 1− 2 m− (m− 1) = 0.

Нехай λ = (m, k), |m − k| > 3. Тодi всi кратностi nλ(0, 0), nλ(3, 0),
nλ(1, 1), nλ(2, 2), nλ(0, 3) рiвнi min(m, k) + 1, i, отже Eλ = 0.

Нехай λ = (m, k), m−k = 3. Тодi nλ(0, 0) = nλ(3, 0) = nλ(1, 1) = k+1
i nλ(2, 2) = nλ(0, 3) = k, звiдки Eλ = 0.

Якщо ж λ = (m, k), k−m = 3 то nλ(0, 0) = nλ(0, 3) = nλ(1, 1) = m+1
i nλ(2, 2) = nλ(3, 0) = m, звiдки Eλ = 0.

Теорему доведено.

Тепер ми можемо довести основне твердження цiєї статтi.

Теорема 3. Число νd(n) лiнiйно незалежних однорiдних iнварiантiв
тернарної форми порядку d i степеня n рiвне

νd(n) = cd(n, 0, 0) + cd(n, 3, 0) + cd(n, 0, 3)− 2 cd(n, 1, 1)− cd(n, 2, 2).

Доведення. Число νd(n) рiвне кратностi γd(0, 0) тривiального зображен-
ня Γ0,0 з яким воно входить в симетричний степiнь Sn(Γ0, d). Нехай має
мiсце розклад

Sn(Γ0,d) = γd(0, 0)Γ0,0 + · · ·+ γd(0, n d)Γ0,n d =
∑

λ∈Λ+
(0,n d)

Γλ.

Отже,

Char(Sn(Γ0,d)) = γd(0, 0)Char(Γ0,0) + · · ·+ γd(0, n d)Char(Γ0,n d).

Тому, ∑
(i,j)∈Λ(0,n d)

cd(n, i, j)(n)e(i, j) =
∑

λ

γd(λ)Char(Γλ) =

=
∑

(i,j)∈Λ(0,n d)

∑
λ

γd(λ)nλ(i, j)e(i, j).

Звiдси знаходимо cd(n, i, j) =
∑

λ γd(λ)nλ(i, j). Використавши попередню
теорему, отримаємо

cn(n, 0, 0) + cd(n, 3, 0) + cd(n, 0, 3)− 2 cd(n, 1, 1)− cd(n, 2, 2) =
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=
∑

λ

γd(λ)Eλ = γd(0, 0).

Врахувавши рiвнiсть γd(0, 0) = νd(n), отримаємо необхiдний результат.

4. Виведемо формулу для практичного обчислення νd(n).
З простих комбiнаторних мiркувань випливає, що число cd(n, 0, 0)

невiд’ємних цiлих розвязкiв системи рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ω1(α) =
d n

3
,

ω2(α) =
d n

3
,

|α| = n

дорiвнює коефiцiєнту бiля tn(pq)
d n
3 у розкладi наступного добутку в ряд

Rd =
∏

k+l≤d

1
1− tpkql

.

Позначимо це так – cd(n, 0, 0) =
[
tn(pq)

d n
3

]
(Rd).

Число cd(n, 3, 0) невiд’ємних цiлих розвязкiв системи рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ω1(α) =
d n

3
− 1,

ω2(α) =
d n

3
− 1,

|α| = n

рiвне
[
tn(pq)

d n
3
−1
]
(Rd) =

[
tn(pq)

d n
3

]
(p qRd). Тут ми використали оче-

видну формальну властивiсть [xi−1]f(x) = [xi](xf(x)), яка справедли-
ва для довiльного формального ряду f(x). Аналогiчними мiркуваннями
знайдемо

cd(n, 0, 3) =
[
tn(pq)

d n
3

](q2

p
Rd

)
,

cd(n, 1, 1) =
[
tn(pq)

d n
3

] (
qRd

)
,

cd(n, 2, 2) =
[
tn(pq)

d n
3

] (
q2Rd

)
.
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Отже, має мiсце формула

νd(n) =
[
tn(pq)

d n
3

](
(1 + p q +

q2

p
− 2 q − q2)Rd

)
.

Назвемо pq-бiномiальним коефiцiєнтом такий вираз(
n

k

)
pq

:=
(pn+1 − qn+1) . . . (pn+k − qn+k)
(p− q)(p2 − q2) . . . (pk − qk)

.

Можна показати, що функцiї Gm :=

( ∏
k+l=m

(1− tpkql)

)−1

є породжую-

чими функцiями для pq-бiномiальних коефiцiєнтiв:

Gm =
∏

k+l=m

((1− tpkql)−1 = 1 +
(

m

1

)
pq

t +
(

m

2

)
pq

t2 + · · ·

Тому

Rd = G0G1 · · ·Gd =
∑

n

⎛⎝ ∑
i1+i2+···+id≤n

(
1
i1

)
pq

(
2
i2

)
pq

· · ·
(

d

id

)
pq

⎞⎠ tn.

Отже, число νd(n) лiнiйно незалежних iнварiантiв степеня n тернарної
форми порядку d обчислюється за формулою

νd(n) =
[
tn(pq)

d n
3

]⎛⎝(
1 + p q +

q2

p
− 2 q − q2

) ∑
i1+i2+···+id≤n

(
1

i1

)
pq

· · ·
(

d

id

)
pq

⎞⎠ .

Наведемо декiлька перших членiв ряду Пуанкаре

Pd(T ) =
∞∑
i=0

νd(n)Tn,

для кiльця iнварiантiв тернарної форми порядкiв 3,4,5,6,7:

P3(T ) = 1 + T4 + T6 + T8 + T10 + 2 T12 + T14 + 2 T16 + 2 T18 + 2 T20 + 2 T22 + 3 T24 + ..

P4(T ) = 1 + T3 + 2 T6 + 4 T9 + 7 T12 + 11 T15 + 19 T18 + 29 T21 + 44 T24 + 67 T27 + ..

P5(T ) = 1 + 2 T6 + T9 + 19 T12 + 24 T15 + 178 T18 + 383 T21 + 1470 T24 + 3331 T27 + ...

P6(T ) = 1 + T3 + T4 + T5 + 4 T6 + 5 T7 + 8 T8 + 17 T9 + 28 T10 + 48 T11 + 99 T12 + ..

P7(T ) = 1 + 3 T6 + 13 T9 + 421 T12 + 4992 T15 + 60303 T18 + 548966 T21 + ..

У випадку d = 4 ряд Пуанкаре повнiстю спiвпадає з рядом, який
отримуєтьться з вiдомої явної формули Шiоди для P4(T ), див. [10]. Для
d > 4 результати є новими.
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The number νd(n) of linearly independed homogeneous invariants of
degree n for the ternary form of degree d is found. The following formula
holds

νd(n) = cd(n, 0, 0) + cd(n, 3, 0) + cd(n, 0, 3)− 2 cd(n, 1, 1)− cd(n, 2, 2),

here cd(n, i, j) is the number of nonnegative integer solutions of the system
of equations ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∑
0≤r+s≤d

r αr,s =
n d

3
− i− j

3
,

∑
0≤r+s≤d

s αr,s =
n d

3
− i + 2 j

3
,∑

0≤r+s≤d

αr,s = n.




