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Доведено, що якщо квазiнормована послiдовнiсть двозначних
незалежних випадкових величин з нульовим середнiм в просторi
Lp при p ≥ 1 i p �= 2 не еквiвалентна стандартному базису в про-
сторi lp, то деякий блок-базис даної послiдовностi еквiвалентний
стандартному базису в просторi l2.

1. Послiдовнiсть (xn)∞n=1 вимiрних функцiй xn : [0, 1] → R називає-
ться послiдовнiстю незалежних випадкових величин, якщо для довiль-
ного n ∈ N i вiдрiзкiв [a1, b1], ..., [an, bn] ⊆ R виконується така рiвнiсть

μ({
n⋂

k=1

x−1
k ([ak, bk])}) =

n∏
k=1

μ(x−1
k [ak, bk]).

В [1] дослiджувалось питання про еквiвалентнiсть квазiнормованої
послiдовностi незалежних випадкових величин у просторi Lp стандар-
тному базису простору lp. Було одержано наступний результат.

Теорема 1.1.(L. Dor, T. Starbird [1, Proposition 3.5]). Нехай
(xn)∞n=1 – квазiнормована послiдовнiсть незалежних випадкових вели-
чин xn ∈ Lp, p ≥ 1. Тодi послiдовнiсть (xn)∞n=1 еквiвалентна стандар-
тному базису в lp тодi i тiльки тодi, коли виконуються наступнi умо-
ви:
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(i) при 1 < p <∞
∞∑

n=1

∣∣∣∣ 1∫
0

xn(t) dt

∣∣∣∣q <∞, де 1
p + 1

q = 1;

(a) при 1 ≤ p < 2 iснують δ > 0 i послiдовнiсть (En)∞n=1 вимiрних

множин En ⊆ [0, 1], такi, що ряд
∞∑

n=1
μ(En) збiжний i

∫
En

|xn|pdμ ≥ δ

для кожного n ∈ N;

(b) при p > 2 ряд
∞∑

n=1
(‖xn‖22)

p
p−2 збiжний.

Наступне твердження добре вiдоме (див., напр., [2]).

Теорема 1.2. Нехай (xn)∞n=1 – послiдовнiсть незалежних випадко-

вих величин xn ∈ Lp, p > 1 з
1∫
0

xndμ = 0 для кожного n ∈ N. Тодi

iснують такi числа Ap, Bp > 0, що для довiльних n ∈ N, i a1, ..., an ∈ R

виконується нерiвнiсть

Ap
αq

p− 1

(
n∑

k=1

a2
k

)1/2

≤ ‖
n∑

k=1

akxk‖p ≤ βrBp(p− 1)

(
n∑

k=1

a2
k

)1/2

,

де q = min{p, 2}, r = max{p, 2}, αq = inf ||xn||q, βr = sup ||xn||r i

A(0)
p =

{
1√
2
, p ∈ [1, 2),

1, p ∈ [2, +∞),
B(0)

p =
{

1, p ∈ [1, 2],
O(
√

p), p ∈ (2, +∞).

Зауважимо, що ця нерiвнiсть може уточнена i для p, близьких до 1
(див. [2])

Цей результат дає можливiсть для послiдовностi незалежних випад-
кових величин з нульовим середнiм встановити її еквiвалентнiсть стан-
дартному базису простору l2.

Наслiдок 1.3. Нехай (xn)∞n=1 – квазiнормована послiдовнiсть неза-
лежних випадкових величин xn ∈ Lp, p > 1, з нульовим середнiм. Тодi
якщо

(a) sup ‖xn‖2 <∞ при 1 < p < 2,
(b) inf ‖xn‖2 > 0 при p > 2,
то (xn)∞n=1 еквiвалентна стандартному базису в l2.

В [3] дослiджувались властивостi квазiнормованих послiдовностей
незалежних випадкових величин з нульовим середнiм в просторi L1. Бу-
ло встановлено наступнi властивостi таких послiдовностей (xn)∞n=1:
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(i) якщо (xn)∞n=1 не еквiвалентна стандартному базису в просторi
l2, то деяка її пiдпослiдовнiсть еквiвалентна стандартному базису в
просторi l1;

(ii) якщо (xn)∞n=1 не еквiвалентна стандартному базису в просторi
l1, то деякий блок-базис даної послiдовностi еквiвалентний стандар-
тному базису в просторi l2.

У данiй статтi ми узагальнимо цi результати на випадок просторiв
Lp при p ≥ 1, p �= 2.

2. Нехай d ∈ (0; 1
2 ]. Функцiєю типу Радемахера назвемо функцiю

rd : [0, 1] → R,

rd(t) =
{ 1

2d , t ∈ [0; d];
− 1

2(1−d) , t ∈ (d; 1].

Послiдовнiсть (rn)∞n=1 незалежних випадкових величин rn : [0, 1] → R

назвемо послiдовнiстю функцiй типу Радемахера, породженою послi-
довнiстю (dn)∞n=1 чисел dn ∈ (0, 1

2 ], якщо для кожного n ∈ N функцiї rn

i rdn однаково розподiленi.
Зауважимо, що класична послiдовнiсть функцiй Радемахера поро-

джена послiдовнiстю (dn)∞n=1 чисел dn = 1
2 . Крiм того, послiдовнiсть

функцiй типу Радемахера – це нормована послiдовнiсть незалежних дво-
значних випадкових величин з нульовим середнiм в просторi L1.

Надалi для кожного p ≥ 1 будемо розглядати модифiкованi послiдов-
ностi (rn,p)∞n=1 функцiй типу Радемахера, тобто

rn,p =
(

1
2dn

) 1
p
−1

· rn.

Наступне твердження показує, що послiдовностi функцiй типу Раде-
махера – це квазiнормованi послiдовностi двозначних випадкових вели-
чин з нульовим середнiм у просторi Lp.

Твердження 2.1. Послiдовнiсть (rn,p)∞n=1 – квазiнормована послi-
довнiсть з нульовим середнiм у просторi Lp.

Доведення. Маємо

‖rn,p‖p
p =

(
1

2dn

)( 1
p
−1)p (( 1

2dn

)p

dn +
(

1
2(1− dn)

p

(1− dn)
))

=

1
2

(
1
dn

dn + (
1
dn

)1−p · 1
(1− dn)p−1

)
=

1
2

(
1 +

(
dn

1− dn

)p−1
)

.
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Оскiльки dn
1−dn

∈ (0, 1], то 1

2
1
p
≤ ‖rn,p‖p ≤ 1. Отже, (rn,p)∞n=1 – квазi-

нормована.
Крiм того,

1∫
0

rn,p dμ =
1

(2dn)1/p
· dn −

1
(2dn)1/p

· dn

1− dn
· (1− dn) = 0.

♦
З теореми 1.1 легко отримується наступний наслiдок для послiдов-

ностi функцiй типу Радемахера.

Наслiдок 2.2. Нехай (rn,p)∞n=1 – послiдовнiсть функцiй типу Ра-
демахера в Lp, p ≥ 1, p �= 2, породжена послiдовнiстю (dn)∞n=1 чисел
dn ∈ (0, 1

2 ]. Тодi (rn,p)∞n=1 еквiвалентна стандартному базису в lp тодi i

тiльки тодi, коли
∞∑

n=1
dn – збiжний.

Доведення. Спочатку розглянемо випадок 1 ≤ p < 2.

Нехай (rn,p)∞n=1 еквiвалентна стандартному базису в lp. Тодi згiдно з
теоремою 1.1 iснують δ > 0 i послiдовнiсть (En)∞n=1 вимiрних множин

En ⊆ [0, 1], такi, що ряд
∞∑

n=1
μ(En) збiжний i

∫
En

|rn,p|pdμ ≥ δ. Оскiльки

dn ∈ (o, 1
2 ], то 1

2dn
≥ 1

2(1−dn) . Тому |rn,p(t)| ≤
(

1
2dn

) 1
p i

∫
En
|rn,p|p dμ ≤

μ(En) · 1
2dn

. Отже, δ ≤
∫
En
|rn,p|p dμ ≤ μ(En) · 1

2dn
. Значить, dn ≤ μ(En)

2δ

для кожного n ∈ N. Тепер iз збiжностi ряду
∞∑

n=1
μ(En) випливає збiжнiсть

ряду
∞∑

n=1
dn.

Навпаки, нехай
∞∑

n=1
dn – збiжний ряд. Для кожного n ∈ N покладемо

En = {t ∈ [0, 1] : rn,p(t) = 1
(2dn)1/p }. Зауважимо, що μ(En) = dn, тому

ряд
∞∑

n=1
μ(En) збiжний. Крiм того,

∫
En

|rn,p(t)|pdμ = μ(En) 1
2dn

= 1
2 . Отже,

згiдно з теоремою 1.2 послiдовнiсть (rn,p)∞n=1 еквiвалентна стандартному
базису в lp.

Тепер розглянемо випадок p > 2. Зауважимо, що

‖rn,p‖22 =
1

(2dn)2/p
·dn+

1
(2dn)2/p

· d2
n

(1− dn)2
(1−dn) =

1
22/p

·(dn)
p−2

p · 1
1− dn

.
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Оскiльки 1
1−dn

∈ (1; 2], то 1
2(dn)

p−2
p ≤ 1

22/p ·(dn)
p−2

p · 1
1−dn

≤ (2dn)
p−2

p . Тому

2
p

2−p dn ≤ (‖rn,p‖22)
p

p−2 ≤ 2dn. Звiдси випливає, що ряд
∞∑

n=1
(‖rn,p‖22)

p
p−2

збiжний тодi i тiльки тодi, коли
∞∑

n=1
dn збiжний. ♦

З iншого боку, з допомогою наслiдку 1.3 легко одержується насту-
пний результат.

Твердження 2.3. Нехай (rn,p)∞n=1 – послiдовнiсть функцiй типу
Радемахера в Lp, p ≥ 1, p �= 2, породжена послiдовнiстю (dn)∞n=1 чисел
dn ∈ (0, 1

2 ]. Тодi наступнi умови рiвносильнi:
(i) (rn,p)∞n=1 еквiвалентна стандартному базису в l2;
(ii) iснує ε > 0 таке, що dn > ε для кожного n ∈ N.

Доведення. (i)⇒(ii). Припустимо, що inf
n∈N

dn = 0. Тодi iснує послi-

довнiсть (nk)∞k=1 натуральних чисел nk ∈ N, така, що ряд
∞∑

k=1

d′k збiжний,

де d′k = dnk
. Оскiльки послiдовнiсть (yk,p)∞k=1 незалежних випадкових

величин yk,p = xnk,p є послiдовнiстю функцiй типу Радемахера, поро-
дженою послiдовнiстю (d′k)

∞
k=1, то згiдно з наслiдком 2.2 послiдовнiсть

(yk,p)∞k=1 еквiвалентна стандартному базису в lp, що заперечує (i).

(ii)⇒(i). Нехай ε > 0 i dn > ε для кожного n ∈ N. Тодi, з одного боку,
врахувавши, що dn

1−dn
≤ 1, маємо

‖rn,p‖22 =
1

(2dn)
2
p

· dn

1− dn
≤ 1

(2ε)
2
p

.

А з iншого боку, 2dn ≤ 1 i 1− dn ≤ 1. Тому

‖rn,p‖22 =
1

(2dn)
2
p

· dn

1− dn
≥ dn

1− dn
≥ ε.

Отже, згiдно з наслiдком 1.3 послiдовнiсть (xn)∞n=1 еквiвалентна стан-
дартному базису в l2. ♦

Тепер легко одержується наступне узагальнення властивостi (i) ква-
зiнормованих послiдовностей двозначних незалежних випадкових вели-
чин з нульовим середнiм в просторi Lp.

Твердження 2.4. Нехай (xn)∞n=1 – квазiнормована послiдовнiсть
двозначних незалежних випадкових величин з нульовим середнiм в про-
сторi Lp, p ≥ 1, p �= 2. Тодi (xn)∞n=1 не еквiвалентна стандартному
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базису простору l2 тодi i тiльки тодi, коли її деяка пiдпослiдовнiсть
еквiвалентна стандартному базису простору lp.

Доведення. Для кожного n ∈ N позначимо Dn = {t ∈ [0, 1] : xn(t) >
0} i покладемо dn = μ(Dn), якщо μ(Dn) ≤ 1

2 та dn = 1 − μ(Dn), якщо
μ(Dn) > 1

2 .
Нехай послiдовнiсть (rn,p)∞n=1 – послiдовнiсть функцiй типу Раде-

махера, породжена послiдовнiстю (dn)∞n=1 чисел dn ∈ (0, 1
2 ]. Оскiльки

1∫
0

xndμ =
1∫
0

rn,pdμ = 0 для кожного n ∈ N i послiдовностi (xn)∞n=1 i

(rn,p)∞n=1 є квазiнормованими, то iснують 0 < α < β i послiдовнiсть
(αn)∞n=1 скалярiв αn ∈ R з |αn| ∈ [α, β], такi, що xn = αnrn,p. Отже,
досить довести теорему для послiдовностi (xn)∞n=1 функцiй xn = rn,p

типу Радемахера, породженої послiдовнiстю (dn)∞n=1.
Нехай послiдовнiсть (rn,p)∞n=1 не еквiвалентна стандартному базису

простору l2. Згiдно з твердженням 2.3, inf
n∈N

dn = 0. Значить, iснує послi-

довнiсть (dnk
)∞k=1 така, що ряд

∞∑
k=1

dnk
збiжний, тобто, згiдно з наслiдком

2.2, послiдовнiсть (rnk,p)∞k=1 еквiвалентна стандартному базису простору
lp. ♦

Зауважимо, що дана властивiсть при p > 2 близька до наступної вла-
стивостi, яка була для значно ширшого класу послiдовностей встанов-
лена в [4]. А саме, якщо (xn)∞n=1 – квазiнормована базисна послiдовнiсть
в Lp при p > 2, то з неї можна видiлити пiдпослiдовнiсть, еквiвалентну
або lp, або l2.

З iншого боку, послiдовнiсть функцiй типу Радемахера в просторi
Lp, p ≥ 1, p �= 2, породжена послiдовнiстю (dn)∞n=1 чисел dn = 1

n , не є
еквiвалентною стандартному базису в lp, i жодна її пiдпослiдовнiсть не
є еквiвалентною стандартному базису в l2. Тому природно виникає пи-
тання про те, чи можна узагальнити властивiсть (ii) на випадок квазi-
нормованих послiдовностей незалежних випадкових величин з нульовим
середнiм в просторi Lp при p ≥ 1, p �= 2?

3. В даному пунктi ми покажемо, що питання про узагальнення вла-
стивостi (ii) має позитивну вiдповiдь.

Нагадаємо деякi твердження, що дають оцiнки значень деяких фун-
кцiй багатьох змiнних, якi ми будемо використовувати при доведеннi
основного результату.

Твердження 3.1. ([3, Твердження 3.4]) Нехай x : [0, 1] → R – вимiр-
на функцiя, (αn)∞n=1 – строго зростаюча послiдовнiсть чисел αn ∈ R,
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lim
n→∞αn = ∞, α0 = 0 i An = {t ∈ [0, 1] : |x(t)| ≥ αn−1}. Тодi

1∫
0

|x(t)|dμ ≤
∞∑

n=1

μ(An)(αn − αn−1).

Твердження 3.2. ([3, Лема 4.1]) Нехай k, n, m ∈ N, k, n ≥
2, d1, ..., dn ∈ (0, 1

k ] такi, що 1 − 1
k ≤ d1 + ... + dn ≤ 1, i x1, ..., xn

– незалежнi функцiї типу Радемахера, породженi набором d1, ..., dn,

z =
n∑

i=1
(2di)1/p(1− di)xi i A = {t ∈ [0, 1] : |z(t)| ≥ m}.

Тодi μ(A) ≤
(

1
(m+1)! + 1

(m+2)! + ...
)

.

Наступна теорема є основним результатом даної статтi.

Теорема 3.3. Нехай (xn)∞n=1 – послiдовнiсть двозначних незале-
жних випадкових величин в просторi Lp, p ≥ 1, p �= 2, з нульовим се-
реднiм, яка не еквiвалентна стандартному базису в lp. Тодi iснує блок-
базис даної послiдовностi, який еквiвалентний стандартному базису в
l2.

Доведення. Аналогiчно, як при доведеннi твердження 2.4, доста-
тньо розглянути випадок, коли xn = rn,p для деякої послiдовностi
(dn)∞n=1 чисел dn ∈ (0, 1

2 ]. Крiм того, зауважимо, що достатньо розгляну-
ти випадок lim

n→∞ dn = 0 (див. [3, Теорема 4.2]).

Оскiльки, згiдно з наслiдком 2.2, ряд
∞∑

n=1
dn розбiжний, то використо-

вуючи критерiй Кошi, можна вибрати пiдпослiдовнiсть (dni)
∞
i=1 i строго

зростаючу послiдовнiсть (ik)∞k=1 номерiв ik ∈ N так, що для кожного
k ∈ N виконуються наступнi умови:

(a) ai ∈ [0, 1
k ] для кожного i ∈ {ik, ik + 1, ..., ik+1 − 1};

(b) 1 − 1
k ≤ aik + aik+1 + ... + aik+1−1 ≤ 1, де ai = dni для кожного

i ≥ i1.
Для довiльного k ∈ N i p ≥ 1 покладемо

zk,p =
ik+1−1∑

i=ik

(1− ai)(2ai)1/pxni,p.

Зауважимо, що zk,p =
ik+1−1∑

i=ik

(1 − ai)(2ai)
1
p · ( 1

2ai
)

1
p
−1

rni = 2
∞∑
i=1

ai(1 −

ai)rni . Отже, zk,p = zk,q при p, q ≥ 1 i k ∈ N. Для кожного k ∈ N покла-
демо zk = zk,1. Покажемо, що послiдовнiсть (zk)∞k=1 є квазiнормованою в
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Lp для кожного p ≥ 1. Зауважимо, що послiдовнiсть (zk)∞k=1 в просторi
L1 розглядалася при доведеннi теореми 4.2 з [3]. Тому, згiдно з доведе-
ним в [3], ‖zk‖1 ≥ 1

4 для кожного k ≥ 2. Врахувавши, що ‖zk‖p ≥ ‖zk‖1
для всiх k ≥ 2 i p ≥ 1, одержимо, що

inf
k≥2

‖zk‖p ≥
1
4

(1)

для кожного p ≥ 1.
Тепер оцiнимо норми ‖zk‖p зверху. Зафiксуємо p ≥ 1. Покладемо

α0 = 0 i αm = mp для кожного m ∈ N. Тодi з твердження 3.2 випливає,
що при k, m ∈ N маємо

μ(Amk) ≤
∞∑

i=m

1
i!

,

де Amk = {t ∈ [0, 1] : |zk(t)| ≥ m− 1} = {t ∈ [0, 1] : |zk(t)|p ≥ αm−1}.
Тодi згiдно з твердженням 3.1 для кожного k ∈ N маємо

1∫
0

|zk|p dμ ≤
∞∑

m=1

μ(Amk)(αm − αm−1) ≤
∞∑

m=1

(αm − αm−1)
∞∑

i=m

1
i!

=

=
∞∑
i=1

αi

i!
=

∞∑
i=1

ip

i!
<∞.

Отже,

sup
k≥2

‖zk‖p ≤
( ∞∑

i=1

ip

i!

) 1
p

(2)

для кожного p ≥ 1.
Отже, згiдно з наслiдком 1.3, з (1) i (2) випливає, що послiдовнiсть

(zk)∞k=1 – квазiнормована i еквiвалентна стандартному базису в просторi
l2. ♦

Зазначимо, що твердження 2.4 i теорему 3.3 не можна узагальни-
ти на випадок довiльних послiдовностей незалежних випадкових вели-
чин з нульовим середнiм. Як повiдомив нас А.Плiчко, в [5] для кожного
1 < p < 2 побудовано послiдовнiсть незалежних p-стiйких випадкових
величин з нульовим середнiм, яка в просторi L1 еквiвалентна стандар-
тному базису простору lp.

Висловлюю щиру вдячнiсть В.В. Михайлюку та А.М. Плiчку за цiннi
зауваження та увагу до цiєї статтi.
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SEMI-NORMALIZED SEQUENCES OF INDEPENDENT
TWO-VALUED RANDOM VARIABLES WITH ZERO MEAN

IN THE Lp SPACE WITH p ≥ 1

Violetta BALAN

Yuriy Fed’kovych Chernivtsi National University,
2 Kotsjubynskyi Str., Chernivtsi 58012, Ukraine

It is proved that if (xn)∞n=1 is the sequence of independent two-valued
random variables with zero mean in the Lp space with p ≥ 1, p �= 2 not
equivalent to the common basis of lp space, then there exists the block-basis
of this sequence equivalent to the common basis in l2




