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У статтi охарактеризованi основнi науковi результати з теорiї
лiнiйних операторiв у просторах аналiтичних функцiй, отриманi
М.I. Нагнибiдою.

Наукова дiяльнiсть М.I. Нагнибiди пов’язана iз застосуванням ме-
тодiв функцiонального аналiзу до теорiї лiнiйних неперервних операто-
рiв, що дiють у просторах аналiтичних функцiй. У його працях набули
розвитку методи знаходження загального вигляду лiнiйних неперервних
операторiв та iзоморфiзмiв, що дiють у просторах аналiтичних функцiй
i комутують з операторами типу диференцiювання та iнтегрування. Цi
результати успiшно застосовувалися до вивчення умов повноти та квазi-
степеневої базисностi багатьох класичних систем аналiтичних функцiй.
Завдяки дослiдженням М.I. Нагнибiди значно збагатилася теорiя еквi-
валентностi диференцiальних та iнтегральних операторiв у просторах
аналiтичних функцiй.

Охарактеризуємо основнi науковi дослiдження М.I. Нагнибiди.
У класичнiй працi1 вiдомi французькi математики Ж. Дельсарт i

Ж. Л. Лiонс дослiдили зображення всiх лiнiйних неперервних операто-
рiв (л.н.о.), якi дiють у просторi цiлих функцiй i переставнi з оператором
кратного диференцiювання dn

dzn , де n – фiксоване натуральне число. Для
розв’язання цiєї задачi вони використовували характеристичнi функцiї
л.н.о., що дiють у просторi цiлих функцiй A∞. Оскiльки система функцiй
{exp(λz) : λ ∈ C} є повною в просторi A∞, то кожен л.н.о. T ∈ L(A∞)
однозначно визначається цiлою функцiєю ϕ(λ, z) = T (exp(λz)). Ця фун-
кцiя є цiлою вiдносно λ i вiдносно z, а також при кожному фiксованому
z є функцiєю експоненцiального типу вiдносно змiнної λ. Допускаючи,

УДК 517.983, MSC 2000: 47B38
1Delsartes J., Lions J. L. Transmutations d’opérateurs différentieles dans le domaine

complèxe // Comment. math. Helv. – 1957. – 32, № 2. – P. 113-128.
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що оператор T ∈ L(A∞) є переставним з оператором dn

dzn , Ж. Дельсарт
i Ж.Л. Лiонс одержали, що при λ ∈ C i z ∈ C

T (exp(λz)) =
n−1∑
j=0

Mj(λ) exp(λωjz), (1)

де ω = exp 2πi
n . При кожному фiксованому z права частина (1) є вiдно-

сно змiнної λ цiлою функцiєю експоненцiального типу. З цього факту
було зроблено висновок про те, що кожна з функцiй Mj(λ), j = 0, n− 1,
є цiлою функцiєю експоненцiального типу. Хибнiсть цього твердження
встановив М.I. Нагнибiда в 1966 роцi, показавши, що для функцiй Mj(λ)
точка λ = 0 може бути полюсом до (n−1)-го порядку включно. М.I. На-
гнибiда повнiстю розв’язав задачу про опис усiх лiнiйних неперервних
операторiв, якi переставнi з оператором dn

dzn , а також одержав умови, при
яких цi оператори є iзоморфiзмами. Результати цих дослiджень М.I. На-
гнибiда оформив у виглядi статтi, яку вiдiслав у Президiю АН СРСР
президенту АН академiку А.М. Колмогорову. Через короткий час вiн
одержав вiдповiдь вiд А.М. Коломогорова наступного змiсту: академiк
А.М. Колмогоров згоден подати статтю до друку в ”Доклады АН СССР”
за умови, якщо автор наведе приклад, який доведе помилковiсть вiдпо-
вiдного твердження Ж. Дельсарта i Ж. Л. Лiонса. Микола Iванович
навiв необхiдний приклад i в 1966 роцi цi результати були опублiкованi
в роботi [8].

Зауважимо, що вказанi вище результати Ж. Дельсарта i Ж. Л. Лiон-
са були перенесенi разом з помилками I.Я. Вiнером2 на випадок л.н.о., що
дiють у просторi AR, 0 < R < ∞, аналiтичних у крузi |z| < R функцiй.
Микола Iванович виправив також i цi помилки. Для розв’язання цих
задач М.I. Нагнибiда успiшно використав матричне зображення л.н.о.,
що дiють у просторах аналiтичних функцiй. Наведемо формулювання
основних результатiв з [8].
Теорема 1. Для того щоб оператор T з класу L(AR) (L(A∞)) був

переставним у просторi AR (A∞) з dn

dzn необхiдно i досить, щоб

T =
∞∑

s=0

n−1∑
q=0

n−1∑
p=0

tp,sn+q
p!

(sn + q)!

(
d

dz

)sn+q−p

Pq,

де при s = 0 i q < p вважається, що
(

d
dz

)q−p
= Ip−q, Pqf(z) =

Pq

( ∞∑
k=0

fkz
k

)
=

∞∑
m=0

fmn+qz
mn+q, а також виконувалася умова: для до-

вiльного (деякого) ε > 0 iснує така стала M(ε) > 0, що
2Винер И.Я. Преобразование дифференциальных операторов в пространстве го-

ломорфных функций // Успехи мат. наук. – 1965. – 20, № 1. – С. 185-188.
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|tp,j | ≤M(ε) εj , j ≥ 0, 0 ≤ p ≤ n− 1.

Теорема 2. Для того щоб оператор T з класу L(AR) був перестав-
ним у просторi AR при 0 < R < ∞ (вiдповiдно A∞) з dn

dzn , n ≥ 2,
необхiдно i досить, щоб при λ ∈ C \ {0}

T (exp(λz)) =
n−1∑
j=0

M∗
j (λ) exp(λωjz), (2)

де ω = exp 2πi
n , а

M∗
j (λ) =

a
(j)
n−1

λn−1
+ · · ·+ a

(j)
1

λ
+ Mj(λ), j = 0, n− 1,

i виконувалися наступнi умови:

1)
n−1∑
j=0

a
(j)
s ωpj = 0, 0 ≤ p < s ≤ n− 1;

2) Mj(λ), j = 0, n− 1, – цiлi функцiї класу [1, 0] (вiдповiдно цiлi фун-
кцiї експоненцiального типу).
Теорема 3. Для того щоб оператор T з класу L(AR) був iзомор-

фiзмом простору AR, переставним з dn

dzn , необхiдно i досить, щоб вiн
подавався у виглядi (2), виконувалися умови 1), 2) i

3) det ‖M∗
k−j(λωj)‖n−1

j,k=0 �= 0
(тут вважається, що M∗

k−j(λ) = M∗
n+k−j(λ) при k < j).

Використовуючи матричне зображення л.н.о. в AR, М.I. Нагнибi-
да одержав опис усiх лiнiйних неперервних вiдображень простору AR,
0 < R ≤ ∞, якi переставнi з кратним узагальненим диференцiюван-
ням та iнтегруванням. За допомогою цих результатiв охарактеризованi
iзоморфiзми простору AR, що комутують зi степенем оператора Помм’є
Δn, де (Δf)(z) = f(z)−f(0)

z при z �= 0 i (Δf)(0) = f ′(0). Зазначимо, що
оператори узагальненого iнтегрування, якi вiдiграють важливу роль в
комплексному аналiзi, введенi в працi М.I. Нагнибiди та К.М. Фiшмана
[5].

М.I. Нагнибiда дослiджував також зображення комутантiв класи-
чних операторiв у класi л.н.о., що дiють у просторах функцiй, аналi-
тичних в областях. Наведемо формулювання вiдповiдного результату
стосовно степеня вольтеррiвського оператора iнтегрування I.
Теорема 4. Якщо D – 2π

p -iнварiантна i зiркова вiдносно початку
координат область комплексної площини, то загальний вигляд л.н.о.
T , якi дiють у просторi A(D) аналiтичних в областi D функцiй i пе-
реставних з оператором Ip, дається формулою

(Tf)(z) =
p−1∑
q=0

1
q!

dq+1

dzq+1

z∫
0

ϕq(z − ζ) (Pqf)(ζ) dζ, f ∈ A(D), (3)
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де ϕq(z) – фiксованi функцiї з простору A(D), а

(Pqf)(z) =
1
p

p−1∑
j=0

ω−qjf(ωjz), ω = exp
2πi

p
.

Теорема 5. Для того щоб оператор (3) був iзоморфiзмом простору
A(D), необхiдно i досить, щоб виконувалася умова

det ‖ϕ(k)
q (0)‖p−1

k,q=0 �= 0.

Крiм того, М.I. Нагнибiда отримав повний опис комутанта оператора
Ip в класi операторiв L(A(D)) у випадку, коли D – довiльна зiркова
вiдносно початку координат область комплексної площини. Виявилося,
що цей опис iстотно залежить вiд геометричних властивостей областi D.
Теорема 6. Нехай D – зiркова вiдносно початку координат область

комплексної площини, ω = exp 2πi
p i m – найменше серед чисел 1, p− 1,

для якого ωmD = D. Тодi число p
m є цiлим i комутант оператора Ip

збiгається з комутантом оператора I p
m .

Цим самим М.I. Нагнибiда розв’язав вiдому задачу I.Х. Дiмовського
стосовно опису комутанта степеня оператора iнтегрування.

Використовуючи характеристику iзоморфiзмiв, що переставнi зi сте-
пенем оператора iнтегрування, М.I. Нагнибiда одержав повний опис усiх
замкнених пiдпросторiв простору AR, якi iнварiантнi вiдносно вольтер-
рiвського iнтегрування чи його степеня.
Теорема 7. Замкнутий пiдпростiр M простору AR є нетривiаль-

ним iнварiантним пiдпростором оператора I2 тодi i лише тодi, коли

M = span{I2kf(z) : k = 0, 1, ...},
де f �= 0 – деяка функцiя з AR, або

M = span{I2kp(z) : k = 0, 1, ...,
[

s
2

]
} ∪ {zm : m = s, s + 1, ...},

де p(z) – многочлен степеня, не вищого нiж s − 1, s ≥ 1 (у випадку
s = 1 має бути p(z) ≡ 0).

За допомогою зображення комутантiв класичних операторiв М.I. На-
гнибiда вперше повнiстю дослiдив питання про iснування коренiв зi сте-
пенiв класичних операторiв та про їх еквiвалентнiсть мiж собою. На-
ведемо формулювання основного результату стосовно опису коренiв зi
степеня оператора iнтегрування.
Теорема 8. Нехай D – 2π

p -iнварiантна i зiркова вiдносно початку
координат область комплексної площини. Для того щоб операторне
рiвняння Y p = Im (p, m ∈ N) мало розв’язки в класi всiх л.н.о., що
дiють у просторi A(D), необхiдно i досить, щоб m

p було натуральним.
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При виконаннi останньої умови кожен розв’язок цього рiвняння еквiва-
лентний у просторi A(D) до оператора I

m
p , тобто iснує iзоморфiзм T

простору A(D) такий, що Y = TI
m
p T−1.

Аналогiчний результат отримано i стосовно операторного рiвняння
виду Y p = Δm (p, m ∈ N), а також аналогiчного операторного рiв-
няння, в якому оператор Помм’є Δ замiнено на оператор узагальненого
диференцiювання Dα, що породжений послiдовнiстю вiдмiнних вiд нуля
комплексних чисел (αn)∞n=0, для якої lim

n→∞
n
√
|αn| = α, 0 < α <∞.

Досить складною виявилася задача про дослiдження умов еквiва-
лентностi коренiв зi степеня оператора звичайного диференцiювання d

dz .
Для оператора dn

dzn ця задача розв’язана при певних обмеженнях, а повне
її розв’язання одержано для n = 2.
Теорема 9. Для того щоб л.н.о. Y був розв’язком операторного рiв-

няння Y 2 = d2

dz2 необхiдно i досить, щоб

Y exp(λz) =
M0(λ)

λ
exp(λz) +

M1(λ)
λ

exp(−λz),

де M0, M1 – цiлi функцiї експоненцiального типу, та iснували скiнченнi
границi

lim
r→∞

∑
0<|αs|<r

1
αs

i lim
r→∞

∑
0<|βs|<r

1
βs

,

де {αs} – спiльнi нулi функцiй M1(λ) та M0(λ) + λ2 в областi 0 < |λ| <
∞, а {βs} – нулi функцiй M1(λ) та M0(λ)− λ2 в тiй самiй областi.

Показано, що в цьому випадку вже не всi коренi з d2

dz2 є еквiвален-
тними до оператора d

dz .
Численнi дослiдження М.I. Нагнибiди присвяченi вивченню умов

еквiвалентностi класичних операторiв у просторах аналiтичних функцiй.
Добре вiдомо, що у просторах AR кожен звичайний лiнiйний диферен-
цiальний оператор виду

L = Dn + a1(z)Dn−1 + ... + an−1(z)D + an(z)E (4)
(D = d

dz , ak(z) ∈ AR, k = 1, n, n ∈ N, E – одиничний оператор) завжди
еквiвалентний до простiшого оператора Dn, тобто iснує такий iзомор-
фiзм T простору AR, що LT = TDn. Це твердження було встановлено
за допомогою спецiальних функцiональних рядiв (рядiв Дельсарта) спо-
чатку при R = ∞ (тобто для простору A∞ цiлих функцiй) в роботi1, а
потiм у загальному випадку (для 0 < R < ∞) – в роботi3, де побудована
для цiєї мети досить цiкава спецiальна теорiя так званих L-аналiтичних
функцiй.

3Фаге М.К. Операторно-аналiтичнi функцiї однiєї незалежної змiнної. – Львiв:
Вид-во Львiвського ун-ту, 1959. – 248 с.
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М.I. Нагнибiда, використовуючи загальнi твердження стосовно еквi-
валентностi в просторi AR нескiнченних матриць, довiв еквiвалентнiсть
при певних умовах диференцiальних операторiв з регулярною особливою
точкою i тим самим узагальнив результат Ж. Дельсарта – Ж.Л. Лiонса
i М.К. Фаге. Наведемо формулювання основного результату.
Теорема 10. Якщо q

[1]
m (0) = q

[2]
m (0), m = 1, s, то при виконаннi умови

min(p,l+p−s)∑
m=p−s

Am
l+p−s q

[1]
p−m(0) �= 0, l = 0, 1, ...,

(тут As
k = k(k − 1)...(k − s + 1), s ≤ k) кожнi два оператори виду

p∑
m=p−s

zm+s−p q
[i]
p−m(z)Dm +

p−s−1∑
m=0

q
[i]
p−m(z)Dm, i = 1, 2,

де q
[1]
0 (z) ≡ q

[2]
0 (z) ≡ 1, q

[i]
m(z) ∈ AR, m = 1, p, s < p, є еквiвалентними в

просторi AR.
При s = 0 звiдси одержується класичний результат Ж. Дельсарта –

Ж.Л. Лiонса i М.К. Фаге.
Значно менше дослiдженi в комплексному аналiзi умови еквiвален-

тностi диференцiальних операторiв скiнченного порядку, старшi коефiцi-
єнти яких вiдмiннi вiд одиницi. М.I. Нагнибiда одержав першi результати
в цьому напрямку.
Теорема 11. Оператори b(z)D, де b(z) ∈ AR, та D є еквiвалентни-

ми в просторi AR тодi й лише тодi, коли функцiя b(z) є похiдною вiд
деякого конформного вiдображення областi |z| < R на себе.

М.I. Нагнибiда встановив також критерiй еквiвалентностi в просторi
AR, 0 < R ≤ ∞, операторiв zsD + β(z)E (β(z) ∈ AR) та zsD.

Для спецiальних диференцiальних операторiв першого та другого по-
рядкiв М.I. Нагнибiда отримав необхiднi та достатнi умови зведення їх
до простiшого вигляду, зокрема, доведена еквiвалентнiсть до вiдповiд-
них простiших тих операторiв, для яких численнi класичнi системи мно-
гочленiв є системами їхнiх власних функцiй.
Теорема 12. Оператори кожної з наведених нижче пар еквiвален-

тнi в просторi A∞:
1) (z2 − 1)D2 + 2zD (Лежандра) i z2D2 + 2zD;
2) (z2 − 1)D2 + zD (Чебишева) i z2D2 + zD;
3) (z2−1)D2−[μ−λ−(μ+λ+2)z]D (Якобi) i z2D2+(μ+λ+2)zD

(λ, μ > −1);
4) D2 − 2zD (Чебишева-Ермiта) i D2;
5) zD2 + (λ + 1 − z)D (Чебишева-Лаґерра) i z2D2 + (λ + 1)D

(λ > −1);
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6) z(z − 1)D2 + [−γ + (1 + α + β)z]D (гiпергеометричний оператор)
i z2D2 +(1+α+β)zD (α+β > −1, γ не є цiлим вiд’ємним числом).

Починаючи з 1951 року в багатьох роботах математикiв дослiджува-
лися рiзнi задачi, що пов’язанi з операторами узагальненого диференцi-
ювання Гельфонда-Леонтьєва4. Тому природним чином виникла задача
про вивчення умов еквiвалентностi в AR степеня оператора узагальне-
ного диференцiювання та оператора виду (4), в якому оператор D замi-
нений на оператор узагальненого диференцiювання Dα. Значний внесок
у розв’язання цiєї задачi внiс М.I. Нагнибiда. Вiн одержав повне розв’я-
зання цiєї задачi для операторiв першого порядку. М.I. Нагнибiда дослi-
див також умови еквiвалентностi в просторах AR операторiв скiнченного
порядку вiдносно оператора Помм’є, операторiв Ейлера-Помм’є, опера-
торiв Помм’є з ”регулярною” особливою точкою, складових операторiв
вiдносно оператора Помм’є. Наведемо формулювання одного з резуль-
татiв М.I. Нагнибiди стосовно еквiвалентностi операторiв Помм’є.
Теорема 13. Нехай ϕk(z) (k = 0, p) – цiлi функцiї. Для того щоб

оператор L =
p∑

k=0

ϕk(z) Δp−k був еквiвалентним у просторi A∞ до

оператора Δp необхiдно i досить, щоб виконувалися умови:
1) ϕ0(z) + zϕ1(z) + ... + zpϕp(z) ≡ const �= 0;
2) det ‖(ΔqPqγs)(z)‖p−1

s,q=0 �= 0, ∀z ∈ C,

де γs(z) = zs
p−1−s∑
k=0

zkϕk(z) (s = 0, p− 1).

М.I. Нагнибiда вперше дослiдив умови еквiвалентностi iнтегральних
операторiв у просторах аналiтичних функцiй. Сформулюємо отрима-
ний ним результат для оператора вольтеррiвського iнтегрування K =
z∫
0

k(z, ζ) · dζ та Is =
z∫
0

(z−ζ)s−1

(s−1)! · dζ, s ≥ 1, у просторi AR.

Теорема 14. Нехай функцiя k(z, ζ) аналiтична при |z| < R та
|ζ| < R i

k(z, z) =
∂

∂z
k(z, ζ)

∣∣∣∣
ζ=z

= . . . =
∂s−2

∂zs−2
k(z, ζ)

∣∣∣∣
ζ=z

≡ 0,
∂s−1

∂zs−1
k(z, ζ)

∣∣∣∣
ζ=z

≡ 1.

Тодi оператор K еквiвалентний у просторi AR до оператора Is.
Одержанi також необхiднi та достатнi умови еквiвалентностi двох

вольтеррiвських операторiв iнтегрування з ядрами, що залежать вiд рi-
зницi аргументiв, а також умови еквiвалентностi вольтеррiвських опера-
торiв з виродженими ядрами.

4Гельфонд А.О., Леонтьев А.Ф. Об одном обобщении ряда Фурье // Мат. сб. –
1951. – 29, № 3. – С. 477-500.
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Теорема 15. Нехай функцiя k(z, ζ) = ϕ(z) ψ(ζ) аналiтична при |z| <
R та |ζ| < R. Для того щоб оператори I та K =

z∫
0

k(z, ζ) · dζ були

еквiвалентними в AR необхiдно i досить, щоб k(z, z) ≡ eiθ (θ – дiйсне)
при R < ∞ або k(z, z) ≡ const при R = ∞.

Критерiї еквiвалентностi операторiв та зображення iзоморфiзмiв, пе-
реставних з класичними операторами, М.I. Нагнибiда успiшно застосо-
вував до встановлення умов повноти, кратної повноти, базисностi, ква-
зiстепеневої базисностi рiзноманiтних систем аналiтичних функцiй.

М.I. Нагнибiда знайшов новi умови повноти систем полiномiв Ермiта,
Лаґерра, Якобi та Чебишева, а також систем Iйєра. При досить загаль-
них припущеннях одержанi умови квазiстепеневої базисностi багатьох
класичних систем функцiй, що пов’язанi з операторами iнтегрування та
диференцiювання (систем з первiсних декiлькох функцiй, систем полiно-
мiв Аппеля та iн.). Встановлено зв’язок мiж квазiстепеневими базисами
в розумiннi М.Г. Хапланова i L-базисами М.К. Фаге. Ось приклад одного
з багатьох результатiв цього напрямку дослiджень М.I. Нагнибiди.
Теорема 16. Нехай f0(z) – фiксована функцiя з AR i

fn+1(z) =

z∫
0

f0(z − ζ)fn(ζ) dζ, n = 0, 1, ... .

Для того щоб система функцiй {fn(z)}∞n=0 утворювала базис у просторi
AR необхiдно i досить, щоб f0(0) �= 0.

Цей результат дає повне розв’язання задачi Ньюмана стосовно зна-
ходження умов базисностi вказаних систем.

М.I. Нагнибiда довiв також новi твердження про базиси Пiнкерле
в просторах AR. Базиснi системи М.I. Нагнибiда успiшно використову-
вав для розв’язання класичних iнтерполяцiйних задач Абеля-Гончарова
та Уiттекера. Iнтерполяцiйна задача Абеля-Гончарова полягає у вiдшу-
каннi аналiтичної функцiї F (z), для якої F (n)(ζn) = An, n = 0, 1, ..., де
(ζn)∞n=0 та (An)∞n=0 – послiдовностi комплексних чисел. М.I. Нагнибiда
вперше одержав розв’язання в класi цiлих функцiй iнтерполяцiйної за-
дачi Абеля-Гончарова вiдносно узагальненого диференцiювання.

Наукова спадщина М.I. Нагнибiди детально викладена в монографi-
ях [108, 136, 146, 153].

Список наукових та методичних праць професора
М.I. Нагнибiди
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