Hugrdop Caposcrxmit
(TeprOMiNL).

Jo Teopil amaniTHYEEY GYEEMIX ABOX HesaNeRHEX SMIHHHX.

Nikefor Sadowsky]
(Ternopil).

Zur Theorie der analytischen Funktionen von zwei
unabhingigen Variablen.

B Teopit ananiTuunux ¢yHkui 0xHOI 3MiHHOI MaeMo JBa npa-
Bina GYyNOBH anamiTUYHUX QYHKLIA 3i 3 ropy JaHHMU 3epammn a6o
Girynamu. [lepwe monas Baepuwitpacc ans yskuid uinux, npyre
noxoauts Bin Mirrar-Jlepdnepa ang dyuuiii mepomopgHux.

B wuuiwAbii po3BinLl MOZal0 KOHCTPYKWIIO KiJIbKOX iHTEpecHHX.
¢yHKUiid 1BOX He3aneXHUX 3MIHHMX, Ha AKHX NOKaxy, IO Teopema
BaepmiTpacca naeTb ¢ npuminuTi i B Teopii aHaniTHYHUX yHKuik
ABOX 3MiHHHX,

L

Ak nepmy 3anayy cTaBad0 co6i: 36yayBaTH aHaNiTHYHY
dyHKuilo, KA Mmac nepencraBuTi U0, BIO PO3XOAMTb CA Ha BOI
NiZ BONMBOM TOYKH, KOJIH BOHAa JAPOXMTh npsamosicHo., B npuponi
HaTpagsieEMO Ha Taki Puni, NpUMipOM BHKJMKYE fi KamiHb, KnHeHHH
Ha BOZY.

3 TeomeTpu4HOi CTOpOHH Oyle ce noBepxHi ¢HascTa
z=1F(z,y). BapTocTi Ha 2 GynyTb BCi 3aMKHeHi MOMDK ABOMa NJO-
wamn z= +4, ne 4 € amnnirynoro apoxavoro pyxy. [as npo-
CTOTH PpaxyHKy Kiajy ApO)Xauyy TOYKY B NOYaTOK CHiBPSNHKX,
Bicb +2 npIMOBiCHO B ropy, ocM z i ¥ nosemi. Jlosinbaa naowa
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(M)y — tge.z— 0 nepeTMHae nNOBepXHIO 2z-=1(Z,¥y) BIOBK
KPHMBOi, sIKa € CiHycOixOl0. 3 Oraisny Ha Te, WO if BUL He 3aBUCHTH
Bil Kyra @, nosepxisi z=/ (Z,y) € OOOPOTOBOI0 NOBEPXHEIO
Ii moxna nepencrasutn Gopmynoro:

2= s8inzx.cosa ans x>0 1))

(Cnoci6 o3navens rn. Huxonait Mopososb, ®yukuis, Kiesb 1912).
Ontak MW NOCTAapacMO c BUPA3UTH CIO MOBEPXHIO aHaNTUYHO, Gy-

peTuHae MJoILy (Zy) B Konax o nyuax k, 2k, 3k... saranbHo Ak,

y

™

ﬁ K RK PBK v
F4&Y

dicl.

dyukuis 3 3epom B Touui (0, 0) mae Bum 2% =a+y*
dyHkuis 3 3epamn Ha Koai 2% +y®—=4k®

xﬁ_}.; 2
Pl (:E, y)=1_' —_;;.2—1/_
dyHKIisg 3 3epamu Ha xoni 2%+ y?=(2k,®

_ 7 Tty
P (x,y)=1 (%)
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dir 2.
Iins xona
wg_‘_yl:(lk)!
JicraHemo QyHKilito
~ % 2
h(z,y):b-‘%% 1—1,2,3...

dynkuig, sika OGyle MaTH piBHOYacHO 3epa Ha O0GBOAI BCiX Kin
22 +y?=(2k)?, Gyne noGyTKOM

E Pi(z,y)= n (z- ’“:j,f{g) @)

Ceit 100yTOK € 36ixHuf# piBHOYACHO 3i cymoOIO

e

m?.i_y xﬂ__i_yﬂ
Fo = 2 FE]

A=1 r=1

a cs ocraHHd cyma € 30iKHa IS BCiX (2y).
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Bosbmim npumipom TOuKy B mepcrenn 4k <r <5k, Toni
16 k* la*+y? <25k

@ 5
Il,oﬁy’roxlﬂ Pu(xy) nimo Toni Ha mea NOGYTKHM yacTuuui: IIPi(zy),
—1 A=1

axui, K DyHKUIA BumipHa, uina, € 30DKHWI Ha Wi naowl, i Ha
J1106y"r01c11-1:%‘6 P (xy), nna akoro

224y? <{Ak)® npun A>65
6yne Takox s_GiJKHuﬁ, i TO a6conoTHO. 3 cero posBaxaHs GauHMO,

o no6yToK g2 (zy) ¢ Ge3ynuHHO 36GiXKHHUIA.
=1

Kot z

[ - -] ws_'_ys
VAR (1= )

-

€ BXe (yHKuUicto, gKa Ha Uiniil naowi (zy) Hemae Hine 3epa, a Taky
npuKmMeTy mac PyHkiis uina

eH(x-’ ¥ , €BeHT. const;

nputim H (T ) 30BCiM NOBiNbHA, OTKE MOXHa 3aXagartd, IWOGH
BOHa Mmana sun H (z:+y2).

B pesyabrari
—p H(mg‘i‘?/g)vxz_',yzH(I xl;;gs) (3)

Bo3bMiM N10BiNbHE KOJNO i3 NydoM a:2+y2=R2 y ROBiNbHiM mnep-
cTeHi, Toal

e A T (1~ ) @

A=1

Kosn nopisHaemo 1y dopmyny. 3i .3HaHOl0 3 Teopii Baepurtpacca
- .
2
sinnz=—rnx I I (1 —%), 5
A=1

R
no6ayyumo, WO BHCTaHE MOKIACTH T=7, uo6u BOoHa nepeiimnia Ha

Q0
1 ()
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i3 cHiBYUMHHUKOM
eH(R?) k
o
Tenep nocrapaemo cs BHwyKaTu ¢yHkuito H(R2. V Tiit uinu
KiaeMo ¥ = o i 6a9umo, 10 DyHKUIS 2 MepexOduTb Ha MPOCTilly.

_ 6II(a:").I_c sin *2

z p ¥ (] T’ (6)

npo Ky 3HaEMO, 1O cniBYnHEMK H (2?) € noctifinuii, 3Ha4uTh, HE
sanexuTs Bil @ (ane H(z,y) me moxe 3anexatd Bill ¥).

Tomy xnaxemo Ha Biaminy y QyHxuii

e=f(z,y) Z==0 i licTaemo
z2= eH(y%)-'Igsin ™y
. k

TyT 3HOBY nepeKOHYeMO Cl, WO CRiBYMHHHK H(y?* € nocriif-
HWi, 3naunTy H (z,y)=const., a THM camum
e H (zy) 2 = eonst,

Hassim #ioro xopotko A (rnaam ¢ir. 2), Toai

o
. E. —_s—g - ( _.22_}_?/2
z=A % Vii+y g 1 TN ) €

€ BXe PO3BA3KOK RAHOrO NpoGicmy.
Hanviii poscniam Hal celo @YHKUIEO PeaykyioTb ci IO

‘q>ym<ui'1' -
2= ‘i—” RE (1—:%).

Bhayumo wo BoHa € ¢hyHkuieto Ayya K, a THM camum no-
BepxHsd € O0OpOTOBa 3 OrNANy Ha Bichb 2; Hdaibiue 6auumo, WO

BapTtocTh ¢yHKUii 2 ocnimoloTe nomik +4 i —A4 (amnnityna
IAPOKaHs).
-3 oriffy Ha Te, 1O
-, (R ) . nR
sin (—k— + 2 Sn) = sin—- 8)

2k € nepionoto QYHKLIi, K ce BHIKO BNpoCT Ha ¢irypi 2.
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L.

o e

JIiHTi, ToOi cnpaBa Komnaikyeth ¢q, Hailnpoctiiinii Bunagok micra-
HEMO, KOJIM HAHOK KpuBOW Oyme ninid npocra. [lokaxemo ce Ha
Takiii 3amaui;

36ynyBaty ¢yHKUilO, IKa Mac 3epa 3MOBXK GOKIB MPAMOKYTHH-
KiB, YTBOpPEHUX NY4YKaMM piBHOGDKHHX DpsAMUX

A) y—azx—bi=0, ©)
B) ay+z—Aab(a+1)=0;

aputim A npuiimae Bci BapTOCT}'i yyces LINWX AONATHIX i BileMHHMX,

¢ic 3.
[Hykaemo pyHxuii i3 3epamn Ha Ainii ¥y —ax + b
y—az—b=0,
y—ar 4
5 1=0,
OTXe
P, (z,y)=1— Y22

b
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AHaNIbOTiqHO GyayemoO Aanblii gyHKuil
Y=
PS (fE, y) - 1 2b ’

P, (2, y) =1 y—;,,i”,
: Laz
Pl(xyy)"— - y"ibi

Ho6yrok
—az
) (10)

”PA(%?/)= n (1—
A=1 A=1

w0
—azr _ yY—ar g 1
€ poaGixHuil, 6o zy —Y b 21= diverg, N0 NPHYRHI,
i

1 .
o 27 € TapMOHIYHWIi pAl.
A=1

Ta mu nmopamumo co6i TYT aHalbOriYHo, Ik ce pPOGHMO NpPH
GYHKLIAX i3 OAHOIO He3aneKHOl0. IMenHo 3amicTb OpaTH

Pi(z,y)= (1— T

Gepem
Y~—ax
(1)

@y =e * (1-177)

Po3suBaemo BuNOXHHYY QYHKLIO y Pl i BUKOHYEMO MHO-

Yy—ax

KEHE, YyBaXatoun 5 3MiHHOO .

1 1 fy—azy?-
Rew=1+7,2 5" +5 (L5

_lyzaz  1(y—ary’
17 b 7I\"7b

-1 L) - B () -
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z—an(M)—n[f 21 y— aw)_; y— az) :I

A=1

Ceit pan ¢ 36ikHuii Bpas i3 cymolo

7(%5%) 2

Yepes posninetic cero L0OYyTKa Ha 1aBa qaCTuHHi, nogiGHo K
y nonepenHim Ilplf}Mipi, Jlerko nepekoHaru csl, 1o QyHKuisn

[e 2}
e=[1] 2i(2y) (12)
1=1
¢ Oe3ylikHHO 36ixHa :
w YT (13)
Ab Yy—ax
e=[Te (1 b

A=—1
Taxkuif cam B3opeus RicTaHeMO LN BiREMHHX 4, iMeHHO
y—azx
a0 J—
~ b s y—az (14)
=[]e (1+i
A=4-1

3 ornany Ha Te, mo o6a MOGYTKH € aGCOMOTHO 36GiXHi, MO-
HKeMO 1X MOYNEHHO NOMHOXHTH ; TIPUTIM BHJIOKHHYA (DYHKILSA 3HUKHE

=105 w

Ins =0 ¢ y=ax. Tomy, woG6H i 3epa, sKi Jexarb Ha Tik
npocriif, 6yan ysrasiaHewi, TpeGa JHOMUCATH YMHAHMK

(y—ax).

B pesyabraTti (pynkuig, fSka mac 3epa Ha BCIX MNpPOCTHX
Y — axr — Ab == 0, Mae BRI

5= (— aa:)l_”:l (”l,;’;")g]- (16)

i1

Tenep po3acnimxyemo npocti
ay+z— Aab@+1)=0



125

INA HUX TBOPHMO GyHKUiT

ay+ = )
_a(@+1)ib | ay+z 17
Qs (ay)=e (1~ aasn7
i no6yrox
o I (18)
afa+1)Ab [ ay +x .
ncm 1. -5 sm)
i=1

ceif noo‘yrox € Tex 6e3ynHHHO 36iKHWA. SIK 11O Y3TAALHMTH Bil-
€MHi 4 i NpOCTy, L0 TIepeXOAHTb uYepe3d MOYaTOK CHiBpAfHUX, Hi-
CTAaEMO IJISl BCiX NPOCTAX NIpSMOBicHMX HOGYTOK

.w (a + 2
a=y+a [1[1- 555200 | (19)
i=1 ‘

Ksor
, H (@y)
—e € BXe (yHkuicio Ges

(y—az)(ay + ) zﬂ (@y) Q) (zy)

3ep y CKiHY€HOCTH,

a 3BilTH OCTaTO4HO

Hw,y). = : ’
z=e O Vy—amay+a)[][ 1 - L | 1 O Ny
A=1

Jyxe wikaBHii BHN2QOK NicTaHEeMO, SIK BO3bMEMO 3a OCHOBY
3ep KBajpaToBYy CiTKy i3 Gokom a (dir. 4).
Toni nBa NyuYkd NpAMUX MOXHA HaHcaTH y Buai
=43 al
y== ai A=1, 2, .8,
-1 okpemo 2 =0.
3epoBi UMHHNKYK X + ¢4 =0 MOXHA HanWcaTH y BHIAi
w .
+ai’
AK 10 6paTH iX 3ascig¥ napammn Tak, WOOKU +4 i —A Gyan pasom,
TOLI YHHHHK

i—

w2
T—

MiCTHTB ¥ co6i 06i mpocri.
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+40
o
VN L X
oir & .
dyHKuig 2, i3 3epaMy 310BX NPOCTHX
x= tali
MaE BHI,
H,(x,y) =

@ 23
zp=2=e mn(ll— ai],’,) (23)
=1
Onxave 3 Teopii BaepuiTpacca 3Haemo, 10

stn nx == nx ﬁ (I — ?—:)
=1

Tpuminiorouy nizcrapieHe m'

ot icraemo
a’ .
= : (24)
. e i3 T (. x
sinng=""T1] .(1‘ I—eas)

r=1
3. nopiBHaus (23) i (24) micraemo B3Opeub

H,(x,y) a

=0 —snmw — (25)
7 a
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AHARLOIIYRO MOCTYNAEMO NS 3ep 3MO0BX MPOCTHX

y=4ia;
¢yuxuig, AKa Mac BUKJIIOYHO 3N0BXK HHMX 3epa, Mac -BHIL

HS (’.E, y)a
Z, =@ po sinn?
dyhKiLin : ‘
" Z — e s ®Y) oo byHKLicHO
2 (@ Y) Sz Ge3 3e CKiH-
e Lsin”Y. e 2 5in =% 2P Y
7 a’ P @ yeHilt Bimpani..
3BincH:
H@,y) ,
a
z=e

T . T
FSZ%;S’&% —y.

(26)

Haxkiseup 3sicrae Ham. ille BH3HAYUTH YHUHHHK € (@,y) Y Tiik
UIJIK 3a70XKiM, IO Halla (PYHKIA Mac MaTH B TouL]

P,y =(% 3 @D

MaKCiMyM; TOJMI AKX BiOMO

£)0.(5) 0. e

3piKHHUKYHMO 2 YACTMHHO MicAs @ i ¥, TO MicTaeMo

Hz,y) @ e oy Y,
= e H . (x,y) ﬂ_g'SinFSinFy-{*e ;cos'?msin Ea?i
oy H@y) (29
0z Yy Y .
By e (a;,y) sm —sm - e cos—sm —

Llo6n cnoBHKJO ¢ ycnise (28) B Touui (g, E) MycHTb Oy-
TH KOH4Ye

0H(w,y) _ ,
o ! @0y
0H(,y) _ ,

oy
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a ce 3Hauuth, wo H(x, y) = consi., OTXKe TaKOXK € Hxy _ const,
Jastoro
2
z=Ca—,,sin@sin£y @1
7 a a
Hexait Gyne
__An®

ne.A Gynemo HasHBaTH aMILIITYJO0 NOBEPXHI 2, TOAT 2 Mpuiime BUX

2= A sin Zsin?¥ "(32)
a a

Hanbmi poscnign nokasyloTb, 1O ce Hyle NOBepxHs, 3/0XKeHa
i3 NpHUCTaifHUX KBaLpaTOBUX YaWOK, i3 AKUX 1Bi IOBUIbHI cycimui
BaBCiI® JiexXaTb TaK, WO OJHa Jdc MaKciMyMm, a CYCiIHs miHimym
Baprocth dynkuii 2z i To skpaz +4 a6o —A4 (rasam ir. 5).

PiBHaHe cei noBepxHi 30ymgoBaHe aHalNiTMYHO-Ha OCHOBI ii
3ep Mae OCTaTOuYHMil BUA

A=1

I3 cboro npumipy BHAKO, KW BMIKHB Maec NOBiNbHA (yHKILis
H (xy). 3epa dyHkuii z = f (cy) BUSHAYYIOTh i aX A0 YHHHHKA

eH (zy).

(33)
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PiBtodacHO NOBCTalOTb HOBi NpPOGAEMUH B TeOpii aHANITUYHHX
$yuxuiifi 1BOX 3MiHHMX. 3aMicTb TOYOK BUCTYNAIOTL TYT yxe it uini
KpHBi, 3M0BX SKHX po3Miuleni 3epa aGo Oirynn QyHkuii z=7(zy).
Orxe 3axoaMTb NHUTaHe, AK Ti KPHUBI MalOTb GYTH yNnOpAILKOBaHi,
wo6H BOHM OXHO3HA4YHO nRedhidiroBanu dyHKUilo.

Bucwe Hasemeni NpUMIpH TNOKa3yiOTb HACASAHO KOHEYHIiCTb
icThOBaHs TBeplykeHsi Bacpuirpacca, NOWMPEHOro 10 1BOX 3MiHHUX.
Y KoucekBeHLii MycaTb iCTHyBaTH # mownpene npaBo Mirrar-Jleg-
dbnepa, 60 dyuxuia log z 6yae maTH npunucaHi GiryHu.

Tapa, Cu6ip 26. xoBrHs 1917,

3BIPHEK MAT.-IPHP.-AiK. CEKIUI, T. XVIII 9



INHALT.

Verf. stellt sich die Aufgabe, in der Theorie der analytischen
Funktionén zweier unabhingigen Verinderlichen ein Analogon zu
den Theoremen von WeierstraB und Mittag-Leffler zu finden, die

ganze bzw. meromorphe Funktionen einer unabhéngigen Vauablen
betreffen.

Als ¢rstes Beispiel konstruiert er die analytische Funktion,
die eine auf der Wasseroberfliche unter dem EinfluB8 eines ver-
tikal schwingenden Punktes entstehende Wellenfliche darstellen
soll. Eine beliebige Fliche (M) y —{ga.«x = O schneidet die ge-
suchte Wellenfliche z=f(=,y) lings einer Sinuslinie. Nach Mo-
rosoff hat dieselbe die Gleichung

z=8nx.cosa (x> o0).

Wenn man aber diese Gleichung auf analytischem Wege
aufzustellen hat, u. z. auf Grund ihrer Eigenschaft, daB die Fliche
die (xy) = Ebene nach Kreisen mit den Radien A4k, schneidet,
bildet man das absolut konvergente Produkt

x»
g 2 2
EP;.(m, y)= (1— e iy }

Der Quotient

[*=
—_— w5+ yﬂ
Va? + y* n (1'_ VO
A=—1

stellt eine Funktion dar, die auf der Ebene (x, ¥) keine Nullstellen

hat; diese Eigenschaft kommt aber der Funktion eH(w’ y) event.
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const. zu. Da H(x, y) beliebig, kann man die Bedingung stellen,
daB ihre Variablen in der Verbindung =®-4 y?= R? auftrefen;

somit wird
d ( ) (1 2.2162 ;

dlese Funktion liBt sich mit der bekannten Weierstragsschen Si-

@ 2
. ) / @ .
nus-Entwickelung sin nw = me IT { I—»w—g) in Zusammenhang
A=1

bringen, indem man « =.§ setzt, 4=1 und ibr. einen entspre-
chenden Faktor voranstellt. Wenn man noch die Funktiox’H (R
so einfach als moglich ‘wihlt und also

H(x,y) @ = const
e 7T '

setzt, reduziert sich ihre weitere Untersuchung auf die der Funktion
“= “_R n (1 1%2)
=1

A ist ihre Amplitude, 2% ihre Periode (cf. Fig. 2).

Zweitens -verlangt Verf, als Nullinjen mogen wicht Kreise,
sondern Geraden angenommen werden, u. z. die der zwei ortho-
gonalen Scharen:

(A) y—ax—bi= 0,

®B) ay+z—Adab(a+DH=6. | i=1,23,....

-

y-;;za:) divergiert, setzen wir jedem seiner

y—ax
Faktoren den Koeffizienten ¢ 4  voran und bekommen dar-
aus ein bestindig konvergentes Produkt von, absolut konvergenten
Reihen. Schlielich kommt man zur Funktion, die lings der Ge-

radenschar (4) Nullstellen besitat:

= (y—ax) n I:I— (—Qﬁgslﬁj.
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Ebense liegen die Nullstellen von
(ay4-w)?
= (ay+ ”)HI—I /b (a—l—])]’]

auf der Geradenschar (B). Nun ist die gewiinschte Funktion

_ JH@y) 10, (y—aa)? (ay+a)*
z=e (y—ax)(ay+x) H[1~— T35 J[I—P[ab(a-l—lj]’]'
r=1

Alg ein interessatter Spezialfall ergibt sich, wenn die beiden Ge-
radenscharen das quadratische Netz mit der Seite @ bilden.
Dann wird

H x a? e 2
Z= (, y) — Stn—stn— ’ll
72 a a’

Um H (x,y) zu bestimmen, setzen wir fest, daB z( %,,

ol &
N’

= Max. sein soll. Daraus folgt H (x, y) = const. oder

r=Asinsin ™Y
a a

(Fig. 5); + A4 ist die Amplitude der einzelnen Flichenteile. Der
analytische Ausdruck fiir z ist demnach

z=4 %:waEI aw] L1- a*l’]

Ae=1

Daraus ergeben sich neue Probleme in der analytischen
Funktionentheorie fiir den Fall zweier Verinderlichen, indem hier
nicht einzelne Punkte, sondern ganze Linien als Orter fiir Nullstellen
oder Pole auftreten. Aus diesen Beispielen schlieBt Verf. auf die
Notwendigkeit einer Verallgemeinerung nicht nur des Weier-
straB-schen Theorems, sondern auch des von Mittag-Leffler, weil
2. B. log z vorgeschriebene Pole besitzt.



