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G \ A = (〈b〉 \ {1})A. (1)
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 �� � �������	��� ������ 〈b, ba〉 = L � 〈b〉 ����

L = A ∩ 〈b, ba〉 ��� P = (P ∩ L) � 〈b〉 
	� ��� ���	� p������	� P ⊇ 〈b〉
	
 〈b, ba〉� ���!� CP∩L(〈b〉) = 1� �� ���� 	
 ���	��� "��	���� p �	�� �	�

������ |L| ��� 
	� �	�� c ∈ L� 〈ba〉c = 〈b〉� "��� 	���	���� ac ∈ CA(〈b〉)� �	�
ac = 1� "���� a = c−1 ∈ L� #� ��� ���� ����� a �� � p′��������� "����
	���
���� ������ �	 ������������� 	
 a� ��� $��� !	�!����	� 	
 ���  ������ �����
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%������� (〈b〉 \ {1})L ⊆ 〈b, ba〉 \ L ���� 	���	����� |(〈b〉 \ {1})L| = (p −
1)|L| = |〈b, ba〉 \ L|� �	� (〈b〉 \ {1})L = 〈b, ba〉 \ L� "����
	��� 
	� ��� b∗ ∈
〈b〉 \ {1} �� ���� ����

b∗a ∈ b∗L ⊆ 〈b, ba〉 \ L ⊆ (〈b〉 \ {1})A.
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G \ A = {b∗a: b∗ ∈ 〈b〉 \ {1}, a ∈ A} ⊆ (〈b〉 \ {1})A.
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CA(〈b〉) = 1, |〈b〉| = p ∈ P ��� |〈b, ba〉| < ∞ ��� ��� a ∈ A� ��� G ��

������� ����� ��� A �� � ���
����� p′��	����	
�
���������� A ��� �� �� �� ����������� ������� �� p = 2, ��� �� ������	����

�� [21], [22] ��� [23], [24], A �� ���
����� �� ����� ≤ 2, ≤ 6 ��� ≤ (p−1)2p−1−1
p−1

���
�������� ��� p = 3, 5 ��� p > 5��
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	��� G ��  ���	��!�
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��� M �� ��� �����	� 	
 $���� ����- 	
 F ��� N =
⋂

h∈H

Mh ��� ϕ ��

��� ������� �	�	�	� ���� 	
 H 	��	 H/N � "��� Hϕ = Fϕ � 〈bϕ〉� ��� ��

,	��!����� ���	���� Hϕ �� $�����

�������� |(H \ F )ϕ| = |Fϕ|(|〈bϕ〉| − 1)� �� ���� 	
 ����� �� H \ F =
(〈b〉 \ {1})F � "����
	��� 	���	����� (H \F )ϕ = (〈bϕ〉 \ {1})F ϕ

� #��	 �� �� !����

����

|(〈bϕ〉 \ {1})F ϕ | = |Fϕ : CF ϕ(〈bϕ〉)|(|〈bϕ〉| − 1).

"����

|Fϕ|(|〈bϕ〉| − 1) = |Fϕ : CF ϕ(〈bϕ〉)|(|〈bϕ〉| − 1).
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 ���� A〈g〉 = A × 〈g〉�
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 �� g� CN (A) = 1� ��	"�
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�!��� M �� &	��� �	��# �� G� CG(B) ∩ M = 1�
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 H ���� ��	� 	�& ������
 � H �
������� ����' �� ������ � � 	����	�! (����� ��� � �����	���&� �� �	&
	����� ��	� G = H! )��� 	�& ������
 � G � ������� ����' �� ������ �
� 	����	�!

$ 	 % # � � � � 	 � G � 	 � � � � � � � � � � � 	 � 	 � � �� � � !

#�

�� ��	� G ��� �� �	����& ����	�! )��� ��� �	'��	� 	����	�
������
 A � G �� ��������� �!

�� NG(A) �= A ���� NG(A) �� 	 ��	����	� ���
 ���� �����ab! *�� ��
�� ���� � +���	 � $��%� A �� ������ �� ����� �� 	 ����	������!

,������� �� |G : A| �� ����� ���� �� ����-����� � .���	��/� �������
|G :

⋂

x∈G

Ax| �� �����! )��� �& +���	 � � ��0��
⋂

x∈G

Ax �� ������ �! *�� �

�� A� 	 ����	������!

)����
NG(A) = A (2)

	�� |G : A| �� �������!
,������� �� 	�& g ∈ G \A� 〈A,Ag〉 �� ��������� � 	��� ���� ���	�� �

$�%� ��	����	�! )�������� |G : 〈A,Ag〉| < ∞!

+�� a ∈ A ∩ Ag! )��� 〈A,Ag〉 ⊆ CG(a)! #� |G : CG(a)| < ∞� �! �! aG

�� �����! )�������� �& 1���2�	��/� ����	 $���� �� ����	���� ��3�%� 〈aG〉 ��
�����!

+�� u ∈ G \ A! #���� Au〈aG〉 �� �� ������ � 	�� |G : Au〈aG〉| �� ����
���& �������� Au〈aG〉 �� 	����	�! )�������� ����� Au �� 	 �	'��	� 	����	�
������
 � G� �� ��	�� ��	� a ∈ Au! #� A ∩ Ag ⊆ A ∩ Au!

)���� �� ����& g, u ∈ G \ A� A ∩ Ag = A ∩ Au! 4����� ���� ���	�� �
$�%� �� �	���& ����� ��	� �� R = 〈Au5 u ∈ G〉� Z(R) ⊂ A 	��

A/Z(R) ∩ (A/Z(R))x = 1, ∀x ∈ G/Z(R) \ A/Z(R). (3)

#���� R �� ���	� �� G� Z(R) �� ���	� �� �� �! )�������� �& +���	
� $��%� 6$7% �� ������ �! #���� A �� �� ������ �� �& #! 8! ������ �/�
������ $���� �� ����	���� )����� �!� � ���%� A/Z(R) �� ��������� �!

#�

�� ��	� A/Z(R) �� �� 	 �����
! )��� �� ���	��� 	� ������� v
� 	� �� 
���� ����! �� ���� � +���	 � $��%� 〈v, vx〉 �� ����� �� 	�&
x ∈ R/Z(R)! )�������� ���� ���	�� � $9%� �& ��� #��� � : #2��� :



������ ��	
 	
� ��� ������� �����	������ ���

������� 	�
�� �� ���� ������ �������� N/Z(R) � R/Z(R) �� ���� ����

R/Z(R) = (A/Z(R))(N/Z(R)) ��� A/Z(R) ∩ N/Z(R) = 1.

������������� N � R = AN ��� A∩N = Z(R)� ��������� R/N � A/Z(R)�
��� R/N �� ��� ������ ��� ���!� �� � !�������!���� "��� #���� $ "���%%� �����
A/Z(R) �� � �&������

���!� A/Z(R) �� � ���&������ �� ������� �&������ �� !������� ���� ��&
����!� �������� b ��� c � ����� �� #�� h ∈ R/Z(R) \ A/Z(R)� ����

〈b, ch〉 = 〈bch〉 � 〈b〉 = 〈bch〉 � 〈ch〉. (4)

'����� ���� bch �� � ��� ������ ����� ���� ������ �� "(%� �� �����)�
�������� b = chs �� ���� s ∈ 〈bch〉� ��� ���!� A/Z(R) �� ������� ��� b, c ∈
A/Z(R)� �� ������ ���� hs /∈ A/Z(R)� �������������

A/Z(R) ∩ (A/Z(R))hs = 1

"��� "*%%� +�� 1 �= b ∈ A/Z(R)∩(A/Z(R))hs� ���!� �� � !�������!����� �����
〈bch〉 !������� ���� ������� w � ����� ��

�������� w ∈ CG/Z(R)(b)∩CG/Z(R)(ch)� +�� ��������� "*% ��� (A/Z(R))′ =
1 ����� ���� CG/Z(R)(b) = A/Z(R) ��� CG/Z(R)(ch) = (A/Z(R))h� ���

1 �= w ∈ A/Z(R) ∩ (A/Z(R))h� ���!� �� � !�������!�����

����� G �����,�� ���&��� ���!� ���� G �����,�� ����&ab� �� �����,�� �����

" � % � � �� � � � �
|G : J ( G ) | < ∞ . (5)

������� ���� |G : J(G)| �� ��,����� ���� J(G) �� ������ �� �� ��������
+� #���� $ "��%� �� ��� ��!��� !��� J(G) �� ������ �� ���� ����� J(G) ��
������ ������ ���

+������� ��� +��� - .�����/! �/� - �� 0� ������ �� ������� 	�1� - 	�2�
������ ���� ����� �������! ����� � ������������� � � ������ �� ����� ��
������ ��� 3� ���� � ���� �������� G/CG(J(G)) �� ������ ��� +� #����
$ "��%� Z(J(G)) �� ���� ������ ��� ������������� �� ������� $�( � 	���
CG(J(G))/Z(J(G)) �� ���&������ ��� ���!� G/J(G) �� ���������� ,���� ���

CG(J(G))/Z(J(G)) = CG(J(G))/(CG(J(G)) ∩ J(G)) �

� J(G)CG(J(G))/J(G),

CG(J(G))/Z(J(G)) �� ���������� ,����� ���!� G �� �������! ��� �����,��
���� "��� "�%%� CG(J(G))/Z(J(G)) �� ���� �������! ��� �����,�� �����



��� ��������	
�

������	��
 �� ��� 	� ���
 ���
 ���� ��	����� ��	�� �������� ������� �������

�� ����� 	�  ���� � !�"
 ��� ��	 #	�$����� �%������ 	� ����� 	�&�� 	�
CG(J(G))/Z(J(G)) �������� ����� �����	���� '	��������%�
 �� (�	�	����	�
�
 CG(J(G))/Z(J(G)) �� �����
 ���#� �� � #	����&�#��	��

! # " ) � 	� � � � � J ( G ) � � * � � � � � � � � � & ) � � � + 	  �

'%���%�
 ���� �����& �	 !�"
 J(G) ��� �	 ��	��� �����	��� 	� ����� ��&�,�
)	
 ��� ��	��� �����	�� 	� J(G) �� '�����+	 	� ���%��� ���� ��� !��� !�""�
������	�� J(G) �� *��������

 �� F �� � ����� �����	�� 	� J(G)� -� F ⊆ Z(J(G))
 ���� ��  ����
� !�"
 ��� ��	 #	�$����� �%������ 	� ����� 	�&�� 	� NJ(G)(F ) = J(G)/F
�������� � ����� �����	���

)���	�� ���� F � Z(J(G))� ���� |J(G) : CJ(G)(F )| �� �������� )��#�
F �� �����
 |NJ(G)(F ) : CJ(G)(F )| �� ������ '	��������%�
 |J(G) : NJ(G)(F )|
�� �������� ������	�� NJ(G)(F ) �� '�����+	 	� ���%���� *� ��� ���� ����

NJ(G)(F )/F �� �%�	 '�����+	 	� ���%���� ����
 ��� ��	 #	�$����� �%������
	� ����� 	�&�� 	� NJ(G)(F )/F �������� � ����� �����	���

����
 J(G) �� )���+	�
! & " � � � � % # 	 � � � � & � # � � 	 � �

-� ��� 	� )���+	�.���%	�+���)�#�+	� ���	��� �����	��& ��	�
 ���
�� �����& �	 !#"
 J(G) �� '�����+	� )	 ��#���� 	� |G : J(G)| < ∞ !��� !�""

G �� '�����+	
 ���� �� � #	����&�#��	��

/ � # � � � � � � �� 	��	���

���	��� �� ��	���

��� ���� �� �����	
	��������
 �� ����� �

� � ����� � ���� � �� � �� � �
���

��� ���	
�� �� �  ����! "�	#� !��	!$� � "��% �	
	���	�� #�
&	�	�
 �� '%��	
�
���� ()� � ����� � ��� � �� � �� �*� � ���� +	
 ,�!!	�
-

��� ��������� �� �� .
/
	�� ��#���� !���0�� ����! �� ���� 10� � ���2� � �� � ��
� �� �3 � ��� +	
 ,�!!	�
-

��� ��������� �� �� 4
 ��� ������ �$ 	
/
	�� !��#	�� ����! �� ���� 10� � ���2�
� �� � �� � �� 3�� � 3��� +	
 ,�!!	�
-

�3� ��������� �� ��  ����! "	�� ���!#�	0�& �������	�! �$ ��� !�!��� �$
!�0����!� � ��!#�"5 6��%�7 ���2� � ��� �� +	
 ,�!!	�
-

��� �����	 �� ��� 8�� ��#�� /
	��
�!! �$ � #��!! �$ ���	�&	# ����! � 4� 9��
1��	&�� 1���#��& "��%!� ��������	#!� � ��!#�"5 ��0�	!�	
 :��!� �$ ���
�#�&��� �$ 1#	�
#�! �$ ��� '11,7 ��3�� � �� ��� � �22� +	
 ,�!!	�
-
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���� g � � � ���
���� h� ���;�

�2 [gp, h] = 1� 〈g, gh〉 ���7�����


