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-	
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��� ������� ����
���� �
 ������� ����� �
 G �� ��������

������� ���� NG(K)/K �������� ���� ������� ������ ����
��� B/K�

���� B = KD ��� K ∩ D = 1 
�
 ���� ������� ������ ����
��� D �
 B�

���
�
�
�� |G : D| �� ������� ��� ��� ��� �
 ������� ����
���� �
 D �� ��������

����� �� ���� ���� ��� ��� �
 ��� ������� ����
���� �
 ������� ����� �
 G ��

��������

���� �� ������� !� ��� ������ ���� ��� ��� �
 ������� ����
���� �
 A ��

������ ��� A �������� ��� ������� ��������� 
�
 ����
����� "����#������� A ��

"��
��$� � ��� A �������� ���� ����
��� B �
 ����� ����� !���� �� � ��
���

�
����� �
 #���������� ����
����� ����� ��� ��� �
 ��� ������� ����
���� �
 B
�� ������ B �� �� ������ #����������� %�
���
� �� ��� ���� !��� |G : NG(B)| ��
�������� ��� ��� �
 ��� �������� ����
���� Bg� g ∈ G �� �������� &� ��� ����

����� ��� ��� �
 ��� ������� ������� ����
���� �
 G �
 ������� ����� �� ��������

'�� |G : NG(B)| < ∞� %�
��� ������� ���� G ��� ���� ������� ������

����
��� H� ����� B �� ������� ��
������ H ∩ B = 1 ��� ��������������

|G : H| �� �������� ���
�
�
�� ����� ��� ��� �
 ������� ����
���� �
 H ��

�������� ��� ��� �
 ������� ������� ����
���� �
 G �� ��������

������� ���� G �� ��
������ ���� |NG(B) : CG(B)| < ∞� ������� B
�� #����������� ��� |G : CG(B)| < ∞� ����� |G : B| �� �������� CG(B)/B ��

������� �� !���� ���
�
�
�� ��� ��� �
 ��� ������ ����
���� C/B �
 CG(B)/B ��
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 ��� ����
���� C �� �������� "���
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���� ⇒ ����� ����� H ���� ��� �����
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�
 �������

����
���� ��� G �������� ��� ������� ��������� 
�
 ������� ����
���� �


������� ������ !� ������ ���� |G : H| < ∞�

����� ⇒ �� �� 	�  ��! �
 (�����
�)� ����
��� H �������� ���� ��
���

����
��� �
 G �
 ����� ������ ���� ����
��� �� ������� �������

�� � ⇒ � �� '�� T �� � ������� ��
��� ��
����� ����
��� �
 G� ����� G
�� ������ ������� ������� T �� ������ ��� #������� �
��� G/T ����
�� �� ������

������� ������ ��� ��� �� ����������� ��
��� ��
����� ����
����� ��$��� ����

���� �������� !� ��� ������ !������ ���� �
 ����
����� ���� T = 1� ���� G
��� �� ����������� ��
��� ��
����� ����
�����

'�� N �� � ��
��� ������� ������ ����
��� �
 ����� ����� �
 G� ����

|G : CG(N)| ≤ 2. (1)



�� �������	� �
 �����
� ����� ���

��� g �� �	 �
���	� �
 CG(N) �
 �	��� ������ ��	�� CG(g) ⊇ N � �	� ���
���� |G : CG(g)| < ∞� �����
���� ��� ��� R = {gx� x ∈ G} �� �	���� ��	��
R ��	����� �
 �	��� ����� �
���	�� �
 G �	� Ry = R� y ∈ G� �� ���� ����
〈R〉 �� � �	��� 	����
 �������� �
 G � ���!��		"� ����� #$%� ��� �
�� #�%&�
'�	��(��	�
)� 〈R〉 = 1� ��� g = 1� ����� CG(N) �� ������	*
����

��� F �� ������ � �������� �
 ����� > 2 �
 G� �� � 	�	���	���) ��������
�
 CG(N)� ���	 ���� ������ �� �+&� �� �����	 ���� F ∩ CG(N) �= 1� ��	��
CG(N) �� ������	*
���� F ∩ CG(N) �� �	�	���� �����
��� |G : N | < ∞ )��
��
���� F ∩ CG(N) ∩ N = F ∩ N �� �	�	���� ��� F ∩ N �= 1� ��	�� N �� �)�
���
�� ���� ���� |N : F ∩ N | < ∞� ,	 ��� ����� ��	�� ∞ > |G : F ∩ N | ≥
|G : F | ≥ |CG(N) : F ∩ CG(N)|� -	 ���� �
 .������"� ������� #�% ���� �
��
������� ��$$ �
 #�%&� CG(N) �� �	�	��� �)�
�� �	� �
�� �	 ��� ���� ���	 G ��
	�� �	�	��� �)�
��� �� ��	���	� ���� �������� T �
 ����� �� ��	�� CG(N) ��
�	�	��� �)�
�� �	� �+& ��
��� �	 ��� 
��� ����� G = CG(N)�T � ���	 �������
T �� 	�� 	����
 �	 G� ��� ����� G �� �	�	��� �������
�

��& ⇒ ���&� ��� L �� � �	��� 	����
 �������� �
 G 
�� ����� G/L ��
�	�	��� �)�
�� �� �	�	��� �������
� �	� K �� �	 ��������) �������� �
 G �

�	�	��� �	��/� ���	 KL/L �� � �������� �
 G/L �
 �	�	��� �	��/� 0��������
G/L ��� �	 �	�	��� �)�
�� �������� H �
 �	��� �	��/� ���	 |H : H ∩KL/L|
�� �	�	���� '�	��(��	�
)� H ∩ KL/L = L �	� ��� KL/L �� �	���� 1�	��� ��

�

��� ���� K �� �	����

'
���
)� ���& ⇒ ����&�

�����&⇒ ��&� -	����� G ��	���	� �	 �	�	��� �)�
�� �������� �
 �	��� �	��/�
�����
��� G� �� G/L ������ ��� 	� �	�	��� ��������� �
 �	�	��� �	��/� 2�
��� ���� ����� ��& �� ��
���

������� �� �����	�

����� �� ������� 	
 ��& 3 � � � � � � � ) � -
 G �� 	�� ��������� ���	 �	
���� �
 ������� �� �� �� �
���� �	�	��� �)�
���

������� ���� G �� ��������� ��� A �� ���� �
 ��� ���
��	 ��������� -
 A
�� �	��� ���	 �� �� '���	�4��� ������� ���� A �� �	�	���� 5�� B = 〈a� a ∈ A
�	� |〈a〉| �� �����〉� ��� a1 �� �	 �
���	� �
 B �
 ����� �����6 �
 B �= 〈a1〉
���	 a2 �� �	 �
���	� �
 ����� ����� 
��� B \ 〈a1〉6 �
 B �= 〈a1〉〈a2〉 ���	 a3

�� �	 �
���	� �
 ����� ����� 
��� B \ 〈a1〉〈a2〉6 � � � � -	 ��� ���� ���	 B ��

�	���� 
�� ���� n� B =
n×

i=1
〈ai〉� -	 ��� ���� ���	 B �� �	�	���� B1 = 〈a1�

a3� a5� a7� � � � 〉 �� �	 �	�	��� �������� �
 �	�	��� �	��/ �
 B� 2	�
�����
)�
B1 ��	���	� ���� �	�	��� �������� B2 �
 �	�	��� �	��/� B2 ��	���	� ����
�	�	��� �������� B3 �
 �	�	��� �	��/ �	� �� �	� ����� �� � ��	���������	�



��� ��������	

� ���
����	��

����� B =
n×

i=1
〈ai〉	


�� A1 
� ������� ����� ��� ��
������ X �� A = A0 ���� ���� X ∩
〈a1〉 = 1 ��� ���� a2� 	 	 	 � an ∈ X �� n > 1	 �
�������� 〈a1〉A1/A1 �� ��� ������

��
����� �� A0/A1 �� ����� �����	 ���� ������� ��� ���� ����� p� A/A1 ��

� p������	  � A0/A1 �� ������� ������ ��� ����������� ����� �
�������� �����

����� �������� g� h ∈ A0/A1 ���� ���� gp = hp ��� 〈g〉 �= 〈h〉	 ���� 〈gh−1〉
�� �� ����� p ��� 〈gh−1〉 ∩ 〈a1〉A1/A1 = 1� !���� �� � �������������	 �����

A0/A1 �� ������ �� �����������	 "����������� ����� ������ � ������� ��
�����

A2 �� A1� �� n > 1� A3 �� A2� �� n > 2� 	 	 	 	 #������� An = 1	

�� l = 1� �� ��� �������� ������ A0/A1� 	 	 	 � An−1/An ��� ����������� ���

�����!��� l 
� ��� ������� �� ������ �� ��� ������ ������ ����� A0/A1� 	 	 	 �

An−1/An	


�� ϕ 
� ��� ������������ �� G� ��� !���� Gϕ ��� � $���� ��������	

���� ��� ��� 0 ≤ i < n� |Aϕ
i /Aϕ

i+1| ≤ |Ai/Ai+1|� ��� ���� |Aϕ
i /Aϕ

i+1| = 1� ��

Ai/Ai+1 �� �����������	 #������������ |Gϕ| ≤ l	 %���� ��� ��� ��
������ X
��� Y �� G !��� G/X ��� G/Y �� $���� ��������� G/X ∩ Y ��� � $����

��������� ��� ��� ������������ H �� ��� ���� X� ��� ��� ���� |G/H| ≤ l	 
��

q 
� ��� ����� ��� Q = {hq& h ∈ H}	 %���� H/Q �� �� $���� ��������� G/Q
�� �� $���� �������� �� !���	 #������������ H = Q	

����� H �� ������
��	 ���������� �� �� �� !��� '��!�� H �� � ������ �������

�� ����������� ��
������	 %���� H ��� $������ ���� ��
������ �� ����� ������

��� ���
�� �� ������ ����������� �� $����	 ����� �� ��
������ �
����� ��
�����

A �� G �� #�����'��	

% � � � � � � � � � � 	  � ��� �
����� ��
������ �� G ��� #�����'�� ����� ��

������� �� �����$�� ��� ������� ��������� ��� �
����� ��
������ �� ��$����

�����	  � G �� ������ ��$���� ������ ���� �� ���! �� ������� �� �� �����$�� ���

���� ��������� ���	

(��) * � � � � � � � � 	 %������ ���� G �� ��� ������ ������ ��� �������� ����

��$���� �
����� ��
����� A	  � ���! �� (�)� A �������� � ��
����� B �� $����

����� !���� �� � ������ ������� �� ����������� ��
������	 %���� B ��� ��

��$���� ��
������ �� ��$���� ������ �� �� �����������	 +������� |G : B| < ∞
��� B ��� �� ������ ��
������ �� $���� �����	 #������������ �� ���! ��
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