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МЕТРИЧНІ ОЦІНКИ ХАРАКТЕРИСТИЧНОГО ВИЗНАЧНИКА ЗАДАЧІ 
НІКОЛЕТТІ ДЛЯ РІВНЯННЯ ТИПУ ЕЙЛЕРА 
 

Доведено оцінки знизу для характеристичного визначника інтерполяційної 
задачі Ніколетті за виділеною змінною та умовами періодичності за реш-
тою змінних для рівняння із частинними похідними типу Ейлера. Дослід-
жено частковий випадок задачі, коли вузли інтерполяції утворюють геоме-
тричну прогресію. 

Ключові слова: задача Ніколетті, рівняння типу Ейлера, метричний підхід, про-
блема малих знаменників. 

 
Вступ та основні позначення. Нижче використовуємо такі позначення: 

p  – p -вимірний тор ( / 2 )p  , p
TQ  – циліндр  (1, ) pT ; i  – уявна 

одиниця,  1( , , ) p
px x x ,  1( , , ) p

pk k k  ,   1 pk k k , 

  1 1( , ) p pk x k x k x ,     1( / , , / )pD x x ; hom
,Poln p  – множина однорідних 

многочленів степеня n  від p  змінних з дійсними коефіцієнтами; ( )nC I , 

n  , – простір функцій, n  разів неперервно диференційовних на про-

міжку I ; mes n A  – n -вимірна міра Лебеґа вимірної множини  nA  ; 

H ,   0 , – гільбертів простір усіх формальних тригонометричних рядів 
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n  , – простір функцій 
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Нехай n  , а поліноми  hom
,Polj pjA ,  1, ,j n , такі, що для кожного 

 pk  , 

0k , многочлен  
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має такі різні корені  1( ), , ( )nk k , що  ( )ji k  ,  1, ,j n . Припускаємо, 

що для всіх   p , які лежать на сфері  | | 1 , виконується умова 
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    ( ) ( ) 0L nP A , (2) 

де ( )LP  – дискримінант многочлена (1) за змінною  . Уведемо функції  
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де 1, , nt t  – такі різні точки з відрізка [1; ]T , що    11 nt t T . Визна-
чники (3) виникають під час дослідження розв’язності такої задачі з умо-
вами Ніколетті для рівняння із частинними похідними типу Ейлера:  
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Якщо виконується умова 

        ( ) 0p
nk k , (6) 

то задача (4), (5) має єдиний формальний розв’язок, який зображує ряд 
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де  , ( )j q k  – алгебричне доповнення елемента ( , )q jy t k ,  , 1, ,j q n , у ви-

значнику  ( )n k , а  ,j k ,  pk  , – коефіцієнти Фур’є функцій  ( )j x , 

 1, ,j n . Якщо, крім умови (6), існує така стала  , що для всіх (крім, 

можливо, скінченної кількості) векторів  pk   справджується нерівність 

    ( ) (1 | |) ,n k k , (8) 

то можна встановити збіжність ряду (7) у шкалі просторів [1, ];nC T H( ) , 

   , якщо  
jj H  для деяких  j  ,  1, ,j n . Тому для обґрунтуван-

ня коректності задачі (4), (5) у просторах [1, ];nC T H( )  актуально дослідити 
можливість виконання оцінки (8). У цьому й полягає основна мета цієї 
праці. На підставі метричного підходу [1–3, 8–13] доведено (див. нижче 
теорему 1), що нерівність (8) виконується для майже всіх (стосовно міри 

Лебеґа в n ) векторів  1( , , ) [1, ]nnt t Tt  для всіх (крім, можливо, скін-

ченної кількості) векторів  pk  , якщо    ( 1) ( 1)/2p n n . Оцінка з таким 
же самим значенням для показника   зберігається (див. нижче теорему 2) 
і для випадку, коли вузли інтерполяції 1, , nt t  в умовах Ніколетті (5) є 
логарифмічно рівновіддаленими, тобто виконуються рівності  

    11 ,      1, , ,      1j
jt t j n t . (9) 

Для доведення теорем 1, 2 використали допоміжні твердження про 
оцінки зверху мір виняткових множин гладких функцій спеціального вигля-
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ду, про оцінку знизу модулів коренів  ( )j k  многочлена (1) та їх різниць 

  ( ) ( )j qk k , а також класичну лему Бореля–Кантеллі. Зауважимо, що для 

рівняння зі змінними коефіцієнтами типу Ейлера (4) метричні оцінки знизу 
для характеристичного визначника задачі Ніколетті є новими; раніше такі 
оцінки встановили у праці [7] для рівняння зі сталими коефіцієнтами; вико-
ристовуючи методику праць [4, 5, 10–13]. 

1. Допоміжні твердження. Для доведення основних результатів вико-
ристовуватимемо такі допоміжні твердження.  

Для дійснозначної функції :f I  , заданої на проміжку I  , 

через ( , , )E f I ,   0 , позначатимемо множину   : ( )t I f t{ } . 

Лема 1 [6]. Нехай ( )f t  – ненульова функція вигляду  
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Якщо для деяких ja  ,  1, ,j n , на відрізку  [ , ] [1, )a b  виконується 

умова  

      1
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nt d dt f t a t d dt f t a f t ,  

то для довільного   1(0, )  справджується оцінка  
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Лема 2. Якщо виконується умова (2), то існують такі сталі 2 3, 0C C , 

що для всіх  pk  , 

0k , виконуються оцінки  

     2| ( ) ( ) |j qk k C k ,     1,n j q  (12) 

   3| ( ) |j k C k ,  1, ,j n . (13) 

Лема 3 (Бореля–Кантеллі). Нехай  ( 1, 2, )qA q  – послідовність ви-

мірних за Лебеґом множин з n , причому ряд  





1

mes n q
q

A  є збіжним. 

Тоді міра Лебеґа множини тих векторів, які належать до нескінченної 
кількості множин qA , дорівнює нулю.  

2. Метричні оцінки для довільного розташування вузлів. Викорис-
таємо леми 1–3, щоб встановити оцінки знизу для визначника (7).  

Теорема 1. Нехай виконується умова (2). Тоді для майже всіх 

(стосовно міри Лебеґа в n ) векторів  1( , , ) [1, ]nnt t Tt  нерівність (8) 
виконується для всіх (крім, можливо, скінченної кількості) векторів 

 pk  , якщо    ( 1) ( 1)/2p n n .  
Д о в е д е н н я . З огляду на лему Бореля–Кантеллі, для доведен-

ня теореми 1 досить перевірити збіжність ряду  
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якщо    ( 1) ( 1)/2p n n . Зауважимо, що  
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де символом ( )qB k ,  2, ,q n , позначено множину  

         1 1 1[1, ] : ( ; ) ( ), ( ; ) ( )n
q q q q q qT k k k kt{ }  . 

Тут  ( ; )q qk  ,  1, ,q n , – визначник, який отримано з визначника  ( )n k  

викреслюванням останніх n q  рядків та останніх n q  стовпців, 

 1( , , )q qt t ,  1, ,q n , а числа  ( )q k  визначають рівності  
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де     2/ 1nC p ,        1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )q q q qk k k k k( ) ( ) ,  2, ,q n . 

Із включення (15) випливає, що для всіх 

0k  виконується оцінка 
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Тоді за теоремою Фубіні для кожного  2, ,q n   
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де    1 1 1( , , , , , )q q q nt t t tt ,  2, ,q n , а символ ( ; )q qB k t ,  2, ,q n , 

позначає множину    1 1 1[1, ] : ( , , , , , , ) ( )q q q q n qt T t t t t t B k{ } . 

Застосуємо лему 1 для оцінки зверху мір множин ( ; )q qB k t ,  2, ,q n . 

Зауважимо, що  ( ; )q qk   як функція від змінної qt  (за фіксованих 1 1, , qt t

) має вигляд (10), модулі показників  ( )j k  якої не перевищують 4 1C k( ) , 

де 4C  – стала, яка не залежить від 

0k .  

Побудуємо лінійні диференціальні вирази порядку 1q  у вигляді до-
бутку диференціальних виразів першого порядку:  
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Легко перевірити, що     
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Розвинемо визначники  ( ; )q qk  ,  2, ,q n , за елементами останнього 

рядка, тоді дістанемо рівності  
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де  , 1( ; )q j qk   – алгебричне доповнення елемента, що розміщений на пере-

тині q -го рядка та j -го стовпця у визначнику  ( ; )q qk  . Із формул (18) і лі-

нійності диференціальних виразів 1qR  випливають такі рівності:  
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де  2, ,q n . Якщо  ( )qB kt ,  2, ,q n , то з рівностей (18) та означення 

множин ( )qB k ,  2, ,q n , випливає, що  
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Оскільки    1( , ) 1deg qR k q , а модуль коефіцієнта при похідній 
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перевищує 5 1 jC k( ) , то з оцінок (20) і (12), (13) із лем 1, 2 отримуємо:  
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де сталі 6 7,C C  не залежать від вибору 
    1

1 1 1( , , , , , ) [1, ]nq q q nt t t t Tt . 

Тоді з формул (17), (21) одержимо оцінки  

      1
7mes ( ) 1 ,      2, , ,      n p p

n qB k C T k q n k ( ) . (22) 

Із нерівностей (16) і (22) випливає збіжність ряду (14). Теорему доведено. 
3. Метричні оцінки у випадку, коли вузли є логарифмічно рівновід-

даленими. Встановимо оцінки знизу для визначника (5), якщо виконуються 
рівності (9). Тоді визначник (5) обчислюємо за формулою  
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1

( ) ( ) ,
kkk k qjn

j q
n j q

t k t k t  

 


, 0pk k , (23) 

під час виведення якої врахували формулу для визначника Вандермонда 
чисел: 
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  ( )( )1

1 1 1( ) , , ( )
kk n

nk t k t . 

Теорему 1 не можна застосувати для оцінки визначника (23), оскільки 

він залежить від вектора  2
1 1 1( , , , )nt t tt , що знаходиться на кривій Веро-

незе 

  2 1/
1 1 1 1( , , , ) : (1, ]n n nt t t t T{ } , 

яка має нульову n -вимірну міру Лебеґа,  2.n  У цьому випадку слід 
застосувати одновимірну міру Лебеґа, яка дає можливість встановити 
майже всюди на кривій Веронезе таку ж оцінку знизу для визначника (23), 
як і в теоремі 1 для визначника (3). Таким чином, крива Веронезе успадко-

вує оцінку з куба [1, ]nT . 
Теорема 2. Нехай справджуються умова (2) і рівності (9). Тоді для 

визначника (23) нерівність (8) виконується для майже всіх (стосовно міри 

Лебеґа в  ) чисел  1/
1 (1, ]nt T  для всіх (крім скінченної кількості) век-

торів  pk  , якщо    ( 1) ( 1)/2p n n .  

Д о в е д е н н я . Враховуючи, що  1( ), , ( )nk k  суто уявні числа, за 
допомогою елементарних перетворень формули (23) одержуємо, що  
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Покладемо:  
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dt dt
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
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
0k ,  
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jq jq jqE k t T k t k n j q k { } ,  

 

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де  

 
  

  
1

( ) ( )jq
n j q

k k , 
  

  
1

( ) ( )jq
n j q

k k ,  

     ( 1)
( )

p
jq k k ,       2 / ( ( 1)) 1 0n n p .  

Із оцінок (12), (13) з леми 2 випливає:  

 
 

        
 
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1 1 8

1
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dR t k t k k k C k
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 (25) 

де     


1,  , 0pn j q k k , стала 8 0C  не залежить від вибору k . Тоді з 
формул (25), на підставі леми 1, дістанемо, що   

       ( 1) 2
9 10mes ( ) 1 / | |

p p
jqE k C k k k C k ( ) , (26) 

де     


1,  , 0pn j q k k . Враховуючи, що  
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  

 
1

( ) ( )jq
n j q

E k E k ,  

з нерівностей (26) отримуємо таку оцінку для мір множин ( )E k :  

  

  

   11 11
1

mes ( ) mes ( ) , 0p
jq

n j q

E k E k C k C  . (27) 

Із оцінок (27) випливає збіжність ряду mes ( )
k

E k . Тому за лемою 

Бореля–Кантеллі для майже всіх (стосовно міри Лебеґа в  ) чисел 

 1/
1 (1, ]nt T  нерівність  

    1( , ) ( ) | |k t k k ,    ( 1) ( 1)/2p n n ,  

а отже, й нерівність  

   ( ) ( )n k k   

виконуються для всіх (крім скінченної кількості)  pk  . Теорему доведено. 
Висновки. Встановлено метричні оцінки знизу характеристичного 

визначника задачі Ніколетті для лінійного рівняння типу Ейлера зі змін-
ними коефіцієнтами. Застосовано метричний підхід [1–3, 8–11] для встанов-
лення таких оцінок. Розглянуто частковий випадок задачі, коли вузли 
інтерполяції утворюють геометричну прогресію. Результати дослідження 
можна перенести на випадок інтерполяційної задачі Ніколетті для систем 
лінійних рівнянь зі частинними похідними. 
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METRIC ESTIMATES OF THE CHARACTERISTIC DETERMINANT OF THE NICOLETTI PROBLEM 
FOR THE EULER-TYPE EQUATION 
 
The lower bounds are established for the characteristic determinant of the interpolation 
Nicoletti problem in a single variable and periodicity conditions with respect to the 
remaining variables for an Euler-type partial differential equation. Partial case is 
considered when the interpolation nodes form a geometric progression.  

Key words: Nicoletti problem, Euler-type equation, metric approach, problem of small 
denominators. 
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