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ОБЧИСЛЕННЯ  -ФУНКЦІЇ ДЛЯ КОМУТАТИВНОЇ НЕЦИКЛІЧНОЇ 
НАПІВГРУПИ ТРЕТЬОГО ПОРЯДКУ БЕЗ ОДИНИЧНОГО І НУЛЬОВОГО 
ЕЛЕМЕНТІВ 
 

Для довільного алгебрично замкненого поля характеристики, відмінної від 
двох, обчислено  -функцію числа параметрів комутативної нециклічної 

напівгрупи третього порядку без одиничного і нульового елементів, якa є 
категорно-комбінаторною характеристикою такої напівгрупи.  

Ключові слова: характеристика поля, нециклічна напівгрупа, визначальні спів-
відношення, матричні зображення, нормальна форма Жордана,  -функція, 

алгебра Ауслендера. 

 
Вступ. У сучасній теорії зображень категорний метод – один з основ-

них не лише під час досліджень кваліфікаційних задач, а й вивчення влас-
тивостей параметрів для різних класів зображень (зокрема, див. [13, 15, 18, 
22–24, 26–34]. Це дослідження присвячене вивченню дискретних парамет-
рів категорії зображень напівгруп третього порядку, заданих у вигляді 
алгебри Ауслендера. 

У праці [3] описано мінімальні системи твірних та відповідні визна-
чальні співвідношення для всiх напiвгруп третього порядку. Якщо розгля-
дати лише комутативнi напiвгрупи, та ще й такi, що не є нi циклiчними, нi 
циклiчними з приєднаним одиничним чи нульовим елементами, то існують 
(з точнiстю до iзоморфiзму) лише чотири напiвгрупи (в круглих дужках 
вказано всі елементи, в кутових – мiнiмальну систему твiрних, а потiм – 
визначальнi спiввiдношення): 

 (�)       2 20,  ,  ,  : 0,  0,  0b c b c b c bc cb ;  

 (�)       2 20,  ,  ,  : ,  ,  0b c b c b b c c bc cb ;  

 (�)       2 20,  ,  ,  : 0,  ,  0b c b c b c c bc cb ;  

 (�)        2 3 2 3 2 2,  ,  ,  : ,  ,  c , c b c b c b b c c b bc cb c .  

Зауважимо, що тривiальнi визначальнi спiввiдношення для одиничного 
i нульового твiрних � і 0 (якщо вони є) не виписані. 

Всi цi напiвгрупи ручнi, причому, окрiм напiвгрупи (�), – скiнченного 
зображувального типу, тобто мають скiнченне число класiв еквiвалентностi 
нерозкладних зображень [3]. 

Позначимо комутативну нециклічну напівгрупу третього порядку без 
одиничного і нульового елементів вигляду (�) через dS . 

Сучасна теорія зображень над полями вивчає їх як класичні об'єкти 
(групи, напівгрупи, алгебри Лі), так і порівняно нових (сагайдаки, частково 
впорядковані множини, тощо). Тут важливо не лише вивчити самі зобра-
ження, а й категорію, яку вони утворюють. Якщо зображення алгебричного 
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об'єкта розглядають у матричній формі, то категорія його об'єктів індуку-
ється категорією всіх матриць (морфізмами з матриці A  в матрицю B  є 
такі матриці X , що AX XB ). 

Нижче вивчено комбінаторні властивості категорій матричних зобра-
жень комутативної нециклічної напівгрупи третього порядку без одинич-
ного і нульового елементів над полем характеристики, відмінної від 2. 

Нехай T – матричне зображення скінченно породженої напівгрупи S  
над полем K . Позначимо через ( )p T  максимальне число незалежних пара-

метрів матриці X , що задовольняє систему лінійних матричних рівнянь 
( ) ( )T s X XT s , де s  пробігає напівгрупу S . Очевидно, що ( )p T  не зміню-

ється зі зміною T  на еквівалентне йому зображення. Якщо S  – напівгрупа 
скінченного (зображувального) типу над полем K , тобто має скінченне 

число класів еквівалентності нерозкладних зображень, а   1 2,  , ...,   mT T T T  

– повна система її нерозкладних попарно нееквівалентних матричних 

зображень, то для     1,  : 1,  2, ..., n m m  покладемо 

  
  

    
1 2

1 2 ...
: ( )

n
n

n i i i
i i i

p T p T T T ,     :S nn p T .  

Введену функцію   : 1,S m N  називають  -функцією числа пара-

метрів для напівгрупи S  (відносно поля K ) або просто  -функцією 
напівгрупи S  [5]. 

У цій статті обчислено  -функцію числа параметрів для комутативної 
нециклічної напівгрупи третього порядку без одиничного і нульового еле-
ментів над полем характеристики, відмінної від 2. 

1. Формулювання основного результату. Наступна теорема описує  
 -функцію комутативної нециклічної напівгрупи третього порядку без 
одиничного і нульового елементів dS  над полем характеристики, відмінної 
від 2. 

Теорема. Для довільного алгебрично замкненого поля K  характерис-
тики, відмінної від 2,  -функція комутативної нециклічної напівгрупи 
третього порядку без одиничного і нульового елементів dS  має такі 
значення: 

  


    
 

5,   1,

17,   2,

19,   3,

7,   4.

dS

якщо n

якщо n
n

якщо n

якщо n

  

2. Доведення теореми. Канонiчнi форми матричних зображень комута-
тивних напiвгруп третього порядку отримано в праці [3] з використанням 
методiв Київської школи з теорiї матричних задач та зображень ([1, 2, 4, 7–
12, 14, 16, 17, 19–21, 25]). Нерозкладні зображення та алгебра Ауслендера 
для комутативної нециклічної напівгрупи третього порядку без одиничного 
і нульового елементів dS  над полем характеристики, відмінної від 2, опи-
сана в праці [6]. 

Випишемо нерозкладні зображення напівгрупи dS  над полем характе-
ристики, відмінної від 2: 

(1)  1 1B ,  1 1C ; 

(2)  2 1B ,   2 1C ; 
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(3) 
 

   
 

3

0 1

0 0
B , 

 
   
 

3

0 0

0 0
C ; 

(4)  4 0B ,  4 0C . 

Обчислимо  -функцію числа параметрів для системи нерозкладних 

зображень   1 2 3 4,  ,  ,  T T T T T  комутативної нециклічної напівгрупи тре-

тього порядку без одиничного і нульового елементів dS
 
над полем харак-

теристики, відмінної від 2. 

Очевидно,        1 2 4 1p T p T p T . 

Розглянемо нерозкладне зображення  3 3 3,T A B . Тоді матриця X , що 

задовольняє співвідношення 3 3A X XA , 3 3B X XB , має вигляд 

 
 

   
 

11 12

110

x x
X

x
. 

Тому   3 2p T , а отже,     1 1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 5p T p T p T p T p T . 

Розглянемо зображення    ,ij ij ij i jT A B T T , де i j ,  , 1,2,4i j . 

Тоді матриці ijA  і ijB  діагональні, причому хоча б одна із них має різні 

числа на головній діагоналі. Тоді матриця X діагональна, а значить 
( ) 2ijp T . 

Отже,
 

          1 2 1 4 2 4 2p T T p T T p T T . 

Розглянемо зображення    13 13 13 1 3,T A B T T . Тоді матриця X  має 

вигляд 

 

 
 

  
  
 

11

22 23

22

0 0

0

0 0

x

X x x

x

. 

Значить  1 3( ) 3p T T . 

Розглянемо зображення    23 23 23 2 3,T A B T T . Тоді матриця X  має 

вигляд 

 

 
 

  
  
 

11

22 23

22

0 0

0

0 0

x

X x x

x

. 

Значить  2 3( ) 3p T T . 

Розглянемо зображення    34 34 34 3 4,T A B T T . Тоді матриця X  має 

вигляд 

 

 
 

  
  
 

11 12 13

11

32 33

0 0

0

x x x

X x

x x

. 

Значить  3 4( ) 5p T T . 
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Отже,  

       2 1 2 1 3 1 4( ) ( ) ( ) ( )p T p T T p T T p T T  

       2 3 2 4 3 4( ) ( ) ( ) 17p T T p T T p T T . 

Розглянемо зображення     123 123 123 1 2 3,T A B T T T . Тоді матриця X  

має вигляд 

 

 
 
 

  
 
 
 

11

22

33 34

33

0 0 0

0 0 0

0 0

0 0 0

x

x
X

x x

x

. 

Значить   1 2 3( ) 4p T T T . 

Розглянемо зображення     124 124 124 1 2 4,T A B T T T . Тоді матриця 

X  має вигляд 

 

 
 

  
  
 

11

22

33

0 0

0 0

0 0

x

X x

x

. 

Значить   1 2 4( ) 3p T T T . 

Розглянемо зображення     134 134 134 1 3 4,T A B T T T . Тоді матриця 

X  має вигляд 

 

 
 
 

  
 
 
 

11

22 23 24

22

43 44

0 0 0

0

0 0 0

0 0

x

x x x
X

x

x x

. 

Значить   1 3 4( ) 6p T T T . 

Розглянемо зображення     234 234 234 2 3 4,T A B T T T . Тоді матриця 

X  має вигляд 

 

 
 
 

  
 
 
 

11

22 23 24

22

43 44

0 0 0

0

0 0 0

0 0

x

x x x
X

x

x x

. 

Значить   2 3 4( ) 6p T T T . 

Отже,  

       3 1 2 3 1 2 4( ) ( ) ( )p T p T T T p T T T  

       1 3 4 2 3 4( ) ( ) 19p T T T p T T T . 

Розглянемо зображення      1234 1234 1234 1 2 3 4,T A B T T T T . Тоді ма-

триця X  має вигляд 
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 
 
 
 

  
 
 
 
 

11

22

33 34 35

33

54 55

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0

0 0 0

x

x

X x x x

x

x x

. 

Отже,       4 1 2 3 4( ) 7p T p T T T T . 

Таким чином, теорему доведено. 
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CALCULATION OF  -FUNCTION FOR COMMUTATIVE NON-CYCLIC SEMIGROUP OF ORDER 3 
WITHOUT IDENTITY AND ZERO ELEMENTS 

 
For an arbitrary algebraically closed field of characteristic not equal to 2, we calculate 
the  -function of the number of parameters for commutative non-cyclic semigroup of 
third order without identity and zero elements, which is categorically combinatorial 
characteristic of such semigroup. 

Key words: characteristic of a field, non-cyclic semigroup, defining relations, matrix 
representation, normal Jordan form,  -function, Auslander algebra. 
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