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ДЕФОРМАТИВНІСТЬ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ОРТОТРОПНОЇ ПЛАСТИНИ-
СМУГИ ЗА ШАРНІРНОГО ЗАКРІПЛЕННЯ НИЖНІХ АБО ВЕРХНІХ ПАР 
ВИДОВЖЕНИХ РЕБЕР 
 

Розглянуто варіант уточненої теорії трансверсально-ортотропних плас-
тин, в якому наближено враховані всі характеристики їхнього просторового 
напружено-деформованого стану. На цій основі отримані аналітичні вирази 
для деформативності навантажених на лицевих верхніх поверхнях нормаль-
ним рівномірно розподіленим зусиллям шарнірно закріплених вздовж нижніх 
або верхніх видовжених ребер трансверсально-ортотропних пластин-смуг. 
Проаналізовано вплив способу шарнірного закріплення бічних граней на рівень 
деформативності. 

Ключові слова: пластина-смуга, ребро, шарнірне закріплення, трансверсальна 
ортотропія, додаткова деформативність 

 
Вступ. Пластини-смуги із трансверсально-ортотропних матеріалів все час-

тіше застосовують як навантажені елементи будівельних конструкцій, а також 
пристрої і технічні засоби різноманітного цільового призначення [1–4, 7]. В 
багатьох випадках від способу закріплення їхніх видовжених бічних граней 
[16, 17] суттєво залежить деформативність цих конструкційних елементів, 
яка досить часто є розрахунковим параметром, за яким на стадії проєкту-
вання приймають рішення про використання такого тонкостінного елемента 
[3]. Вплив способів закріплення на деформативність пластин-смуг за дії тер-
мосилових навантажень досліджували в працях [5, 6, 9, 13–15]. Однак в них 
не розглядали випадки закріплення видовжених бокових граней на різних 
ребрах.  

1. Вихідні співвідношення уточненої теорії податливих до трансвер-
сальних зсуву та стиснення пластин-смуг. Одновимірна математична мо-
дель, яка описує напружено-деформований стан пластин-смуг, зумовлений 
дією розподіленого по верхній лицевій площині нормального зусилля P  (див. 
рисунок), що враховує податливість їх ортотропного матеріалу до трансвер-
сальних зсуву та стиснення [8], охоплює: 

– рівняння рівноваги: 

   0N ,    0 0M Q ,   0Q P ,     0
1 36 3Q P ; (1) 

– співвідношення пружності: 

   0 0
1 0 32N Be h E e ,   1

1M De ,  

    0
0 132Q e ,     1

1 13
3 2
4

Q e  ,  

    0 0 0
3 0 3 1

5 ( )
6

E e e ;  (2) 

– деформаційні співвідношення: 

 0
1e u ,  0

3 1 /e w h ,    0
132e w ,   1

1e ,  1
13 12e w . (3) 

Вище вжиті загальноприйняті позначення [10, 12] для розтягувального 

N , перерізального 0Q  та стискального 1Q  зусиль і згинного моменту M ; 0
33  
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є першим коефіцієнтом розвинення в ряди за поліномами Лежандра компо-
ненти тензора напружень 33  [11]. Для узагальнених переміщень прийняли: 
u  – переміщення точок серединних площин пластин-смуг у тангенціальному 
напрямку 1x ;   – кут повороту відносно осі 3x  нормального до серединної 
площини елемента перед деформуванням; w  – переміщення точок середин-
них, а 1w  – лицевих площин уздовж нормальної координати 3x . Для харак-

терних деформацій у пластинах маємо: 0
1e  – поздовжня, а 1

1e  – згинна 

деформації; 0
13e  та 1

13e  – деформації трансверсального зсуву, а 0
3e  – дефор-

мація стиснення. Для введених вперше в праці [8] узагальнених жорсткісних 
характеристик пластин використали такі позначення:    22 (1 ) /B Eh  – 

жорсткість на розтяг,  2 / 3D h B  – згинна,    2k hG  – зсувна [11]. Тут E  
та   – модуль Юнга й коефіцієнт Пуассона в серединних та еквідистантних 
їм площинах, E  та   – ті ж величини в площинах, перпендикулярних до 

серединної, G  – трансверсальний модуль зсуву,       2 2(1 )( ) ( / ) /E E ; 

  14 /15k ;    2 2(1 ) ;     / (1 ) ;        0 (1 ) / (1 2 )E E , 2h  – тов-

щина, а 2l  – ширина пластини-смуги. 
 

 

а) 
 

 

б) 
 

Рис. 1. Шарнірне закріплення нижніх (а) та верхніх (б) видовжених ребер 
 
2. Формулювання граничної задачі в узагальнених переміщеннях. 

Після  підставляння співвідношень (3) в (2), а результату – в (1) отримуємо 
рівняння рівноваги в узагальнених переміщеннях: 

    1 0u w , (4) 

     

3

1 1
20 ( / ) 4
3

E
w w Р u P , (5) 

       2
1( ) 0w , (6) 

     /w P , (7) 

де   2
1 / D ,     02 /E B . 

Оскільки для двох випадків шарнірного закріплення вздовж видовжених 
ребер бокові торці пластини-смуги вільні від силових навантажень, то при 

 1x l  маємо: 

  ( ) 0N l ,   ( ) 0M l . (8) 
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У першому випадку (див. рисунок, схема а) відсутні переміщення в 
точках  ( , )l h  і ( , )l h  згідно з моделлю деформування [8], що еквівалентно 

     ( ) ( ) 0u l h l ,  

    1( ) ( ) 0w l w l . (9) 

Аналогічно для другого випадку маємо: 

     ( ) ( ) 0u l h l ,  

    1( ) ( ) 0w l w l . (10) 

З використанням (2) і (3) граничним умовам (7) надаємо вигляду 

      1( ) ( ) / 0u l w l h ,  (11) 

   ( ) 0l , (12) 

де    02 /h E B . 
Система диференціальних рівнянь (4)–(7) разом з граничними умовами 

(11), (12) та (9) або (10) є граничною доточковою задачею для відшукання 
функцій узагальнених переміщень , ,u w  та 1w , через які визначають реш-
ту характеристик напружено-деформованого стану пластин-смуг (див. рису-
нок). 

3. Виведення розв’язувального рівняння. Із незалежної підсистеми (6), 
(7) отримуємо вирази для функцій   і w : 

        

3
2
1 3 46

P x C x C , (13) 

         

2 4 2 2

5 62 24 4
P x P x x lw C x C

D
. (14) 

З умов симетрії та другої рівності у (8) з урахуванням (12), маємо: 

  


2

3 2
P lC ,   4 0C ,   5 0C . (15) 

Отже, функції   і w  набувають вигляду 

     
 

3 2

6 2
P x l
D

, (16) 

        

2 4 2 2

62 24 4
P x P x x lw C

D
. (17) 

Сталу інтегрування 6C  визначатимемо з умов (9) або (10) за відомої 

функції стиснення 1w . 
Наслідком інтегрування рівняння (4) з урахуванням першої рівності (8) 

є вираз  

    1 1u w C .  

З першого рівняння (8) отримуємо 1 0C . Тоді  

    1u w . (18) 

Підставляння (18) у (4) дає розв’язувальне рівняння для функції 1w , 
через яку визначаємо функції u  та w : 

   2 2
1 1( / ) 4w k h w P ,   

  
02 20 1

3 1
hE

k ,    /P P . (19) 
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4. Відшукання розв’язку задачі. Загальний розв’язок рівняння (19) 
записуємо у вигляді 

    2 2
1 7 8( / ) ( / ) 4 /w C ch kx h C sh kx h Ph k . (20) 

З умови симетрії  1 1( ) ( )w x w x  отримуємо 8 0C . 
Таким чином, для обох випадків закріплення бічних граней пластини-

смуги маємо: 

   ( ) ( ) 2 2
1 7 ( / ) 4 / , 1, 2i iw C ch kx h Ph k i , (21) 

 1i  відповідає схемі а, а  2i  – схемі б (див. рисунок). 
Шляхом інтегрування (18) з урахуванням (21) дістаємо функції танген-

ціальних переміщень ( )iu : 

     ( ) ( )( ) 2 2
7 2( ( / ) 4 / ), 1, 2i ii hu C sh kx h Pxh k C i

k
. (22) 

З умови ( ) (0) 0iu , що є наслідком симетрії задач, одержуємо ( )
2 0iC . 

Таким чином, невизначеними для обох випадків граничних умов зали-

шається стала інтегрування ( )
6
iC  у формулі (17) для нормального переміщен-

ня точок серединної площини w  та ( )
7
iC  у формулі (21) для нормальних 

переміщень точок лицевих площин. Для їхнього визначення використовуємо 
умови відсутності переміщень у точках шарнірного закріплення (9) або (10). 
У першому випадку для узагальнених переміщень, якщо  x l , маємо:  

     (1)(1) 2 2
7( ) (4 / ( / )hu l Plh k C sh kl h

k
, 

   (1) (1) 2 2
1 7( ) ( / ) 4 /w l C ch kl h Pk h . (23) 

   
3

(1) ( )
3

P ll
D

, 

    
4

(1)(1) 2
6

5( ) / 2
24

Pl Pw l Pl C
D D

. (24) 

З урахуванням (23) і (24) за умов (9) отримуємо систему двох лінійних 

алгебричних рівнянь для сталих інтегрування (1)
6C , (1)

7C  

    
3

(1) 2 2
7( ( / ) 4 / ) 0

3
h PlC sh kl h Plh k h
k D

,  

     


2 4
(1) 2 2

76
5 4 / 0

2 24
Pl Pl P C C chkl Ph k

D D
,   

з якої отримуємо: 

      

3
(1) 2 2
7 4 / / ( / )

3
h Pl kC Plh k sh kl h

hD
,  

       

2 4
(1) (1)2 2
6 7

5 4 / ( / )
2 24

D Pl PlC Ph k C ch kl h
P D

. (25) 

Аналогічно знаходимо сталі інтегрування (2)
6C , (2)

7C  для другого випадку 
закріплення бічних граней пластини-смуги: 

      

3
(2) 2 2
7 4 / / ( / )

3
h Pl kC Plh k sh kl h

hD
,  
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2 4
(2) (2) 2 2
6 7

5 ( / ) 4 /
2 24

D Pl PlC C ch kl h Ph k
P D

. (26) 

Таким чином, за визначених сталих , 1,8iC i  інтегрування системи 
диференціальних рівнянь восьмого порядку (4)–(7) разом із виразами для 
шуканих функцій (13), (14), (21) та (22) отримали розв’язок сформульованої 
вище граничної задачі. 

5. Результати та їх аналіз. Деформативність пластини-смуги 1d  у пер-
шому випадку 

     (1) (1)(1)
1 1 7(0) (0) (0) ( ( / ) 1)Td w w w C ch kl h , (27) 

а в другому  

     (2) (2)(2)
2 1 7(0) (0) (0) ( ( / ) 1)Td w w w C ch kl h . (28) 

Тут (0)Tw  – деформативність цієї ж пластини-смуги, але визначена за 
співвідношеннями теорії на основі зсувної гіпотези С.П. Тимошенка [10, 12] 
за узагальненої згинної жорсткості D  [8] 

   


2 45(0)
2 24T
Pl Plw

D
,  

а інші доданки у виразах (27), (28) означають додаткові деформативності, 
спричиненІ податливістю матеріалу до трансверсального стиснення. 

Деформативність залежить від прикладеного зусилля P , пружних 
характеристик матеріалу (в даному випадку – від  , ,E E ,  – зв’язане з 

ними співвідношенням     /E E ) та h  – півтовщини пластини-смуги (гео-
метричного параметра в нормальному напрямку). Тому слід розглянути без-
розмірну деформативність  , віднесену до перерахованих вище параметрів, 
тобто 

            / ( / ) (1 )(1 ) / (1 2 )Ph E . (29) 

Отже, додаткова деформативність у першому випадку закріплення 
видовжених ребер пластини-смуги буде меншою, ніж у другому, через 
податливість матеріалу до трансверсального стиснення. 

 
Висновки. Використовуючи уточнену теорію пластин, що наближено 

враховує всі компоненти її просторового напружено-деформованого стану, 
виявили додаткову деформативність під час моделювання закріплення боко-
вих видовжених граней по різних ребрах за товщиною. Цей ефект неможливо 
отримати, застосовуючи класичні на основі гіпотези Кірхгофа–Лява й уза-
гальнені теорії пластин. 
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DEFORMABILITY OF TRANSVERSELY ORTHOTROPIC PLATE-STRIP WITH HINGED FIXING OF 
LOWER OR UPPER PAIRS OF ELONGATED RIBS  
 
A variant of the refined theory of transversely orthotropic plates is considered, in which 
all the characteristics of their spatial stress-strain state are approximately taken into 
account. On this basis, analyticJal expressions of the deformability of the transversely 
orthotropic plates-stripes hinged along the lower or upper elongated ribs with normal 
uniformly distributed forces are obtained. The influence of the method of hinged fixing 
of side faces on the level of deformability is analyzed. 

Key words: plate-strip, rib, hinged of fixing, transverse orthotropy, additional defor-
mability 
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